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ETIK BEYAN

Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii Tez Yazim
Kurallari’na uygun olarak hazirladigim bu tez calismasinda; tez icinde sundugum verileri,
bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar cercevesinde elde ettigimi, tiim bilgi,
belge, degerlendirme ve sonuglart bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu, tez calismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak
kaynak gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi, bu tezde
sundugum calismanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim

hak kayiplarini kabullendigimi taahhiit ve beyan ederim.

Ahmet OZCAN
08/12/2023
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TESEKKUR

Bu calisma konusunu bana vererek, calismalarim boyunca yakin ilgi ve yardimlarini
esirgemeyen saygi1 deger hocam, Dr. Ogr. Uyesi Aykut OR’a hayata ve matematige iliskin

ogrendigim ve 0grenecegim her sey i¢in en igten saygl ve minnetlerimi sunarim.

Yiiksek lisans egitimim boyunca her konuda destek ve yardimlarimi esirgemeyen

degerli arkadaglarim Gokay KARABACAK ve Ahmet CAKI'ya tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak, maddi manevi her konuda beni sonuna kadar destekleyen, calismalarim
stiresince tiim zorluklar1 benimle gogiisleyen, hayatimin her evresinde bana destek olan ve

borglarini asla 6deyemecegim sevgili aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ahmet Ozcan
Canakkale, Aralik 2023
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OZET

SEZGISEL BULANIK NORMLU UZAYLARDA CIFT INDISLI DIiZILERIN
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Ahmet OZCAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: DR. OGR. UYESI AYKUT OR
08/12/2023, 38

Dort boliimden olusan bu tez calismasinin ilk boliimiinde istatistiksel yakinsaklik,
kaba yakinsaklik, kaba istatistiksel yakinsaklik ve sezgisel bulanik normlu uzaylar ile ilgili
literatiir bilgisine yer verildi. Ikinci boliimde ¢ift indisli dizilerde kaba yakinsaklik, kaba
istatistiksel yakinsaklik kavramlar ile ilgili temel tanim ve teoremler sunuldu. Ayrica, bu
kavramlar sezgisel bulanik normlu uzaylarda ¢ift indisli diziler i¢in sunularak bu uzaylarda
da ifade edildi. Tezin 6zgiin degerinin yer verildigi iiclincii boliimde cift indisli dizilerin
sezgisel bulanik normlu uzaylarda kaba istatistiksel yakinsakligi tamimlanarak kaba limit
noktalar1 kiimesi ve bu kiimenin bazi topolojik 6zellikleri incelendi. Sonug ve Onerilerin ele

alindig1 son boliimde gelecek caligmalar icin bir tartismaya yer verildi.

Anahtar sozciikler: Kaba Yakinsaklik, Kaba Istatistiksel Yakinsaklik, Cift Indisli

Diziler, Sezgisel Bulanik Normlu Uzaylar
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ABSTRACT

ROUGH STATISTICAL CONVERGENCE OF DOUBLE SEQUENCES IN
INTUITIONISTIC FUZZY NORMED SPACES

Ahmet OZCAN
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Master of Science Thesis in Departmant of Mathematics
Advisor: ASST. PROOFE. DR. AYKUT OR
12/08/2023, 38

The first part of this thesis, which consists of four chapters, includes literature about
statistical convergence, rough convergence, rough statistical convergence and intuitionistic
fuzzy normed spaces. The second chapter presents basic definitions and theorems regarding
statistical convergence, rough convergence and rough statistical convergence. Moreover,
these concepts were expressed for double sequences in intuitionistic fuzzy normed spaces.
In the third chapter, where the original value of the thesis is included, the rough statistical
convergence of double sequences in intuitionistic fuzzy normed spaces is defined, and the
set of rough statistical limit points and some topological properties of this set are examined.
In the last section, where the results and recommendations were discussed, a discussion was

included for future studies.

Keywords: Rough Convergence, Rough Statistical Convergence, Double Sequences,

Intuitionistic Fuzzy Normed Spaces
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BIRINCI BOLUM
GIRIS

Yakinsaklik, Analiz ve Fonksiyonel Analizin temel kavramlarindan biridir. Cauchy
anlamda yakinsakligin bir genellestirmesi olan istatistiksel yakinsaklik dogal sayilarin
yogunlugu kavramina dayanmaktadir. Fast ve Steinhaus (1951) birbirlerinden bagimsiz
olarak istatistiksel yakinsaklik kavramimni tamimladiklarindan bu yana bu kavramin
uygulamalar1 ve baz1 genellestirmesi basta Buck (1953), Schoenberg (1959), Salat (1980)

ve Fridy (1985) olmak iizere bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmisgtir.

Pringsheim 1900 yilinda ¢ift dizilerin yakinsaklik kavramini, & = (§;x) kompleks
veya reel terimli bir ¢ift indisli dizi olmak {iizere, eger her € > 0 ve her j,k > N i¢in
|&jk — ol < € olacak sekilde bir N = N(¢) € N sayis1 varsa, & dizisi §y € X sayisina
Pringsheim anlaminda yakinsaktir (veya P-yakinsaktir) seklinde tanimlamistir. Daha sonra,
Hardy (1917), Moricz (1991), Moricz ve Rhoades (1988), tarafindan calisiimistir.
Istatistiksel yakinsaklik kavrami, Mursaleen ve Edely (2003) ile Méricz (2003), Ozcan ve
Or (2022), Ozcan vd. (2023) tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak cift dizilere

genisletilmistir.

Yakinsak  olmadigt  halde  bazi  kosullarda  yakinsaklik  kavramiyla
iligkilendirilebilecek dizilerin varligi, cesitli yakinsaklik tiirlerinin ortaya cikmasini
saglamistir. Bu yakinsaklik tiirlerinin en onemlilerinden biri 2001 yilinda Phu tarafindan
sonlu boyutlu normlu uzaylarda tanmimlanan ve Cauchy anlaminda yakinsakligin bir
genellestirilmesi olan kaba yakinsakliktir. (£,), X normlu uzayinda bir dizi ve r > 0 olmak

tizere verilen her € > 0 sayisina kargilik her n > N iken

16— Soll <x+e

olacak bi¢imde en az bir N € N sayis1 var ise (&,) dizisi &y noktasina kaba yakinsak kisaca
r—yakinsaktir denir. S6z konusu yakinsaklik tiiriiniin ilgi ¢ekici olmasinin sebebi yakinsak

olmayan bir dizinin yakinsak bir yaklagim dizisi ile ifade edilmesidir.

Bir &) noktasina yakinsak (1),) dizisinin terimleri kesin olarak belirlenemeyebilir.
Bunun yerine, her n i¢in ||§, — 1, || < r olacak bigimde, islemleri kolaylastiracak ve terimleri

bilinen bir (&,) yaklasim dizisinden yararlanilabilir. Burada r > 0, yaklagim hatasinin bir st

1



siniridir. (&,) dizisi &y noktasina Cauchy anlaminda yakinsak degil iken

”én_§0” < Hén—nnH + Hnn—§0\| <r+ Hnn—§0H

oldugundan kaba yakinsak oldugu ifade edilir (Phu, 2001).

Phu, 2002 yilindaki bagka bir calismasinda, lineer operatorlerin kaba siirekliligini
tanimlayarak, goriintii uzay1 sonlu boyutlu olan lineer operatorlerin, tanim kiimesinin her
bir noktasinda, kaba siirekli oldugunu ispatlamigtir. Sonlu boyutlu normlu uzaylardaki
sonuglart sonsuz boyutlu normlu uzaylara tasidigi ¢alismasi kaba yakinsaklik ile ilgili son
calismast olarak 2003 yilinda literatiirdeki yerini almigtir.  Aytar (2008), N’nin dogal
yogunlugu kavramini kullanarak bu kaba yakinsaklik kavramini kaba istatistiksel
yakinsama kavramina genislettigi ¢calismasinda kaba istatistiksel limit noktalar1 kiimesinin
kapalilik, konvekslik gibi bazi 6zelliklerini incelemistir. Ayrica, Malik ve Maity (2013),
Malik ve Maity (2016) normlu lineer uzaylarda ¢ift dizilerin sirasiyla kaba yakinsaklik ve
kaba istatistiksel yakinsakligi kavramlarini ¢alismiglardir. Diger taraftan, bu kavramlar

izerine bir¢ok calisma yapilmustir.

Giinliik hayatta belirsizlik iceren pek cok problem ile karsilasiimaktadir. Zadeh
(1965) tarafindan sunulan bulanik kiimeler ve daha sonra bu kiimelerin genellestirilmesi
olarak Atanassov (1986,1989) tarafindan tanimlanan sezgisel bulanik kiimeler kavramlari
belirsizligi gidermek i¢in kullanilan matematiksel araclar olarak literatiirde yer almugtir.
Klasik matematigin disinda tanimlanan bu matematiksel araclar sayesinde bircok problem
bu kavramlar yardimiyla yeniden ifade edilmistir. Yakinsaklik cesitleri de bunlarin i¢indeki
onemli kavramlardandir. Saadati ve Park (2006) sezgisel bulanik normlu uzay, sezgisel
bulanik normlu uzayda dizilerin yakinsaklig1 ve Cauchy dizileri kavramlarimi tanitmiglardir.
Sezgisel bulanik normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik istatistiksel Cauchy dizisi ve
aralarindaki iligkiler Karakus ve ark. (2008) tarafindan tamimlanmistir. Antal ve vd. (2021)
kaba istatistiksel yakinsaklik kavramini s6z konusu uzaylarda tanitmis ve bu uzaylarda kaba
istatistiksel limit noktalar1 kiimesi ile kaba istatistiksel yakinsak dizilerin limit noktalari

kiimesi arasindaki iligkiyi incelemislerdir.



IKINCI BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Kaba Istatistiksel Yakisaklik
2.1.1. Istatistiksel Yakinsakhik

Bu boliimde yogunluk kavrami ve bundan yararlanilarak istatistiksel yakinsaklik
kavrami sunulmustur. Ayrica, istatistiksel yakinsaklik ile ilgili literatiirdeki temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Tamim 2.1. (Freedman ve Sember, 1981) P(N) dogal sayilarin kuvvet kiimesi olmak

tizere bir ¢ : P(N) — [0, 1] fonksiyonu her A, B € P(N) igin
i. A~B :Q(A) :Q(B)

ii. ANB=0= ¢(A)+¢(B) < 9(AUB)

iii. (A)+¢@(B)<1+¢@(ANB)

v. (N)=1

kosullarini sagliyor ise @’ye bir alt yogunluk fonksiyonu denir.

Burada, A ~ B ile A ve B kiimelerinin simetrik farkinin sonlu oldugu ifade edilmistir.

Tamm 2.2. (Freedman ve Sember, 1981) A C N ve ¢ bir alt yogunluk fonksiyonu
olsun. O halde,

@A) :=1-9(N\A)

biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonuna bir iist yogunluk fonksiyonu denir.

Tamm 2.3. (Freedman ve Sember, 1981) ¢ bir alt yogunluk ve @ bir iist yogunluk
fonksiyonu olsun. Eger, A C N i¢in ¢(A) = ¢(A) = ¢(A) oluyorsa ¢ fonksiyonuna doZal
yogunluk fonksiyonu (kisaca yogunluk fonksiyonu) denir. ¢@(A), A kiimesinin yogunlugu

olarak ifade edilir.



Not 2.4. Sonlu kiimelerin yogunlugu O dir.

Ornek 2.5. (Freedman ve Sember, 1981) A C N olmak iizere

0(A) = lim |[{k€A:k<n}|

n—yoo n

bi¢iminde tanimlanan o bir yogunluk fonksiyonudur.

Tamim 2.6. (Fridy, 1985) (§,), (R, |.|) metrik uzayinda bir dizi ve & € R olsun. Eger,
her € > 0 i¢in

p({neN:|§—E|>¢e})=0

oluyor ise (&,) dizisi & sayisina istatistiksel yakinsiyor denir ve st — lim &, = &, veya &, -
n—yoo

&y ile gosterilir.

Istatistiksel yakinsaklik yakinsakligin bir genellestirmesi oldugundan her Cauchy
yakinsak dizi istatistiksel yakinsak olmasina ragmen tersi dogru degildir. Bir dizi
istatistiksel yakinsak ise her &€ > 0 icin, dizinin sonsuz sayida terimi, bu terimlerin
indislerinden olusan kiimenin dogal yogunlugunun sifir olmas: kosuluyla, istatistiksel
limitin komgulugunun disinda kalabilir. Bu, istatistiksel yakinsamayi Cauchy
yakinsakliktan ayiran onemli bir 6zelliktir. Sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugu
icin, Cauchy yakinsak her dizinin istatistiksel olarak yakinsak oldugunu soyleyebiliriz.
Fakat, istatistiksel yakinsak her dizinin Cauchy yakinsak olmadig1 Ornek

ref2.6 gosterilmistir.

Ornek 2.7.

: In, IkeNs>n=1K
n o=
7, VkeNn#k

seklinde tanimlanan (&) dizisi verilsin.
(éﬂ) = (17777777777777277777' . )
oldugundan, her € > 0 i¢in

A={neN:|& -7 >¢et={1,827,..)

4



olmak iizere ¢(A) = 0 oldugundan st — 1i_r>n &, =17 dir fakat (&,) dizisi Cauchy yakinsak bir
dizi degildir.

2.1.2. Kaba listatistiksel Yakinsakhk

Bu boliimde kaba istatistiksel yakinsaklik kavrami ve kaba limit noktalarinin
kiimesinin baz1 topolojik 6zellikleri gibi temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. Bu
kavramlar icin referanslar boliimiinde yer alan Phu (2001, 2003) ve Aytar (2008)’1n

caligmalarindan yararlanilmisgtir.

Tamm 2.8. (Phu, 2001) & = (&,), (X,]|.]|) normlu uzay i¢inde bir dizi, &, € X ve

r > 0 olsun. Eger, her € > 0 i¢in n > ng olmak lizere

16 = ol <x+e

sartin1 saglayan en az bir ne € N sayis1 var ise (§,) dizisi ) elemanina kaba yakinsaktir
(r—yakinsaktir) denir ve &, = & ile gosterilir. Tanimdaki & elemanina (&,) dizisinin kaba

limit noktasi denir ve tiim kaba limit noktalarinin kiimesi

LIME = {éoeX:gnigo}

ile gosterilir. Buradaki r kabalik derecesi olarak adlandirilir ve r = 0 oldugu durumda

Cauchy yakinsaklik elde edilir.

Ornek 2.9. (Phu, 2001) & = (&,) = ((—1)") dizisi Cauchy anlamda yakinsak bir dizi
degildir. Ancak, her € > 0 i¢in

olacak bigimde r > 0 bulunabilirse dizi kaba yakinsak olur. Simdj,

& =&l <r+e=-r—e+& <b<r+e+i,



&, = ((—1)") dizisinin (&) ve (&,—1) seklinde iki alt dizisini alalim. (&;,) = (

olur ve her € > 0 i¢in

—r—e<l-§<r+e=l-r—e<§<l4r+e

=&e[l—r,1+1]
olur ve (x2,—1) = (—1,—1,—1,...) i¢in

—r—e<—-1-{<r+e=—-1-r—e<f<-1l+r+e

=&el-1—r,—1+71]

elde edilir. Boylece
0, r<l1
LIME =
[1—rr—1], r>1

olur. Sonug olarak (&,) dizisi r € [1,e0) i¢in kaba yakinsaktir.

Cauchy yakinsak bir dizinin limiti tektir. Ornek 2.9 den goriilecegi iizere bir dizinin
kaba limiti tek olmayabilir. Boylece kaba limit noktalarinin kiimesi tek bir elemandan

olusmamasi durumu bu kiimenin bazi topolojik Ozelliklerinin incelenmesini 6n plana

cikarmagtr.

Cauchy yakinsak bir dizi ayn1 zamanda sinirlidir ve her alt diziside ayni noktaya

Cauchy yakinsaktir. Bu durum kaba yakinsaklikta agsagidaki gibi ifade edilir.

I,1,1

g Ly Ly.en

Teorem 2.10. (Phu, 2001) & = (&,), (X, ||.||) normlu uzay1 i¢inde bir dizi olsun.

i LIM%r kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik degildir.

ii. £ dizisinin sinirh olmasi igin gerek ve yeter sart LIME # 0 olacak sekilde r > 0 var

)

olmasidir. Ayrica sinirli bir € dizisi her r > 0 igin LIME, # 0 6zelligini saglayan &' =

(&,,) alt dizisini icerir.

ii. &' =(&,,), & dizisinin bir alt dizisi ise LIM; C LIM, saglanir.



Kaba limit noktalar1 kiimesinin baz1 topolojik 6zellikleri asagidaki bicimde ifade edilir.

Teorem 2.11. (Phu, 2001) & = (&,), (X, ||.||) normlu uzay1 i¢inde bir dizi olsun.
i LIME kiimesi kapalidir.

ii. LIME kiimesi konvekstir.
Kaba yakinsakligin Cauchy yakinsaklikla iligkisi asagidaki teoremde ifade edilmistir:

Teorem 2.12. (Phu, 2001) & = (&,), (X, ||.]|) normlu uzay: i¢inde bir dizi ve &) € X
olsun. r > 0 olmak iizere &, — &) olmas1 icin gerek ve yeter sart 17, — & ve her n € N i¢in

|En — M| < r olacak bigimde X i¢inde (7,,) dizisinin mevcut olmasidir.

Tanmim 2.13. (Aytar, 2008) & = (&), (X,].||) normlu uzay: i¢inde bir dizi, r > 0 ve
&y € X olsun. Eger, her € > 0 i¢in

p({neN: & —&l| >r+e})=0

veya
st — lim sup | &, — &l <=
n—soo

r—st

oluyorsa (&,) dizisi &) elemanina kaba istatistiksel yakinsaktir denir ve &, —= &
bi¢iminde gosterilir. &) elemanina (&) dizisinin kaba istatistiksel limit noktasi denir. Tiim
kaba istatistiksel limit noktalarinin kiimesi st — LIME ile gosterilir. Buradaki r — st,
istatistiksel kabalik derecesi olarak adlandirilir ve r = 0 oldugu durumda ise istatistiksel
yakinsaklik elde edilir. Ayn1 zamanda kaba yakinsaklikta bir ne’dan sonraki tiim terimlerin
&y’in bir r + € komguluguna diistiigiinden bu komsuluk disinda kalan terimler sonlu
sayidadir. Dolayisiyla bu terimlerin olusturdugu kiimenin yogunlugu sifir oldugundan kaba
yakinsak her dizi kaba istatistiksel yakinsaktir. Bu durumda kaba istatistiksel yakinsaklik
kaba yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve Cauchy yakinsakligin bir genellestirilmesidir.

Teorem 2.14. (Aytar, 2008) & = (&,), (X, ]|.||) normlu uzay1 i¢inde bir dizi ve r > 0
olsun. st — LIME kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik degildir.



Teorem 2.15. (Aytar, 2008) & = (&,), (X, ||.]|) normlu uzayi i¢inde bir dizi olsun. &

dizisi sinirh ise st — LIME = () olacak bigcimde bir r pozitif reel sayis1 vardir.

Kaba yakinsak her dizi ayn1 zamanda sinirlidir. Ancak kaba istatistikel yakinsak her

dizinin stirl olmadig1 Ornek 2.16’te goriiliir.
Ornek 2.16. & = (&,) dizisi

(-1)", IeN>n=k
&=
n, VkeN, n#k?

biciminde tanimlansin. Bu durumda

0, r<l
st —LIM%r =

l—r,r—1], r>1

ve her r > 0 icin LIME = (@ dir

Teorem 2.17. (Aytar, 2008) & = (&,), (X, ||.||) normlu uzay: i¢inde bir dizi olsun. &
dizisinin istatistiksel sinirlt olmas1 i¢in gerek ve yeter sart st — LIME # 0 olacak bi¢imde bir

r pozitif reel sayist vardir.

Teorem 2.18. (Aytar, 2008) &' = (&,, ), & = (&,) dizisinin zayif olmayan bir alt dizisi
ise st — LIMér C st — LIME,.

Teorem 2.18’nm zayif olan alt diziler icin saglanmadigi Ornek 2.19 ile ifade

edilmistir.
Ornek 2.19. (Aytar, 2008) & = (&,) dizisi

n, JkeN>n=Kk
n =
0, VkeN, n#k>

biciminde tanimlansin. Bu durumda st — LIM; = [—r,r] bicimindedir, ancak



&' = (1,4,9,16,...) alt dizisi igin st — LIME, = 0 dir.

Kaba istatistiksel limit noktalar1 kiimesinin bazi topolojik ©zellikleri asagidaki

bicimde ifade edilir.

Teorem 2.20. (Aytar, 2008) & = (&,), (X, ||.]|) normlu uzay1 i¢inde bir dizi olsun.
i. st— LIM%r kiimesi kapalidir.

i st— LIM%r kiimesi konvekstir.

Istatistiksel yakinsaklik ile kaba istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski Teorem

2.21°da verilmistir.

Teorem 2.21. (Aytar, 2008) & = (&,), (X, ]|.||) normlu uzay: iginde bir dizi, § € X
ve r > 0 olsun. &, =, &y olmasi igin gerek ve yeter sart 1, o &y ve her n € N igin

|En — M| < r olacak bicimde X i¢inde (7,,) dizisinin mevcut olmasidir.
2.2. Sezgisel Bulamk Normlu Uzaylarda Kaba Istatistiksel Yakimnsakhk

Bu alt boliimde sezgisel bulanik normlu uzaylarda istatistiksel ve kaba istatistiksel

yakinsaklik kavramlar1 ve onlarin temel 6zelliklerine deginilmistir.
2.2.1. Sezgisel Bulanmik Normlu Uzaylar

Sezgisel bulanik normlu uzay gercek yasam kosullarinda karsimiza ¢ikan belirsizligi
modellemek i¢in dogal bir ara¢ olarak iyi motive edilmis bir aragtirma alamidir. Bu alt

boliimde, bu kavram ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.22. (Schweizer ve Sklar, 1960) * : [0, 1]> — [0, 1] bir ikili islem olsun. Eger,

her x1,x2,x3 € [0, 1] igin
I. X1%*X2 = X2%*X]

. xp* (X2 *X3) = (xl *XZ) *X3



ii. xp <x3 = Xx1%x2 < X[ *X3
. x1x1=1xx1 =x
kosullar1 saglaniyor ise * islemine bir iicgensel norm (t-norm) denir.

Tamm 2.23. (Schweizer ve Sklar, 1960) o : [0, 1]> — [0, 1] bir ikili islem olsun. Eger,

her x1,x2,x3 € [0, 1] igin
I. X]0X) =X20X]

ii. xj0(xp0x3)=(x]0x2)0x3

iii. xp <x3=Xx10x3 <X10X3

iv. x100=00x; =x3
kosullar1 saglantyor ise o iglemine bir t-conorm denir.

Ornek 2.24. (Schweizer ve Sklar, 1960) Asagidaki islemler birer t-normdur:

(1) aop =max{c, B} (Maksimum t-conormu)
(2) a*p =min{ca, B} (Minimum t-normu)

Tamm 2.25. (Saadati ve Park, 2006) X bir lineer uzay, ¢ ve ¥ X x (0,0) iizerinde
bulanik kiime, * siirekli bir t-norm ve o siirekli bir t-conorm olsun. Her x,y € X ve u,t > 0

icin,
Lo @(x,u)+0(xu) <1,
ii. ¢(x,u)>0,

ii. ¢(x,u)=1&x=0,
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"o

iv. a # 0 olmak tizere ¢ (ox,u) = ¢ (x i)

v 9 u) % 9(y,0) < lxty,utr),

vi. ¢(x,u): (0,00) — (0, 1], u tizerinde siireklidir,
Vil. Ilig(l)d)(x?u) =0ve Jiigo¢(x,u) =1,
viii. O (x,u) <1,

ix. %(x,u)=0<x=0,

x. oo #0ise O(ax,u)=v <x, ﬁ),

xi. O(x,u)o¥(y,t) > F(x+yu+t),
xii. ©(x,u) : (0,00) = [0, 1), u iizerinde siireklidir,
Xiil. iig(l)ﬁ(x, u)=1ve b}i_rgﬁ(x,u) =0

sartlar1 saglaniyorsa (¢,d) siral ikilisine sezgisel bulanik norm ve (X,¢,9,%,0) siral

beslisine sezgisel bulanik normlu uzay denir.

Tanmm 2.26. (Lael ve Nourouzi, 2008) X bir lineer uzay, ¢ ve ¥, X x (0, ) iizerinde

bulanik kiime, min siirekli bir t-norm ve max siirekli bir t-conorm olsun. Her x,y € X icin,
1. Her u € (—o0,0] i¢in ¢ (x,u) =0,
2. Her u € R=%igin ¢ (x,u) = 1 olmasi icin gerek yeter sart x = 0 olmasidur,
3. Her u € R0 ve ¢ # 0 icin ¢ (cx,u) = ¢ (x, ﬁ) ,
4 ¢(x+yu+1) > min{(x,u),(y.1)},

5. lim ¢(x,u) =1 ve lim ¢ (x,u) =0,

U—>oo u—0
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6. Her u € (—o0,0] igin ¥ (x,u) =1,
7. Her u € R=% igin ©(x,u) = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart x = 0 olmasidr,

8. Her u € R=° ve ¢ # 0 igin 19(cx,u):19<x ”) ,

2 el
9. max{d(x,1),3(y,s)} > O(x+y,t+s),

10. lim & (x,u) =0 ve lim ¥ (x,u) =1

U—roo u—0

sartlar1 saglaniyorsa (¢, ) sirali ikilisine sezgisel bulanik r norm ve (X, ¢, %) sirali ticliisiine

sezgisel bulanik normlu uzay denir.

Tezimizin bundan sonraki kisminda "(X, ¢, 9, *,0) sezgisel bulanik normlu uzay"
ifadesi yerine okuyucu dostu olmasi ve anlamay1 kolaylastirmasi agisindan "Xg uzay1"

ifadesi kullanilacaktir.

Tanim 2.27. (Saadati ve Park, 2006) &, Xg uzayinda bir eleman, u >0 ve € € (0,1)
olsun.

B(&o,e,u) ={xeX:¢(x—Ep,u) > 1—¢,0(x—Ey,u) < €}

kiimesi sezgisel bulanik normlu uzayda agik yuvar olarak tanimlanir.

Ornek 2.28.(Saadati ve Park, 2006) Her «, € [0,1] icin o * B = ap,
oo =min{o+ B,1} ve ¢ ve ¥ sirastyla, her u > 0 igin,

e O(x,u) = B
U+ |x|

(p(x?u) =

_u—l—\x\

biciminde tanimlanan R x (0,c0) tizerinde bulanik kiimeler olsun. O halde (R, ¢, ¥, *,0)

sezgisel bulanik normlu uzaydar.

Tamm 2.29. (Saadati ve Park, 2006) (&,), X‘g uzayinda bir dizi olsun. Eger, her
€€ (0,1)veu>0iginn > ngiken ¢ (&, — &y, u) > 1 —eve ¥ (§, — &y, u) < € olacak sekilde
bir ng = ng(€) € N sayisi varsa (&,) dizisi &y € X elemanina (¢, ) sezgisel bulanik normuna

)
gore Cauchy yakinsaktir denir ve (¢,9) — li_r)n &, =&y veya &, LN &o seklinde gosterilir.
n—oo
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2.2.2. Sezgisel Bulamk Normlu Uzaylarda Istatistiksel Yakinsakhk

Istatistiksel yakinsaklik ve hibrit tiirleri farkli uzaylarda ¢alisgtimistir. Bunlardan bir
tanesi de sezgisel bulanik normlu uzaylardir. Karakus, vd. (2008) istatistiksel yakinsaklig
tanimladiklar1 ¢alismalarinda ayrica istatistiksel yakinsaklik i¢in etkili bir karakterizasyon
sunmuglardir. Tezimizin bu alt boliimiinde s6z konusu calismadaki baz1 6nemli tanim ve

teoremler verilmistir.

Tamim 2.30. (Karakus vd., 2008) (&,), X‘g uzayinda bir dizi ve & € X olsun. Eger,
her € € (0,1) ve u > 0 i¢in

P({neN:¢(& —&,u) < 1—¢eveya O(& —&,u) > €}) =0

saglanmiyorsa (&,) dizisi (¢,9) sezgisel bulanik normuna gore &y elemanina istatistiksel

. . Sty v : . .-
yakinsaktir denir ve sty 9 — lim &, = & veya §, —— & ile gosterilir.
n—oo

Onerme 2.31. (Karakus vd., 2008) (&,), Xg uzayinda bir dizi ve &y € X olsun. Bu

durumda her € € (0, 1) ve u > 0 icin asagidaki durumlar birbirine denktir:

i. sty p — lim G, = o,

ii. p({ne€N:¢ (& —8ou)<1-¢e})=0({neN:9 (5 —E,u) >€})=0,
iii. 9({neN:o(& —E,u)>1—¢eved(& —E,u)<e})=1,

v @({neN:9 (8 —Co,u)>1-¢})=@({neN: (8 —&o,u) <e}) =1,

v. st—lim ¢ (&, — & u) =1 ve st — li_r>n O (& —&Ey,u) =0.

n—oo

Teorem 2.32. (Karakus vd., 2008) (&,), Xf; uzayinda bir dizi ve &y € X olsun. Eger
(&) dizisi (¢,9) sezgisel bulanik normuna gore istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti

tektir.

Teorem 2.33. (Karakus vd., 2008) (&,), Xf; uzayinda bir dizi olsun. Eger &, 2), &o

1
ise &, LN & dir.
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Ornek 2.34. (Karakus vd., 2008) Ornek 2.28’de bulunan (R,¢,d,%,0) sezgisel

bulanik normlu uzayini ele alinsin. (&,) dizisi

1, 3keNsn=k
0, VkeN, n#k>

seklinde tanimlansin. Her € € (0, 1) ve u > 0 igin

A(e,u) ={neN: ¢ (E,u) <1—eveyad(E,u) > e}

olsun. )|
u n
Ale,u)=neN: —— < 1—¢€veya >¢€
(o) = {nem: e e 2 e
cu
— N: > 0
(S HEEr
={neN:§ =1}
:{nGN:n:kzveElkENBn:kZ}
oldugundan
Ale,w)] _ Vi
T on

1
saglanir. Dolayisiyla, lgn M = 0 oldugundan &, M0 () elde edilir. Fakat, (&) dizisi
n—soo

(¢, ) sezgisel bulanik normuna gore Cauchy yakinsak degildir.

Teorem 2.35. (Karakus vd., 2008) (&,), Xﬂ uzayinda bir dizi ve & € X olsun.
& Hoo, &o olmasi icin gerek ve yeter sart @(K) =1 ve &, 92), &y olacak bigimde dogal

sayilarin bir K = {ny : k <t,n; < n,} kiimesi vardur.
2.2.3. Sezgisel Bulamk Normlu Uzaylarda Kaba Istatistiksel Yakisaklik

Istatistiksel ve kaba yakinsakligin bir genellemesi olan kaba istatistiksel yakinsaklik
kavrami Antal, vd. (2021) tarafindan sezgisel bulanik normlu uzaylarda tanimlanmigtir.
Tezimizin bu kisminda Antal, vd. (2021) bu calismada bazi tanim ve teoremler ifade

edilmistir.
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Tamim 2.36. (Antal vd., 2021) (&,), (X,¢,?) uzaymda bir dizi, r > 0 ve § € X

olsun. Eger, u > 0 ve € € (0,1) i¢in, n > ne olmak iizere

(& —Co,r+u)>1—eved (& —&E,r+u)<e

olacak sekilde bir ne € N sayis1 var ise (&,) dizisi & elemanina (¢, ) sezgisel bulanik
normuna gére kaba yakinsaktir denir ve r(4 ») — lim &, = &y veya &, Tow, &y seklinde
’ n—oo

gosterilir.

Tanim 2.36’de r = 0 alinirsa (¢, %) sezgisel bulanik normuna goére Cauchy
yakinsaklik elde edilir. Ayrica, & = (&,) dizisin kaba limit noktalarinin kiimesi asagidaki

bicimde tanimlanir:

LIME““”:{J; =D SN Jgo}

Tamim 2.37. (Antal vd., 2021) (&,), (X,¢,?) uzaymnda bir dizi, r > 0 ve § € X
olsun. Eger, u >0 ve € € (0,1) icin,

¢({neN:¢ (G —Go,r+u) <1—eveya ¥ (G —8Go,r+u) >e})=

oluyorsa (&,) dizisi & elemanma (¢, ) sezgisel bulanik normuna gore kaba istatistiksel
t
yakinsaktir denir ve T — sty 9) — hm §n = &y veya &, e, &o seklinde gosterilir.

Tanim 2.37°de r = 0 alinirsa (¢, ) sezgisel bulanik normuna gore istatistiksel

yakinsaklik elde edilir. & = (&,) dizisin kaba istatistiksel limit noktalarinin kiimesi

asagidaki bicimde tanimlanir:

r— St
st((z,’lg)—LIME:{foEX:én 0, 50}

Sinirli olmayan bir dizi kaba yakinsak degildir. Fakat sinirli olmayan bir dizinin kaba

istatistiksel yakinsaklik kavrami yardimu ile limitlenebilecegi Ornek 2.38 ile goriiliir.

Ornek 2.38. (Antal vd., 2021) (R,|| - ||) reel sayilar iizerinde adi normlu uzayim
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gostersin. ¢ ve ¥ kiimeleri her u > 0 igin R x (0,0) iizerinde

[l

u
O(x,u) = ve O (x,u) = et T

x|

seklinde tanimlansin. O halde (R, ¢, ) sezgisel bulanik normlu uzaydir. & = (&,) dizisi

(-1)", IkeN>n=k
&=
n, VkeN, n#k?

seklinde tanimlansin. O halde, her r > 0 i¢in LIM?M) =0 ve

. 0, r<l
Sl(q)ﬂg) —LIMé =

l—r,r—1], r>1

bulunur.

Tamim 2.39. (Antal vd., 2021) (&,), (X, ¢, ) uzayinda bir dizi olsun. Eger, € € (0,1)
i¢in,

o{neN:¢(E,M)<1—eveyad(§,M)>€})=0

olacak sekilde en az bir M > 0 reel sayisi var ise (&,) dizisine (¢,?) normuna gore

istatistiksel sinirlidir denir.

Teorem 2.40. (Antal vd., 2021) & = (&,), (X, ¢,9) uzayinda bir dizi olsun. (&)
dizisinin istatistiksel sinirli olmast i¢in gerek ve yeter sart s7(y ) — LIM%’ # 0 olacak sekilde

bir r > 0 sayisinin var olmasidir.

Teorem 2.41. (Antal vd., 2021) (&,) ve (M,), (X, ¢,?) uzayinda birer dizi olsun. O

halde, her r > 0 i¢in asagidaki durumlar saglanir:

. o I'*Sl‘(q)_yﬂ) . I‘*Sl‘((p’ﬁ)
i. Eger§, ——> &y ve a(#£0) € Nise a&, ——— a &y dr,

I'*Sl‘(¢_’19 r—st ) I‘*Sl‘(¢‘

ii. Eger &, LR & ve My ULR Noise &, + Ny ), Eo+ Mo dir.

Ornek 2.42. (Antal vd., 2021) (R,|| - ||) reel sayilar iizerinde adi normlu uzayini
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gostersin. ¢ ve ¥ kiimeleri her u > 0 igin R x (0,0) iizerinde

[l

u
O(x,u) = ve O (x,u) = et T

x|

seklinde tanimlansin. O halde (R, ¢, ) sezgisel bulanik normlu uzaydir. & = (&,) dizisi

n, JkeN>n=1Kk
0, VkeN, n#k>

seklinde tanimlansin. O halde, st(¢ o) — LIM; = [—r,r| dir. Fakat (n;) = (1,4,9,...) i¢in

(&, ) zayif alt dizisinin kaba istatistiksel limit kiimesi bog kiimedir.

Teorem 2.43. (Antal vd., 2021) & = (&,), (X, ¢, ¥) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun.
Eger, &' = (&,,) dizisi (&,) dizisinin zayif olmayan bir alt dizisi ise st(4 4) —LIME C st(y, ) —
LIMg, dir.

Teorem 2.44. (Antal vd., 2021) § = (&,), (X, ¢,9) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun.
O halde, Stp,8) — LIME kiimesi kapal1 ve konvekstir.

Teorem 2.45. (Antal vd., 2021) (&,), (X,¢,9) uzaymda bir dizi ve r > 0 olsun.
Eger, &) € X elemanina istatistiksel yakinsak ve her € € (0,1) i¢in ¢ (§, — 1, r) > 1 — € ve
¥ (&, — Nu,T) < € olacak sekilde X de bir (n),,) dizisi var ise (&,) dizisi & elemanina kaba

istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 2.46. (Antal vd., 2021) & = (&,), (X, ¢, 1) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun.
O halde, her € € (0,1) ve m > 2 igin ¢ (y—z,mr) < 1 — € veya ¥ (y —z,mr) > € olacak
sekilde y,z € s ) — LIME yoktur.

2.3. Cift Indisli Diziler

Bu alt bolimde & = (§j) cift indisli dizisi i¢in Pringsheim anlamda yakinsaklik,

istatistiksel yakinsaklik ve bazi temel 6zelliklerinden bahsedilecektir.
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Tamm 2.47. (Pringsheim, 1900) X # 0 olacak bi¢cimde bir kiime f(j,k) := Ej
seklinde taniml f : N x N — X fonksiyonuna X de bir cift indisli dizi denir ve (§j) ile

gosterilir.

Tanmm 2.48. (Pringsheim, 1900) (&), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi ve § € X

olsun. Eger her € > 0 i¢in,

Jik>ne = ||Ex—&l <

olacak sekilde bir n; € N sayis1 var ise, (&) dizisi &y elemanina Pringsheim anlaminda

yakinsaktir (veya yakinsaktir) denir.

Tamm 2.49. (Pringsheim, 1900) (&), (X, || -||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger
her € > 0 i¢in,

(]‘ZPZne)/\(quzng)#Héjk—gpqn <€

olacak sekilde bir ne € N sayis1 varsa, (&¢) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.50. (Mursaleen ve Edely, 2003) E C N x N ve (p,q) € Nx N i¢in j < p,

k < q olacak sekilde ki (j,k) € E elemanlarinin sayist E(p,q) olsun. Eger (%) dizisi

Pringsheim anlamda bir limite sahip ise E ¢ift dogal yogunluga sahiptir denir ve

E
@ (E) := lim (.9)
pgq—=  p,q

bicimindedir.
Ornek 2.51. (Mursaleen ve Edely, 2003) E C N x N olmak iizere

pgn—ree mn

biciminde tanimlanan ¢, bir yogunluk fonksiyonudur.
2.3.1. Cift Indisli Dizilerin Istatistiksel Yakimsakhg

Bu alt boliimde, bolim 2.1.1 de tek indisli diziler i¢in sunulan istatistiksel
yakinsaklik kavramu c¢ift indisli dizilier i¢in sunulacaktir. Bu bodliimde verilen tanim ve

teoremler Mursaleen ve Edely (2003) ve Moricz (2003) tarafindan birbirlerinden bagimsiz
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olarak sunduklar1 caligsmalarindan alinmigtir.

Tamm 2.52. (Mursaleen ve Edely, 2003) (&), (X,|| - ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. Eger, her € > 0 i¢in

o2 ({(j.k) ENxN: || — &l > €}) =0

oluyor ise (i) dizisi &y € X elemanina istatistiksel olarak yakinsaktir denir ve & jx 22 o ile

gosterilir.

Teorem 2.53. (Mursaleen ve Edely, 2003) (§jx), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi

olsun. Eger (&x) dizisi yakinsak ise istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 2.53’nin tersinin her zaman dogru olmadig1 Ornek 2.54 ile goriiliir.

Ornek 2.54. (Mursaleen ve Edely, 2003)

jk, t,seN> (j=12)A (k=5
ik =

1,  diger durumlarda

biciminde tanimlanan (§j) dizisi 1 sayisina istatistiksel yakinsaktir. Ancak yakinsak

degildir.

Teorem 2.55. (Mursaleen ve Edely, 2003) (jx), (X, | - ||) normlu uzayinda bir dizi

olsun. Eger (&;x) dizisi istatistiksel yakinsak ise limiti tektir.

Teorem 2.56. (Mursaleen ve Edely, 2003) (jx), (X, | - ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. (&jx) dizisinin &y € X elemanina istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter
sart @p(K) =1 ve .lkim ik = &o olacak sekilde bir K = {(j,k) e NxN: jk=1,2,...}

Jik—veo

(j,k)eK
kiimesinin var olmasidir.

2.3.2. Cift Indisli Dizilerin Kaba Istatiksel Yakinsakhg
Tamm 2.57. (Malik ve Maity, 2013) & = (§jx), (X, || -||) normlu uzayinda bir dizi,
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&y € X ve r > 0 olsun. Eger her € > 0 i¢in,
Jrk>ne =& —&ll <r+e

olacak sekilde en az bir ne € N sayisi var ise (& ;) dizisi &y elemanina kaba yakinsaktir denir

ve & = & ile gosterilir.

Tanim 2.57’de & elemanma (&) dizisinin kaba limit noktas1 denir. Tiim kaba limit

noktalarinin kiimesi

LIM = {50 eEX: &> go}

ile gosterilir. Buradaki r kabalik derecesi olarak adlandirilir ve r = 0 oldugu durumda

Pringsheim anlamda yakinsaklik elde edilir.
Ornek 2.58. (Malik ve Maity, 2013) (&) dizisi

I, dneN>3j+k=2n
ik =

0, diger durumlarda

biciminde tamimlansin. (&;i) dizisi yakinsak degildir, ancak kaba yakinsak bir dizidir ve

r<0,5
LIMEZ
[l—r,r], r>0,5

bi¢imindedir.

Teorem 2.59. (Malik ve Maity, 2013) ({jx), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi ve

r > 0 olsun. (&j;) dizisinin kaba limit noktalarinin kiimesinin ¢ap: 2r den biiyiik degildir.

Teorem 2.60. (Malik ve Maity, 2013) & = (), (X, ]| - ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. Eger (&;x) dizisi simirli ise LIME # 0 olacak sekilde bir r > 0 say1si vardir.

Tek indisli dizilerde dizinin sinirlilig1 ile kaba yakinsaklig1 denktir, ancak cift indisli

dizilerde kaba yakinsakligin simirlilig gerektirmedigi Ornek 2.61’te verilmistir.
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Ornek 2.61. (Malik ve Maity, 2013) & = (&) dizisi

k, j=1
Sik =

2, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O halde r = 0 igin LIM? = {2} # 0 elde edilir, ancak (&) dizisi stnirh
degildir.

Teorem 2.62. (Malik ve Maity, 2013) & = (;x), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. &' = (& x,) dizisi (§jx) dizisinin alt dizisi ise LIM; C LIMg, saglanir.

Teorem 2.63. (Malik ve Maity, 2013) § = (), (X, ]| - ||) normlu uzayinda bir dizi

olsun. (i) dizisinin LIME kiimesi kapali ve konveks bir kiimedir.

Teorem 2.64. (Malik ve Maity, 2013) (&), (X, || -||) normlu uzayinda bir dizi, r; >0
ve ry > 0 olsun. (&jx) dizisinin &) € X elemanina r| + r, kaba yakinsak olmast i¢in gerek

ve yeter sart 1) jx L&y ve ||€ it — Nji|| < r2 olacak sekilde bir (1)) dizisinin var olmasidur.

Tanim 2.65. (Malik ve Maity, 2016) (jx), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi ve r > 0

olsun. Eger, her € > 0 i¢in

0({(J,k) ENxN:[|Ej—Eol| >r+e})=0

oluyor ise () dizisi &y € X elemanina kaba istatistiksel yakinsaktir denir ve & I, &o

ile gosterilir.

Tamim 2.65’da &) elemanima & = (& i) dizisinin kaba istatistiksel limit noktasi denir.

Tiim kaba istatistiksel limit noktalarinin kiimesi
r r—st)
SZQ—LIMg = {go eX: éjk — 50}

ile gosterilir.
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Ornek 2.66. (Malik ve Maity, 2016)

jk, Jt,s eEN3 (j=12)A(k=s?)
ik =

(—=1)/% diger durumlarda

bigiminde tanimlanan (&) dizisi kaba istatistiksel yakinsaktir ve

0, r<l1
sty — LIM =

l—r,r—1], r>1

bicimindedir.

Teorem 2.67. (Malik ve Maity, 2016) (), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi ve

r > 0 olsun. (§j) dizisinin r — st,-limit noktalar1 kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik degildir.

Teorem 2.68. (Malik ve Maity, 2016) & = (), (X, ]| - ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. Eger (&x) dizisi siurli ise st — LIME # ( olacak sekilde bir r > 0 say1si1 vardir.

Teorem 2.68’nin tersinin her zaman dogru olmadg1 Ornek 2.69 ile ifade edilir.
Ornek 2.69. (Malik ve Maity, 2016) & = () dizisi

k, j=2,

5, Jj#2

éjk =

dizisi verilsin. r = 0 i¢in st — LIMg # 0 bulunur, ancak () dizisi smirli degildir.

Teorem 2.70. (Malik ve Maity, 2016) & = (§;x), (X, |- ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. (&) dizisinin istatistiksel sinrli olmast igin gerek ve yeter sart st) — LIME = () olacak

sekilde bir r > 0 sayisinin var olmasidir.

Tamim 2.71. (Malik ve Maity, 2016) (§;x), (X,|| - ||) normlu uzayinda bir dizi ve
(&),x,) dizisi (&) dizisinin alt dizisi olsun. Eger ¢ ((jp,kq) : p,q € N) = 1 saglamyor ise

(j,k,) dizisine (Gji) dizisinin yogun alt dizisidir denir.
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Ornek 2.72. (Malik ve Maity, 2016) & = (&) dizisi

jk, Ft,s N3 (j=*)A(k=s%),
éjk3:

0,  diger durumlarda

bi¢iminde tammlansin. Bu durumda t,s € N igin j, = 1% ve k, = s olmak iizere &' = (§;,),
(&) dizisinin alt dizisidir ve st — LIME = [—r,r] elde edilir. Fakat r > 0 igin s, — LIMg, =
0 dir.

Teorem 2.73. (Malik ve Maity, 2016) & = (§;x), (X, | - ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. &' = (§; x,) dizisi (§j) dizisinin yogun bir alt dizisi ise st — LIME C sty — LIM,

olur.

Teorem 2.73’in yogun olmayan alt diziler icin saglanmadigi Ornek 2.72 ile ifade

edilmisgtir.

Teorem 2.74. (Malik ve Maity, 2016) & = (§;x), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi

ve r > 0 olsun. (&) dizisinin st, — LIME kiimesi kapali ve konveks kiimedir.

Teorem 2.75. (Malik ve Maity, 2016) (x), (X, || - ||) normlu uzayinda bir dizi ve
r > 0 olsun. (§j) dizisinin §, € X elemanina kaba istatistiksel yakinsak olmast i¢in gerek

ve yeter sart 1) j My &) ve |1k — Mjkl| < r olacak sekilde bir (1)x) dizisinin var olmasidur.

2.3.3. Sezgisel Bulamk Normlu Uzaylarda Cift Indisli Dizilerin Istatistiksel
Yakinsakhgi

Sezgisel bulanik normlu uzaylarda cift indisli dizilerin istatistiksel yakinsaklik ve
istatistiksel Cauchy dizisi kavramlar1 Mursaleen ve Mohiuddine (2009) tarafindan
tanimlanmig ve bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Tezimizin bu alt béliimiinde s6z konusu

calismadaki temel tanim ve teoremler yer verilmistir.

23



Tanim 2.76. (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009) (), Xg uzayinda bir dizi ve &y € X
olsun. Eger her € € (0,1) ve u > 0 i¢in,

Jrk>ne = ¢(Ej—Eo,u) > 1—¢eve ¥(Ej —&o,u) < &€

olacak sekilde bir n, € N elemani varsa () dizisi (¢, %) sezgisel bulanik normuna gére &y

, U
elemanina yakinsaktir denir ve (¢, 9) — .lkim ik = &o veya Ejx 9.0), &o ile gosterilir.
—>00

’

Tanmim 2.77. (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009) (&), Xg uzayinda bir dizi ve &y € X
olsun. Eger her € € (0,1) ve u > 0 igin,

@2({(j,k) € NxN: ¢(Gjx — Go,u) < 1 —€ veya H(Ejx — Go,u) > €}) =0

oluyor ise (§j) dizisi (¢,1) sezgisel bulanik normuna goére &) elemanina istatistiksel

yakinsaktir denir ve Sé(l’ﬁ) — lim & = & ile gosterilir.

Jk—roo

Lemma 2.78. (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009) (), Xg uzayinda bir dizi ve & €
X olsun. O halde her € € (0,1) ve u > 0 i¢in asagidaki durumlar denktir,

i. st§¢7ﬁ) lim &y =&,

_j,k%oo

ii. @ ({(j,k): 0 (Ejx—Eou) <1—e}) =2 ({(j,k): O (§jk—Eo,u) > €}) =0,
iii. @ ({(j,k) e NxN:(Ep—Eo,u) > 1—€ved(Ep—Eou) <e}) =1,

v. @ ({(j.k): 0 (Ex—Eo.u) >1—€}) =@ ({(j.k): O (Ejx—Eou) <e}) =1,

V. Sty —j}kiglw(P (é:jk—go,u) =1 ve str _j}lginwﬁ (éjk—é(),u> =0.

Teorem 2.79. (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009) (&), Xg uzayinda bir dizi ve &) €
X olsun. Eger (¢ dizisi (¢, ) sezgisel bulanik normuna gore istatistiksel yakinsak ise bu

durumda (& i) dizisinin istatistiksel limiti tektir.
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Teorem 2.80. (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009) (& jk), Xg uzayinda bir dizi olsun.

Eger (¢,0) — lim &y = & ise st — lim &y = & dir.
j>k%°° j,k%w

Ornek 2.81. (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009) Ornek 2.28’de bulunan (R, ¢,39,%,0)

sezgisel bulanik normlu uzayim ele alinsin.

jk, Ft,s N> (j=1*)A(k=s),
Ejk =

0, diger durumlarda

dizisi verilsin. Her € € (0,1) ve u > 0 i¢in

Apn(€,u)= {j <mk<n:¢ (ﬁjk,u) <l-—¢geveyad (ﬁjk,u) > 8}

olsun.
Apn(€u)=<j<mk<n: “ <1—e¢veya 1St > €
u+| & u+ |l
Eu
{]_m, SHUIE I—¢ }
= {jgm,kgn:?;jk: \/jk} ={j <m,k <n: jvek tam kare say1 }
oldugundan
|Amn(€,u)]  {j<mk<n: jvektam kare say1 }| o Vmn
mn N mn T omn
Yani lim Annlew)l _ o Bu durumda st{®?) — lim & = 0 elde edilir. Fakat, agtkur ki
m,n—oo J,k—ro0

(&jx) dizisi yakinsak degildir.

Teorem 2.82. (Mursaleen ve Mohiuddine, 2009) (&), Xg uzayinda bir dizi ve &) €

(9.9) _

X olsun. st, lim &j = & olmasi icin gerek ve yeter sart ¢»(K) =1 ve (¢,0) —

Jk—>o0

. llichnjpkq=§o olacak bi¢imde bir K = {(j,,k;) € NxN: j, k, =1,2,...} kiimesinin var
Jpkq€

olmasidir.
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UCUNCU BOLUM
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

3.1. Sezgisel Bulanik Normlu Uzaylarda Cift Indisli Dizilerin Kaba Yakimsakhig

Kaba yakinsaklik kavrami giris boliimiinde de belirttigimiz gibi farkli hibrit
versiyonlar1 ile giinlimiizde dizi uzaylar1 ve toplanabilme konulari iizerine caligan
arastirmacilarin yogun ilgisi ile ¢alisilmaya devam etmektedir. Farkli uzaylardaki kaba
yakinsaklik calismalar1 da tezimizin motivasyon kaynagini olusturmustur.  Giiniimiiz
kosullarinda belirsizligin hayatimizda ki her agamada yer almasi belirsizligi modelleyen
matematiksel araclarin onemini arttirmistir. Sezgisel bulanik normlu uzaylar da bunlardan
en Onemlilerinden birisidir.  Bu sebeple s6z konusu uzaylarda cift dizilerin kaba
yakinsakligr kavramu literatiire bu tez calismamiz ile ¢ok Onemli bir deger katmistir.
Tezimizin 0zgiin sonuclarini ele aldigimiz bu son boliimde, c¢ift indisli dizilerin kaba
istatistiksel yakinsakligi, kaba istatistiksel limit noktalar1 kiimesinin kapalilik ve sinirlilik

ve konvekslik gibi bazi topolojik 6zellikleri incelenmigtir.

Tamm 3.1. & = (&), (X, ¢, ) uzayinda bir dizi, §, € X ve r > 0 olsun. Eger, her
€€ (0,1) ve her u > 0 i¢in

Jok>ng = ¢(Ej—Eo,r+u)>1—eve ¥(Ejx—Ep,r+u) <e

olacak sekilde en az bir ne € N sayist var ise (§j) dizisi §y elemanina (¢, ) sezgisel
bulanik normuna gore kaba yakinsaktir denir. (4 5y —lim&; = &y veya &y Tom, &o

seklinde gosterilir. Ayrica &y elemanina (&) dizisinin I'(p,9)— limit noktasi denir.

Tanim 3.1 de r = 0 olarak alinirsa (@,?) sezgisel bulanik normuna gore Cauchy

anlaminda yakinsaklik kavrami elde edilir.

& = (&) dizisinin kaba limit noktas: tek olmayabilir. Béylece (&jx) dizisinin kaba

limit noktalarinin kiimesi
r T(9,0)
S LIME = {éo €X 1y —20, 50}
ile gosterilir. Buradaki r kabalik derecesi olarak adlandirilir.
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3.2. Sezgisel Bulamk Normlu Uzaylarda Cift Indisli Dizilerin Kaba Istatistiksel
Yakinsakhg

Tanim 3.2. & = (&), (X, ¢, ) uzayinda bir dizi, §y € X ve r > 0 olsun. Eger, her
€€ (0,1) ve her u > 0 i¢in

®({(j,k) ENxN:¢(Ejx —&o,r+u) < 1—€veya 9(Sjx — Go,r+u) > €}) =0

olacak sekilde bir &) elemani varsa (&) dizisi &y elemanina (¢, ¥) sezgisel bulanik normuna
.. . .. . (0] . r—y50 .
gore kaba istatistiksel yakinsaktir denir. r — stp — _lklm ik = &o veya & j —— & seklinde
Jik—reo

gosterilir. Ayrica &y elemanina (&) dizisinin r —g stp—limit noktasi denir.

Tanim 3.2 de r = 0 olarak alinirsa (¢, %) sezgisel bulanik normuna gore istatistiksel

yakinsaklik kavrami elde edilir.

(&jk) dizisinin kaba istatistiksel limit noktas: tek olmayabilir. Boylece (& i) dizisinin

r —‘g sto—limit noktalarinin kiimesi

oy
sty —4 LIME := {go EX: &y 22 50}
ile gosterilir.

Ornek 3.3. (R,|| - ||) reel sayilar iizerinde adi normlu uzayim gostersin. ¢ ve ¥

kiimeleri her u > 0 igin R X (0, o) iizerinde

]
ve ¥ (x,u) = et T

seklinde tamimlansin. O halde (R, ¢, ) sezgisel bulanik normlu uzaydir. & = (&jx) dizisi

¢ Jjk, j ve k tam kare say1 degil ise
k- =

0, diger durumlarda
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seklinde tanimlansin. O halde, her r > 0 i¢in

0, r<l

(0 r
sty =0 LIME =
v ¢ [l—r,r—1], r>1

ve LIME = ( olur.

Tamm 3.4. ($x), (X, ¢,9) uzayinda bir dizi olsun. Eger, her € € (0,1) igin
¢ ({(j,k) ENxN:¢(Ej, M) < 1—€ veya H(Sj,M) > €}) =0

olacak sekilde M > 0 reel sayis1 var ise (& i) dizisine istatistiksel sinirlidir denir.

Teorem 3.5.& = (Ei), (X,9,9) uzayinda bir dizi olsun. &' = (&; ) dizisi &

dizisinin yogun alt dizisi ise
9 13 (0 T
Sty — LIMé C st —ﬂLIMé,

dir.

Teorem 3.6. & = ($x), (X,¢,9) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun. (&j) dizisinin
istatistiksel sinirli olmasi icin gerek ve yeter sart s, —g LIMEk = ( olacak sekilde r > 0 var
J

olmasidir.

KANIT. (X,¢,9,%,0) bir sezgisel bulank normlu uzay ve () bu uzayda

istatistiksel sinirli bir dizi olsun. O halde her € > 0 icin
0({(j,k) ENXN:d(Ejp, M) < 1—€ veya 3(Ej, M) > €}) =0
olacak sekilde M > O reel sayis1 vardir. Kabul edelim ki
K={(j,k) e NxN:¢(Ejx,M) < 1—¢eveya¥(Ej,M) > e}
olsun. Boylece (j,k) € K¢ igin ¢ (Ejx,M) > 1 — € ve ¥(Ejx,M) < € olur. Ayrica,

(St +M) = min{9(0,1),9 (G, M)} = min{l, ¢(Gju, M)} > 1 —¢
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veE

B(Ejk,r+M) < max{v(0,r),(Ej,M)} = max{0,3(Ej, M)} < &€

dir. Boylece 0 € st, —g LIME elde edilir. Sonug olarak st, —g LIME £ 0.
Tersine, her r > 0 i¢in st, —g LIME = (0 olsun. O halde st, —g LIME # ( kiimesinin &, € X

gibi en az bir tane eleman1 vardir. Boylece her u > 0 ve her € € (0, 1) i¢in

¢2({(J,k) ENxN:o(Ejx —Eo,r+u) <1—€veyad(Ejx —Eo,r+u) >€}) =0.

Bu nedenle, hemen hemen her &, merkezi &, olan bir kiire i¢inde yer alir ve bu da (&)

dizisinin istatistiksel olarak sinirli oldugu anlamina gelir. [

Teorem 3.7. (§;i) ve (njx), (X, ¢, 1) uzayinda iki dizi ve &y, 1o € X olsun. O halde

her r > 0 i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

_9 1 7¢A[
i. Eger i LN &o ve o(#0) € Rise o i T oy dir.

0 0
.. o r—ysh r—s5h . T— 450
ii. Bger §j —— &y ve njx —— noise Ejx +njx —— o+ Mo dur.

KANIT. Kabul edelim ki (§;x) ve (nji) sezgisel bulanik normlu uzayinda iki dizi
ve r > 0 olsun.

o

i Ejk AN &o ve a(# 0) € R olsun. Eger, her u > 0 ve her € € (0, 1) i¢in

KZ{(J}/C)GNXNNP <§jk_507ﬂ> < l—SVGYaﬁ(ﬁjk—ﬁo,H—u) 28}

|af [

kiimesi igin @, (K) = 0 olur. (¢,s) € K¢ olsun. O halde

¢(§;S—§o,i) >1—£Veﬁ(§t5—§0,i) <e

u u
o] o]

dir. Boylece,

O(aEss — afo,r+10) = 0 (@s—éo,ﬂ) S G.1)

o
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iL.

ve

ﬁ(a&,s—aéo,r+u)=0(§,s go,””) £ (3.2)

[

elde edilir. Kabul edelim ki
H={(j,k) e NxN:¢(ajx— o, r+u) >1—¢€ve d(ay—aby,r+u) <€}

olsun. Denklem (3.1) ve Denklem (3.2) den (¢,s) € H dir. Dolayisiyla K¢ C H olur.

r— o Sth
Sonug olarak o€ —>— at&p.

0
&k —>Sl2 So ve M —> Mo olsun. Eger, her u > 0 ve € € (0, 1) i¢in

a={(0 etz (G-t TE) <1-eveva o (-0 T5Y) 2

veE

. r+u r+u
B= {(J,k) € NXN: ¢(njx—no, ) <1—¢veya ﬁ(njk—no,T) 28}

kiimeleri i¢in ¢»(A) =0 ve @»(B) = 0 olur. (¢,s) € AN B¢ olsun. O halde

i) (és éo,rJru) >l—gved (&,S 50,r+u) <e

r{+u r{+u
¢ (nts_n07T> > l_gveﬁ(nts_an) <€
r+u

¢(5ts+nts_(n0+€0)ar+u)Zmin{ﬁb(ém €0>r+u> (nts No,r + 3

>1—¢ (3.3)

ve

dir. Boylece

ve

(&5 + s — (Mo +80), r +u) Zmax{ﬁ <§m go,r“‘) 9 (Ths—no,r;u)}

<e. (3.4
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elde edilir. Kabul edelim ki

C={(j,k): 0 (Ex+Mjx— (Go+Mo),x+u) >1—eved (§iu+nj—(Eo+Mo)r+u) <e}

olsun. Denklem (3.3) ve Denklem (3.4) den (¢,s) € C dir. Dolayisiyla AN B¢ C C olur.

Sonug olarak

r—?;sl‘z

Eix+Mix —— Eo+1o

elde edilir.

Teorem 3.8. & = (i), (X, ¢,1) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun. O halde s, —g
LIMg kiimesi kapali bir kiimedir.

KANIT. Kabul edelim ki (&jx) sezgisel bulanik normlu uzayinda bir dizi ve r > 0

olsun. Eger st —f; LIME = 0 ise teorem gecerlidir. Kabul edelim ki her r > 0 i¢in

I . o)
sty —4 LIME # 0 ve 1 € sty LIMZ olsun. O halde 1 " g olacak sekilde

Njk € st —;@LIMEr vardir. Bu durumda her u > 0 ve her € € (0,1) igin en az bir k; € N

vardir 6yle ki
u u .
(0 (njk"'IO,E) >1—eved (njk_rlo,i) < g, her jk >k
dir. m,n > ky icin Ny, € sty —g LIME dir. Yani

02 (k) ENXN: ¢ (&= Mnr+3 ) S 1—eveya ® (& —Mamyt+5) 2 &) =0

dir. (¢t,5) €eA={(j,k) eENxN:¢ (éjk—nmn,rJrg) >1—€eved <§jk—71mn,r+g> <e}
olsun. O halde

¢ (s — Mo, T +u) > min{¢ (éjk—nmn,r+g) ;0 (nmn_n0;§>} >1—¢ (3.5)
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veE

B (&s — Mo, T +u) < maX{¢ (éjk — N, T+ g) N0 (nmn — 1o, g)} <€ (3.6)

elde edilir. Kabul edelim ki
B={(j,k) eNxN:¢ (Ex—no,x+u)>1—eved(Ejx—no,r+u) <e}

olsun. Denklem (3.5) ve Denklem (3.6) dan (¢,s) € B elde edilir. Bu durumda A C B olur.
Yani @,(A) < ¢,(B) dir. Sonug olarak ng € st —g LIME. O

Teorem 3.9. & = (§j), (X,¢,) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun. O halde s, —f;
LIME kiimesi konvekstir.

KANIT. (), (X,9,8,%,0) uzaymmda bir dizi, r > 0 ve &,& € sty -9 LIM}
olsun. st —‘g LIME kiimesinin konveks oldugunu gostermek ic¢in her A € (0,1),
[(1=A)E+AE)] €sty —?9 LIMg oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki her u > 0 ve € € (0,1) i¢in

r{+u r+u

MIZ{(J'»’C)GNXN1¢(ﬁjk—ﬁl,m) §1—8Veyaﬁ(§jk—§1,m) 28}
ve
M, = {(j,k)eNxN:(p(ijk—ﬁz,rz——;M) < l—Sveyaﬁ<§jk—§2,%> ze}

olsun. O halde kabuliimiizden ¢,(M;) =0 ve @(M,) = 0 dir. (j,k) € M{ M5 olsun. O
halde

PG —[(1=A2)&+A&],r+u) = o ((1 = A)(Ejx — &1) + A (Ejx — &), +u)
r+u

>minf o (1-2)E 80,75 ) 0 (4 -5

:min{(}) (gjk_gl,ﬁ) N0 (éjk—gbrz—;u)}

>1-—g¢,
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veE

3(E— (1= ME 4 A& T +1) = 0((1— 1) (E— E1) + A(E — &), +1)
Smax{0(< ><§Jk—§1>””) (@—@) *)}

:max{ﬁ(ék &, (rtbjl))’ﬁ(gfk éz’rﬂl)}

<E€

elde edilir. Boylece
A= {(j,k) 0k —[(1=24)61+ A&, r4u) >1—eve 3 (Eju—[(1-A)E +A&],r+u) < 1—8}

olmak tizere M{ N M5 C A elde edilir. Bu durumda ¢»(A¢) < @(M; UM,) dir. Sonug olarak
02(A°) = 0 oldugundan st, —g LIM{ konveks bir kiimedir. O

Teorem 3.10. & = (¢), (X, ¢,?) uzayinda bir dizi ve r > 0 olsun. Eger stgp’ﬁ) —
limnjx = & olacak sekilde (1;x), X de bir dizi ve her € € (0,1) ve j,k € N icin ¢(Ej —

0
Njk,r) > 1—¢€ve ¥(Ejr —Njk,r) < € oluyorsa & Il &o dir.

KANIT. (Ej), (X,¢,9) uzayinda bir dizi , r >0, u > 0, her € € (0,1) ve j,k € N
(9,9)
icin 12— & ve @(Ejx — Mjor) > 1 — €, B(Ejp — Nk x) < € olacak sekilde (), X de

bir dizi olsun. Her € € (0,1) i¢in

A={(j,k) e NxN:¢(njx—&,u) <1—eveyad(njx—E,u) > e}

olsun. O halde ¢,(A) =0 dur. (j,k) € A€ igin

0 (Ejx — o, v +u) > min{P(Ejx — Mg, 1), (i — Eo,u)} > 1—¢

Ve

B (Ejk — o, +u) <max{d(Ejx — Njr,r), ¥ (Njx — Eo,u)} < €
olur. Bu durumda her (j, k) € A€ igin
O (Ejx —Eo,r+u) >1—eve 3(Ej — o, r+u) <&
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dir. Yani
ACB={(j,k) eNxN:9(Ej—&,r+u) >1—eve O(Ej—&,r+u) <e}
dir. O halde B¢ C A olur. Bu durumda
P2(B°) < ¢2(A)

r— oSt
elde edilir. Boylece ¢>(B) = 0 olur. Sonug olarak & j N &o dir.
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DORDUNCU BOLUM
SONUC VE ONERILER

Giinliik hayatta karsilastigimiz belirsizlik durumlarin1 modelleyebilmenin 6nemli
araclarindan biri olan sezgisel bulanik normlu uzaylar ve bu uzaylardaki yakinsaklik
cesitleri tezimizin motivasyon kaynagii olusturmustur. Bu dogrultuda ¢alismamizin ilk
boliimiinde tek indisli diziler igin istatistiksel ve kaba yakinsaklik kavramlar: verilmistir.
Sezgisel bulanik normlu uzaylarda ¢ift indisli dizilerin kaba yakinsaklik ve kaba istatistiksel
yakinsaklik kavramlarini ve temel 6zelliklerini ifade ettigimiz bu calismada ayrica kaba
istatistiksel limit noktalar1 kiimesi ve bu kiimenin kapalilik, sinirlilik ve konvekslik gibi
ozellikleri incelenmistir. ~ Kaba istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik

arasindaki iligkiye yer verilmistir.

Calismamiz neticesinde elde edilen sonuglar farkli dizi uzaylarinda ele alinarak

arastirmacilara 11k tutacaktir.
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