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OZET

GENELLESTIRILMIiS TUREVLI HALKALAR UZERINE

Ayse ENGIN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Neset AYDIN
25/08/2023, 79

Dort boliimden olusan bu ¢alismanin ilk iki boliimii giris ve 6n bilgileri igermektedir.
Bu tez ¢alismasi ii¢ ana bdliimden olusmaktadir. ilk boliimde, bir halkanin tek yanl
genellestirilmis (e, B)-ters tiirev kavrami verilmistir. R bir yariasal halka, g, R halkasinin
sifir idealinden farkli ideali, a, 8, R halkasinin homomorfizmalari, a(g) = ¢ (veya f(o) =
o) ve 0 # y:p = R bir (a, B)-ters turev olsun. R halkasinin y ile belirli »:0 - R -
genellestirilmis (a, B)-ters tlrevi (r- genellestirilmis (a, B)-ters tiirevi) vardir ancak ve
ancak » dontisiimii »#(@),y(0) € Cr(0) kosulunu saglayan o ideali Uzerinde (B, a)-tlirev
olan y ile belirli r-genellestirilmis (B, a)-turevdir (I-genellestirilmis (B, a)-tiirevdir). ikinci
bolumde, homo-tiirev i¢eren dzdeslikler yardimiyla asal halkalarin homo-tiirevlerinin formu
karakterize edilmistir. Son boliimde ise yariasal halkalarin Jordan homo-tlrevlerinin homo-

tiirev oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asal Halka, Yariasal Halka, (a, f)-Ters Tiirev, Tek Yanl

Genellestirilmis (a, f)-Ters Tirev, Homo-Turev, Jordan Homo-T(rev



ABSTRACT

ON RINGS WITH GENERALIZED DERIVATIONS
Ayse ENGIN
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor: Prof. Dr. Neset AYDIN
25/08/2023, 79

The first two chapters of this study, which consist of four chapters, include an
introduction and preliminary information. This thesis consists of three main parts. In the first
part, we introduce the notion of the one-sided generalized («, §)-reverse derivation of aring
R. Let R be a semiprime ring, o be a non-zero ideal of R, a, § be an homomorphisms of R,
and a(g) = o (or B(e) =) and 0 # y: o — R be an (a, B)-reverse derivation. We show
that there exists »: o — R, a left generalized («, §)-reverse derivation (a right generalized
(a, B)-reverse derivation) associated with y iff x%(p),y(0) € Cz(0) and » is a right
generalized (B, a)-derivation (a left generalized (8, a)-derivation) associated with (8, @)-
derivation y on p. In the second part, the form of homoderivations of prime rings was
characterized with the help of identities containing homoderivations of prime rings. In the

third part, it is shown that Jordan homoderivations of semiprime rings are homoderivations.

Keywords: Prime Ring, Semiprime Ring, (a,)-Reverse Derivation, One Sided

Generalized (a, §)-Reverse Derivation, Homoderivation, Jordan Homoderivation
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BIiRINCi BOLUM
GIRIS

Halkada tiirev kavramindan ilk olarak Posner (Posner, 1957) ilgili ¢alismada
bahsetmistir. Posner (Posner, 1957) bu c¢aligmada asal halkalarin tiirev igeren cebirsel

0zdeslikleri yardimryla halkanin degismeli olup olmadigi problemine bir ¢dziim bulmustur.

Degismeli olmayan asal halkalarda ters tiirev kavramini igeren ilk ¢alisma Herstein
(Herstein,1957) tarafindan 1957 yilinda yapilmistir. Bahsi gecen calismada, yazar asal
halkalarin ters tiirevleri ile asal halkalarin tiirevleri arasindaki iliskiyi incelemis olup,
karakteristigi 2 den farkli asal halkalarin ters tiirevlerinin aslinda bir tiirev oldugunu
ispatlamigtir. Herstein’in bu c¢alismasindan motive olarak giiniimiize kadar yapilan
arastirmalara bakildiginda, asal (yariasal) halkalarin iizerinde tanimli ters tiirev yerine
(a, B)-ters tiirev, genellestirilmis ters tiirev ve genellestirilmis (a, 8)-tlrev gibi daha genel
dontistimlere yer verilerek ayni problemin incelendigi goriilmiistiir. 2007 yilinda, M.
Samman ve N. Alyamani (Samman ve Alyamani, 2007) ise Herstein in probleminin yariasal
halkada bir ¢6ziim olup olmadigini arastirmuslardir ve degismeli olmayan yariasal halkalarin
ters tiirevlerinin de bir tiirev oldugunu gdstermislerdir. 2015 yilinda, A. Aboubakr ve S.
Gonzalez (Aboubakr ve Gonzalez, 2015) genellestirilmis ters tiirev kavramini sag
genellestirilmis ters tirev ve sol genellestirilmis ters tiirev olarak literatiire
kazandirmislardir. Yazarlar ilgili calismada Herstein in probleminin hem kiime hem de
fonksiyon bazinda daha genel bir formda ¢6zlimiiniin olup olmadigini arastirmislardir ve bir
yariasal halkanin sifirdan farkli ideali tizerinde taniml1 tek yanli genellestirilmis ters tiirevi
varsa bu tek yanli genellestirilmis ters tlirevin tek yanli genellestirilmis tiirev oldugunu
gostermiglerdir. 2018 de M. Ozdemir ve N. Aydin (Ozdemir ve Aydin, 2018) bir yariasal
halkada o halkanin otomorfizmasi ve B halkanin epimorfizmasi olmak tizere halkanin bir
(a, B)-ters turevi var ise bu (a, B)-ters tlrevin (B, a)-tirev oldugunu gostermislerdir. Yine
ayn1 calismada yazarlar, bir asal halkada o halkanin homomorfizmasi1 ve [ halkanin
epimorfizmasi olmast durumunda, halkanin bir (a, §)-ters tiirevi ile belirli genellestirilmis
(a, B)-ters tiirevi varsa bu genellestirilmis (a, §)-ters tirevin (S, a)-turev ile belirli

genellestirilmis (5, a)-tiirev oldugunu ispatlamislardir.

Halkada homo-tiirev kavrami ilk olarak 2000 yilinda El-Sofy Aly (EI-Sofy, 2000)

tarafindan yliksek lisans tezinde verilmistir. Bu tanim halka homomorfizmas: ve halkada



tirev kavramlarindan esinlenilerek olusturulmustur. Yazar ilgili calismada, belli bir homo-
tiirev igeren 6zdeslik saglayan asal ve yariasal halkalarin yapisal 6zelliklerini veren sonuglari

literatiire kazandirmustir.

Halkada Jordan homo-tiirev tanimi1 N. Ur Rehman ve H. M. Alnoghashi (Rehman ve
Alnoghashi, 2022) tarafindan 2022 yilinda verilmistir. Bu tanim Jordan homomorfizma ve

Jordan tiirev kavramlarinin bir kombinasyonudur.

Bu tez caligmasinin amaci yukarida bahsedilen literatiirde var olan bazi1 sonuglari
miimkiin oldugunca ileri diizeyde bir genellige ulastirmaktir. Tez ¢alismasi, alt1 boliimden
olusmaktadir. Birinci bolim giris ve ikinci bolim o6n bilgiler kismindan meydana
gelmektedir. Ugiincii boliimiinde literatiirde var olan genellestirilmis (a, §)-ters tirev
kavrami, sag genellestirilmis (a, 8)-ters tiirev ve sol genellestirilmis (a, §)-ters tiirev olmak
iizere daha genel bir form kazandirilarak yeniden tanimlanmustir. Ugiincii bolim iki
kisimdan olugsmaktadir. Birinci kisimda Herstein’in ele aldig1 problem bir yariasal halkanin
ideali lizerinde tanimlanmis (a, §)-ters turev (burada a veya 8 doniisiimiinden en az birinin
epimorfizma olmasi yeterli) kullanilarak incelenmistir. Bu baglamda, bir yariasal halkanin
sifir idealinden farkli bir ideali iizerinde tanimh (a, B)-ters turevin (B, a)-tiirev oldugu
gosterilmistir. Tkinci kisimda ise tek yanl genellestirilmis (a, §)-ters tiirev ile tek yanl
(a, B)-tiirev arasindaki iliski arastirilmistir. Bunun sonucunda, bir halka tizerinde tanimli tek
yanli genellestirilmis (a, §)-ters tiirevlerin kiimesi ile bir halka {izerinde tanimlanmis tek
yanli genellestirilmis (a, B)-tiirevlerin kiimesinin kesisiminin bos kiimeden farkli oldugu
gosterilmistir. Dordiincii boliimiinde, halkada tiirev kavramiyla ilgili literatiirde var olan bazi
sonuclardan ilham alinarak asal halkalarin homo-tiirevlerinin yapis1 ve homo-tlirev igeren
asal halkalarin yapisi karakterize edilmistir. Besinci boliimiinde Jordan homo-tirev ile
homo-tiirev kavramlar1 arasindaki iligski arastirilmistir. Altinci boliim ise ¢alismanin sonug

kismindan olusmaktadir.



IKINCi BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim, okuyucuya yardimer olmak amaciyla tez ¢aligmasinda kullanilan temel

tanim, lemma ve teoremlerden olusmaktadir.

@ # R bir kiime olsun. Bu kiime tizerinde tanimli ikili islemlerden biri "+" (toplama),

digerini de "." (¢carpma) islemi olarak diigiiniilmektedir. (R, +) ikilisi R kiimesinin toplama

islemi ile birlikte bir grup oldugunu belirtmektedir. (R, +,.) Uclusl ise R kiimesinin toplama
ve carpma ile birlikte bir halka oldugunu belirtmektedir. Islemin 6nemli olmadig

durumlarda (R, +,.) Uclisu yerine R gosterilmektedir.

Bu boliimde aksi belirtilmedikge R bir halkadir.

Teorem 2.1(Hungerford, 2012) Herhangi bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi seklinde

yazilamaz.

Tanim 2.2
Zgp ={r, € R|ryr, = 1,7,,V7, € R}
seklinde tanimlanan kiime halkanin merkezi olarak adlandirilir. @ # A € R olmak Uzere,
Cr(A) = {r; € R|ryja, = a;1,Va, € A}

seklinde tanimlanan kiime A kiimesinin merkezlestiricisi olarak adlandirilir. Ozel olarak,

A = R olmasi durumunda Z; = Cx(A) dur.

Tamm 2.3 Her r; €R igin nry =0 (r; + 1, + -+ 1, = 0) olacak sekilde bir n pozitif
n—defa

tamsayist varsa bu tiir n tamsayilarmin en kiictigiine halkanin karakteristigi denir ve

char(R) = n ile gosterilir.



Tamim 2.4 r; € R ve n pozitif bir tamsay1 olmak tizerenr; =0 (r; +r; + -+ 1, = 0) iken
n—-defa

r; = 0 oluyorsa R halkasina n-burulmasiz halka denir.

Tamim 2.5 J: R — R toplamsal doniisiim olsun. Her r; € R igin,

J@rf) =] (ry)?

kosulunu saglayan J toplamsal doniistimiine R halkasinin Jordan homomorfizmasi denir.

Yardimar Ozellik 2.6 R, bir halka ve R,, 2-burulmasiz bir halka olsun. J: R; = R, Jordan

homomorfizmasi asagidaki 6zellikleri saglar:

i Jry +rry) =J0)] ) + ()] (ry)
ii.  J(ryrery) =) ()] (ry)
i, JOryryrs + raryry) = J(r)] ()] (13) + J (r3)] (1)) (1)

Ornek 2.7 idg:R - R,idgr(x) = x seklinde tanimlanan birim déniisiim R halkasinin bir

Jordan homomorfizmasidir.

Tamim 2.8 R; ve R, iki halka olsun. f: Ry = R, toplamsal doniisiimii her r;,7, € R; igin

flriry) = f)f () (f(nr) = f(r) f ()

kosulunu sagliyor ise f donlsiimiine bir halka homomorfizmas: (halka ters-

homomorfizmasi) denir. Eger, f halka homomorfizmasi

i.  Orten doniisiim ise halka epimorfizmasi
ii.  bire-bir donilisiim ise halka monomorfizmasi

iii.  hem 6Orten hem bire-bir doniisiim ise halka izomorfizmasi

olarak adlandirilir.

Tanim 2.9 (R #)P;, P,, P; bu halkanin idealleri olsun. Bu durumda,

P,P; € P, iken P, € P, veyaP; € P;

4



kosulunu saglayan P; idealine R halkasinin asal ideali denir.

Tanim 2.10 Sifir ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.

Yardimei Ozellik 2.11 (Bresar, 2014: Lemma 2.17) Asagidakiler birbirine denktir:

i. 1, €RicinrRr, = (0)iser; =0 veyar, =0 dir.
ii.  Ivejsolidealleriicin, I] = {Ysonw xiyilxi €L,y; € J} = (0)ise I = (0) veya] =

(0) dur.

iii.  Ive]sagidealleriicin, I] = {Ysonm Xiyilxi €1,y; € J} = (0)ise ] = (0) veya] =
(0) dur.

iv. Ive]idealleriicin, I] = {Ysonm xyilx; € Ly; € J} = (0)ise I = (0) veya] = (0)
dir.

Ornek 2.12 (R, +,.) reel sayilar halkas: bir asal halkadur.

Ornek 2.13 (Bresar, 2014: Example 2.31) Z tamsayilar halkas1 olmak iizere n > 2 icin
bilesenleri Z olan n X n tipindeki matrisler halkasi olan M,,(Z) matrisler halkasi bir asal

halkadir.

Tamim 2.14 M, R nin bir alt kimesi olsun. Bu durumda, m,,m, € M i¢in myrym, € M

olacak sekilde r; € R varsa M kiimesine bir m-sistem denir.

Tanim 2.15 [, R halkasimnin bir ideali olsun. I nin asal radikali asagidaki sekilde tanimlanir:

p(I) = {r, € R|[Her m — sistem M icin; E M = M N1 # @}

Tanim 2.16

B(0) = {r; € R|[Her m — sistem M icinr;, E M = 0 € M}



seklinde yazilan bu kiimeye R halkasinin asal radikali denir. $(0) asal radikali B(R) ile
gosterilir. Bir bagka deyisle, R halkasinin sifir idealin asal radikaline R halkasinin asal
radikali olarak adlandirilir. Bu tanima ek olarak, R halkasinin tiim asal ideallerinin kesigimi

olan yariasal ideale de R halkasinin asal radikali denir.

Tamim 2.17 (R #) P;, P, bu halkanin idealleri olsun. Bu durumda,
P2cp ikenP, C P,

kosulunu saglayan P; idealine R halkasinin yariasal ideali denir.

Tamm 2.18 Sifir ideali yariasal ideal olan halkaya yariasal halka denir. Bu tanima ek

olarak, asal radikali sifir olan halkaya da yariasal halka denir.

Yardimear Ozellik 2.19 (Bresar, 2014: Lemma 2.21) Asagidakiler birbirine denktir:

i. m €RicinrRr; =(0)iser; =0veyar; =0 dir.

ii. Isolidealiicin, I = {3 conm XiVi |x;,v; € I} = (0) ise I = (0) dur.
iii. I sagidealiicin, I? = {Xqonm XiVi |x5, yi € I} = (0) ise I = (0) dur.
iv.  Iidealiicin, I? = Yo xiyi |xi, vi € I} = (0) ise I = (0) dur.

Ornek 2.20 (Bresar, 2014: Example 2.32) r;,7, € R olmak Uzere [ry, 7,] kapali aralig

tizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlarin halkasi C[ry, 7] bir yariasal halkadir.

Uyan 2.21 Her asal halka ayn1 zamanda bir yariasal halkadir fakat tersi her zaman dogru
degildir.

Ornek 2.22 (Bresar, 2014: Example 2.32) R, ve R, sifir halkasindan farkl1 yariasal halkalar
olmak Uzere R; X R, bir yariasal halkadir fakat asal halka degildir. Ciinkii, R; X R,

halkasinin sifir idealinden farkli Ry X (0) ve (0) X R, idealleri vardir.

6



Uyar 2.23 R bir yariasal halka olmak lzere, yariasal halka tammindan B(R) = (0) dir. A
indis kiimesi icin {P;|i € A} ailesinin her bir Uyesi, R halkasinin asal idealleri olsun. Bir
halkanin asal radikali o halkanin tiim asal ideallerinin kesisimi olan yariasal ideal
oldugundan, bu durumda N;cp P; = (0) dir. Yani, bir yariasal halka kesisimleri sifir olacak

bicimde keyfi asal ideallerinin kiimesini igerir.

Tanim 2.24 (A, +) bir degismeli grup olmak iizere

[}

[[] : AxA - A
(#91)302) [3011302]

seklinde tanimlanan doniisiim her p4, p,, 3 € A icin

o [pLp]=0
o [pup.t+psl =pup.d +pupslvelp + po 3]l = [P ps] + (92 25]
o [pulp2pill+ 22 (23 pil] + |23, [0 2] = 0
kosullarin saglayan ikili isleme Lie komiitator denir ve (A, +,[,]) cebirsel yapisina Lie

halka denir.

Ornek 2.25

] : RXR - R
(P 72) [p1, 221 = pap2 — P21

seklinde tanimlanan iglem bir Lie komiitatérdiir ve (R, +,[,]) tgliisti bir Lie halkadir.
Her p,, p2, 3 € R igin Lie komutatoriin sagladig ozellikler:

L) [p1 + 22 23] = [p1, 23] + (92, 23]

L) (122 + 23] = [p1. 221 + (91, 2]

Ly) [p12, 93] = pilp2 93] + (1. 23] p2

L)) [p1, 0231 = [p1. 22 ps + 211, 5]

Ls) [271' [#72'#73]] + [#92' [493'491]] + [#93, [#91,472]] =0



Tamm 2.26 @ # L, R halkasinin toplamsal alt grubu olmak {izere
[L,R] = sonwlxiri]|x; €L,y ER} L

kosulunu saglayan L toplamsal alt grubuna R halkasinin Lie ideali denir.

Ornek 2.27 Ry, R, sifirdan farkli sifir bdleni olmayan, birimli ve degismeli olmayan halkalar
olmak tizere CharR; # 2 ve CharR, # 2 olsun. Zg , Ry halkasinin merkezi olmak tizere L =
Zg, X Ry, Ry X R, halkasmin toplamsal alt grubudur. Keyfi (z,s,) € L, (1,5,) € R; X R,
i¢in

[(z,81), (r,8,)] = (zr —rz,5,5, — 5,81) = (Og,, 5152 —S251) €L
ZEZR1

esitlikleri saglandigindan L, R; X R, halkasinin bir Lie idealidir.

Tamm 2.28 Her 14,1, € R icin,
d(T‘l + 7'2) = d(?”l) + d(rz)
d(T‘lT'Z) = d(rl)rz + rld(rz)

kosulunu saglayan d: R — R doniisiimii R halkasinin bir tlirevi olarak adlandirilir.

Ornek 2.29 a €R olsun. I;:R - R,1,(x) = [a,x] seklinde tanimlanan doniisiim bir

tirevdir. Bu doniisiim R halkasinin a ile belirli i¢ tlirevi olarak adlandirilir.

Tamim 2.30 a, B, R halkasinin birer dontistimleri olsun. Her r;,r, € R igin,
da,ﬁ (rir3) = da,ﬁ(ﬁ)a(rz) + .B(rl)da,ﬂ(rz)

kosulunu saglayan d, z: R — R toplamsal doniisiimiine R halkasinin (e, )-turevi denir.



Ornek 231 (Garg ve Sharma,2016) Z tamsayilar halkasi olmak iizere, R =
{a,e12 + aj3e13 + azszey3|a45, a3, a53 € Z} kimesi 3 X 3 tipindeki matrislerin halkasi
olan M5(Z) halkasinin bir alt halkasidir. @ = B: R = R, a(a €1, + ai3e13 + ay3€53) =
B(ai €15 + a3e13 + Ay3€53) = —A15€15 — G313 + A3€53 seklinde tanimlanan
doniigimler R halkasinin  otomorfizmalaridir.  dgp:R = R,dgp (a,e12 + ajze43 +

(33€53) = A12€12 + Ay3€,3 seklinde tanimlanan doniisim R halkasinin (a, B)-tlrevidir.

Uyan 2.32 Tanim 2.30 de @ = 8 = idy olarak segilirse d, g, R halkasmin bir tiirevidir. O

halde, her turev bir (a, B)-tirevdir fakat tersi her zaman dogru olmayabilir.

Ornek 2.33 a € R olsun. Iaa’B:R - R, Iaa’ﬁ(x) = aa(x) — f(x)a seklinde tanimlanan

doniisim R halkasinin (a, B)-tiirevdir fakat tiirevi degildir. Ozel olarak, bu doniisim R

halkasinin a ile belirli (a, §)-ig tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 2.34 Her r;, 7, € R icin,

i, F(rry) =F@pr, + 1d(r)
i. F(rmry) =d)r, +nrF(ry)
(i) kosulunu saglayan R halkasinin bir d turevi varsa F: R - R toplamsal doniisiimiine R

halkasinin d tirevi ile belirli bir sol genellestirilmis tiirevi,

(ii) kosulunu saglayan R nin bir d tlrevi varsa F:R - R toplamsal doniisiimiine R

halkasinin d tiirevi ile belirli bir sag genellestirilmis tiirevi,

(1), (ii) kosullarin1 saglayan R nin bir d tiirevi varsa F: R - R toplamsal doniisiimiine R

halkasinin d tirevi ile belirli bir genellestirilmis tiirevi denir.

Ornek 2.35 (Ashraf ve Heitinger, 2006: Example 3.4.1) S keyfi bir halka ve R =
{a1e41 + ajze12la41, a4, € S} kiimesi 2 x 2 tipindeki matrislerin halkasi olan M,(S)
halkasinin bir alt halkasidir. d: R — R,d(a;1€11 + a12€12) = e11(a1e11 + az€12) —

(a1111 + agzeqz)eqq, F:R - R, F(aj1e11 + asze13) = 2e11(as1€11 + agzeqz) —



(ay1€11 + a12€12)e14 seklinde tanimlansin. F toplamsal doniisiimii R halkasinin d turevi ile

belirli bir sol genellestirilmis tiirevdir.

Tamim 2.36 «, B, R halkasinin birer doniistimleri olsun. Her 13,7, € R igin

i Fap(riny) = Fup(r)a(r,) + B(r)dqp(r2)
i.  Fgp (ri13) = da,ﬁ (r)a(r,) + .B(Tl)Fa,ﬁ (r2)
(i) kosulunu saglayan R halkasinin bir d, g (a, B)-tlrevi varsa F,g:R - R toplamsal

doniisiimlne R halkasmin d, g (a, §)-turevi ile belirli bir sol genellestirilmis (a, B)-turevi,

(ii) kosulunu saglayan R halkasinin bir dy s (a, B)-tlrevi varsa F,g: R - R toplamsal
doniisiimiine R halkasimin d, g (a, B)-tUrevi ile belirli bir sag genellestirilmis (a, B)-

tlrevi,

(i), (i) kosullarm saglayan R halkasinimn bir d,, g (a, §)-tlrevi varsa F, z: R - R toplamsal
doniisiimiine R halkasinin d, g (a, §)-tUrevi ile belirli bir genellestirilmis (a, B)-tlrevi

denir.

Uyan 2.37 Tamm 2.36 de a = 8 = idy olarak segilirse F, g, R halkasmin d, g turevi ile
belirli (sol,sag) genellestirilmis tiirevidir. O halde, her genellestirilmis tiirev genellestirilmis

(a, B)-turevdir fakat tersi her zaman dogru degildir.

Tamim 2.38 §: R — R toplamsal doniisiim olsun. Her 4,7, € R i¢in
8(ri1y) = 8(rp)ry +126(1)

kosulunu saglayan § toplamsal doniistimii R halkasinin ters tlrevi olarak adlandirilir.

Ornek 2.39 (Aboubakr ve Gonzalez, 2015: Example 1) S bir halka ve R =
{ae15 + ajze13 + azzesslag,, aqs, a3 € S} kiimesi 3 x 3 tipindeki matrislerin halkasi
olan M;(S) halkasinin bir alt halkasidir. y: R = R, y(ajze12 + ai3€13 + az3€53) = (a5 —

a,3)eq3 seklinde tanimlanan doniistim R halkasinin ters tiirevidir.
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Tamim 2.40 a, 8, R halkasi {izerinde tanimlanmis doniisiimler olsun. Her r;,, € R igin

y(riry) = y(r)a(ry) + B(r2)y (1)

kosulunu sagliyor ise y: R = R toplamsal doniisiimii R halkasinin (e, B)-ters tlirevi olarak

adlandirilir.

Ornek 241 Z tamsay1lar halkas1 olmak uzere R =
{ri1e11 + 112€12 + 1926951711, 112, 2o € Z} kimesi 2 X 2 tipindeki matrislerin halkasi olan
M,(Z) halkasimin bir alt halkasidir. @,f,y4:R = R doniisimleri asagidaki sekilde

tanimlansin:
a(rireq1 + 112612 +122652) = T11€3
B(ri1€11 + rize1z + 1a2€2,) = 152841
Ya,ﬁ(rllell + Ti2e12 + 1p2e2,) = (11 — T22)e12

Toplamsal y, s doniisiimii R halkasinin (a, §)-ters tiirevidir.

Tamm 2.42 (Aboubakr ve Gonzalez, 2015: 200) Her r,7, € R icin,

i @) = 80)r + re(ry)
i @(riry) = o(r)ry + 126(11)
(i) kosulunu saglayan R halkasinin bir § ters tlrevi varsa ¢: R - R toplamsal doniisiimiine

R halkasinin § ters tlrevi ile belirli bir sag genellestirilmis ters tiirevi,

(i1) kosulunu saglayan R halkasinin bir § ters tirevi varsa ¢ toplamsal doniistimiine R

halkasinin & ters tlrevi ile belirli bir sol genellestirilmis ters tirevi,

(1), (ii) kosullarini saglayan R halkasinin bir § ters tirevi varsa ¢ toplamsal doniisiimiine R

halkasinin & ters tlrevi ile belirli bir genellestirilmis ters tiirevi denir.

Ornek 2.43 (Aboubakr ve Gonzalez, 2015: 201) R reel sayilar halkas1 olmak iizere, R =
{rize12 + 113€13 + 114814 + T2s€p4 + 134834712, 713, 714, T24, T34 € R} kimesi 4 x4

tipindeki matrislerin halkasi olan M, (R) halkasinin bir alt halkasidir. F: R — R, F (€15 +
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T13€13 + T14€14 + 124624 + 134€34) = (113 +T34)€14 + 13434 Ve d:R - R,d(rpeq; +
T13€13 + T14€14 + T24€24 + T34€34) = (Ty3 — T4)€5, dOniisiimleri tanmimlansin. O halde,

F, R halkasinin d ters tiirevi ile belirli sol genellestirilmis ters tlirevdir.

Ornek 2.44 (Aboubakr ve Gonzalez, 2015: 201) R reel sayilar halkasi olmak iizere, R =
{rize12 + Ti3e13 + Tse1y + To4€04 + 1348341712, 713,114, T24, T34 E R} klmesi 4 X4
tipindeki matrislerin halkasi olan M, (R) halkasinin bir alt halkasidir. F: R — R, F(r;,e4, +
Ti3€13 + T14€14 + 124854 +T34€34) = T13€13 V€ d:R > R, d(rzeq; +1yzeq3 + Tiseqy +
T94€24 + T34€34) = (Ty3 — T4 )eq4 dOniisiimleri tanimlansin. O halde, F, R halkasinin d ters

tiirevi ile belirli sag genellestirilmis ters tiirevdir.

Tamim 2.45 «, S, R halkasi lizerinde tanimlanmis doniisiimler olsun. Her 7,7, € R i¢in
F(riry) = Vap(rda(r) + p(r)F (1)

kosulunu saglayan R halkasinin y,p (a,f)-ters tirevi varsa F:R - R  toplamsal

doniisiimiine R halkasinin sag genellestirilmis (a, B)-ters tlrevi (r-genellestirilmis (a, B)-

ters tirev)
F(riry) = FOr)a(r) + B2)Vap (1)

kosulunu saglayan R halkasinin y,z (a,f)-ters tirevi varsa F:R — R toplamsal

doniisiimiine R halkasinin sol genellestirilmis (a, B)-ters tirevi (I-genellestirilmis (a, B)-
ters tirev) denir. F:R - R toplamsal doniisiimii R halkasinin hem sag genellestirilmis
(a, B)-ters turevi ayn1 zamanda sol genellestirilmis (a, B)-ters tlirevi ise R halkasmnin

genellestirilmis (e, B)-ters tlrevi olarak adlandirilir.

Ornek 2. 46 R, degismeli bir halka, R, degismeli olmayan bir halka ve R, halkasinin
opposite halkasi olan iRgp olsun. a,B:R, — R, halka homomorfizmalari, y: R, — ER‘Z)p
(B, a)-turevive ¢: R, » NP y (B, a)-tiirevi ile belirli I-genellestirilmis (B, «)-tirev olsun.
@& L: R, X R, >R, xR, ve 7,0: R, xR, — ‘Rgp X R doniisiimleri asagidaki sekilde

tanimlansin:
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a(ry, ) = (a(r), )
By, 1) = (B(r),m2)
Yrur) = (v(r1),12)
P(ry,12) = (p(11),73)

@, 7 ile belirli r-genellestirilmis («, B)-ters turevdir.

Ornek 2. 47 R, degismeli bir halka, R, degismeli olmayan bir halka ve R, halkasmin
opposite halkast olan R” olsun. a,B:R, —» R, halka homomorfizmalari, y: R, > R;"
(B, a)-tiirevi ve p: R, — NP y (B, a)-tiirevi ile belirli r-genellestirilmis (B, a)-tirev olsun.
& B: R, X Ry > Ry, xRy ve 7,3: Ry, X Ry > RP x Ry doniisiimleri asagidaki sekilde

tanimlansin:
a(ry, 1) = (a(ry),m2)
By, ) = (B(r1),72)
P(r, 1) = (y(r1), 12)
P(r1,12) = (@(1r1),72)

@ , 7 ile belirli I-genellestirilmis (a, B)-ters turevdir.
Tamim 2.48 h: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Her r;,7, € R igin
h(rir;) = h(r)h(ry) + h(r)r, + (1)

kosulunu saglayan h toplamsal doniistimiine R halkasinin homo-ttrevi denir.

Ornek 2.49 (El Sofy Aly, 2000) f: R — R halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda her

x € Rigin h(x) = f(x) — x seklinde tanimlanan doniisiim R halkasinin bir homo-tlrevidir.
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Ornek 2.50 (El Sofy Aly, 2000) R bir halkave h: R — R, h(x) = —x déniisiimii tanimlansin.

Bu durumda h, R halkasinin bir homo-tiirevidir.

Ornek 2.51 (El Sofy Aly, 2000) Z tamsayilar halkasi olmak iizere R = Z(\/E) =
{m +nV2 |m, ne Z} seklinde tanimlanan kiime Reel sayilar lizerinde tanimli toplama ve
carpma islemleri ile bir halka belirtir. d:R — R,d(m+n\/§) = —2nv2 seklinde

tanimlanan doniisiim R halkasinin bir homo-tlrevidir.

Uyan 2.52 Eger h: R > R bir homo-tiirev ise a:R - R, a(w;) = h(w;) + w; seklinde
tanimlanan halka homomorfizmasi vardir.

Ispat: Keyfi wy,w, € R igin

a(w;ry) = h(wyw,) + wyw, = h(wy)h(w,) + h(w)w, +w; h(w,) + wyw,
= h(wy) (h(wy) + wy) + wy (h(w,) + wy) = (h(wy) + wy) (h(w,) + w,)
= a(wy)a(w,)

elde edilir. Yani, @ halka homomorfizmasidir.

Ornek 2.50 ve Uyar1 2.52 geregince Uyar1 2.53 elde edilir.

Uyar12.53 h: R > R bir homo-tiirevi vardir ancak ve ancak o(r;) = h(r;) + r, olano: R -
R bir halka homomorfizmasi vardir.

Tamim 2.54 Her r; € R igin,

Jn(?) = jn(r)? + jaGr)ry + ryjn (1)

kosulunu saglayan j,:R — R toplamsal doniisiimiine R halkasinin Jordan homo-tiirevi
denir.

Ornek 2.55 (Rehman ve Alnoghashi, 2022: 13) S bir halka ve R=
{aize15 + aj3e13 + azzes3laq,,aq3,a,5 € S} kimesi 3 X 3 tipindeki matrislerin halkasi
olan M3(S) halkasmin bir alt halkasidir. f: R = R, f (@512 + @q3€13 + Ay3€53) = ay3€q,
seklinde tanimlanan doniisiim R halkasinin bir Jordan homo-tiirevidir.

Tanim 2.56 @ = S S R olmak Uzere f: R — R bir doniisiim olsun. Bu durumda
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i. f(S)cs

ii.  Keyfibirs € Sicinn(s) > 1 kosulunu saglayan pozitif tamsaysi igin f*)(s) = 0
dir

kosullarini saglayan f doniisiimiine S klimesi Uzerinde sifir gii¢ degerli (zero power valued)

denir.

Teorem 2.57 (Rehman ve Sogiiteii, 2020: 530) R, 2-burulmasiz bir yariasal halka, a, 8, R
halkasinin otomorfizmalar1 ve (0) # L, R halkasinin L. € Z kosulunu saglayan kare-kapali

Lie ideali olsun. §: R — L doniisiimii her a € L icin a®, f(a) € L ve
(@®)? = a®a(a) + B(a)a®

kosullarini saglaniyor ise 8, L Uzerinde (a, B) —turevdir.

Lemma 2.58 (Mayne, 1984: 123) R bir asal halka ve a,b € R icin b,ab € Zy olsun. Bu

durumda, b # Oy ise a € Z dir.

Lemma 2.59 (Mayne, 1984: 123) Sifir idealinden farkli degismeli bir sag ideali olan asal
halka degismelidir.

Teorem 2.60 (Posner, 1957: 1094) R, char(R) # 2 olan bir asal halka ve d,, d, R halkasinin

tirevleri olsun. Bu durumda, d,d, tirev ise d; = 0 veya d, = 0 dir.

Lemma 2.61 (Melaibari, Muthana, Al-Kenani, 2016: 6) R bir halka ve h, R halkasinin sifir

degerli homo-tlrevi olsun. Bu durumda, h(Zy) c Zy kosulu saglanir.
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Teorem 2.62 (Belkadi, Ali, Taoufiq, 2023: 6) R, 2-burulmasiz bir asal halka ve h,R
halkasinin ~ sifirdan farkli homo-tlrevi olsun. Bu durumda her 7,7, € R igin

[h(r1), h(13)] = 0 kosulu saglaniyor ise R degismeli bir halkadir.
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UCUNCU BOLUM
ARASTIRMA BULGULARI

Tez galismasinin bu boliimii ti¢ kisimdan olusmaktadir. Bu boliimde ti¢ farkl
problem ele alinmistir. Tez sablonu geregince ayni boliimde yazilmustir.

3.1. Tek Yanh Genellestirilmis (a, B)-Ters Turevler Uzerine

Bu bélimde ilk olarak yariasal halkalarin (@, B)-ters tiirevlerinin sagladigi 6zellikler,
daha sonrasinda ise yariasal halkalarin tek yanli genellestirilmis (a, 8)-ters turevlerinin
sagladigi 6zellikler incelenecektir. 11k olarak ikinci boliimde verdigimiz tanimlar1 biitiinliik

olmasi amaciyla hatirlayalim.

R bir halka ve a, 8, R halkasi lizerinde tamimlanmis doniistimler olsun. y: R = R
toplamsal doniisiimii her 7,7, € R icin y(ryry) = y(rp)a(ry) + B(r,)y(r1) kosulunu
sagliyor ise y doniisimii R halkasinin (a, B)-ters tlrevi olarak adlandirilir. F:R - R
toplamsal doniisimii her 7;,75, € R i¢in F(ryry) = y(ry)a(ry) + B(r2)F(r;) kosulunu
sagliyor ise R halkasinin sag genellestirilmis (a, B)-ters tirevi (r-genellestirilmis (a, 8)-
ters tirev) ve F(ryry) = F(ry)a(ry) + B(ry)y(r1) kosulunu sagliyor ise R halkasinin sol

genellestirilmis (a, B)-ters tlrevi (I-genellestirilmis (a, B)-ters tiirev) olarak adlandirilir.

Bu bdlim boyunca, aksi belirtilmedikce R bir yariasal halka, (0) # p, R halkasinin
iki yanli ideali, Zg,R halkasinin merkezi, Cr(p), p idealinin R halkasindaki

merkezilestiricisi Ve @, f: R = R halka homomorfizmalaridir.

3.1.1. (a, B)-Ters Turevler Uzerine

1957 yilindan bu yana ters tiirev ile tiirev arasindaki iligki arastirilmaktadir. Bu kisim
literatirde (a, B)-ters tirev ile ilgili var olan sonuglardan ilham alarak, secilen kiimeler ve
doniisimler tizerinde en az sartla (a,B)-ters turev ile (a,B)-tiirev arasindaki iligkiyi
belirlemeyi amaglamaktadir. Halkada ters tiirev tanimu ilk olarak Herstein (Herstein, 1957)
tarafindan verilmistir. Yazar ilgili ¢alismada karakteristigi 2’den farkli bir asal halka
iizerinde tanimlanan ters tiirev ve tiirev kavramlarinin birbiri ile ¢akistigini gostermistir.

Sonra Samman ve Alyamani (Samman ve Alyamani, 2007) tarafindan bir yariasal halka
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iizerinde tanimli olan ters tlirev ve tiirev kavramlariin birbiri ile ¢akistigi gosterilmistir.
Burada vurgulamamiz gereken yazarlar, doniisiimiin tizerinde tanimlandig1 kiime daha genel
bir formda iken ayni doniisiim kullanilarak benzer sonuca ulasmaya caligmaktadir. Daha
sonra, (Ozdemir, Aydin, 2018) tarafindan “R bir asal halka, a, R halkasinin homomorfizmas1
ve B, R halkasinin otomorfizmasi olmasi durumunda R halkasinin sifir doniistimiinden farkl
D (a, B)-ters tiirevi vardir ancak ve ancak R halkasi degismelidir ve D (a, B)-ters tirevi
halkanin (a, B)-turevidir.” sonucu ispatlanmistir. Bu ¢alismada bahsedilen sonugtaki S
donilistimiiniin bire-bir olmast sartt kaldirilarak bahsedilen sonug¢ tekrar incelenmistir.
Yazarlar ilgili ¢alismada “R bir yariasal halka a, R halkasinin otomorfizmast ve f3,R
halkasinin epimorfizmasi olmasi durumunda R halkasinin sifir doniisiimiinden farkli D
(a, B)-ters tiirevi vardir ancak ve ancak D (a, §)-ters tiirevi halkanin merkezi tarafindan
kapsanan (B, a)-tlrevidir.” sonucu gosterilmistir. Bu ¢alismada ise bahsedilen sonug halka
homomorfizmalari olan & ve  doniisiimlerinden en az birinin epimorfizma olmasi durumu
on kosulunda yariasal halkanin bir ideali iizerinde incelenmistir. Bu durumda, literatiirde var
olan bu sonug daha genel bir formda ispatlanmis olacaktir. Boylece, (Ozdemir, Aydin, 2018)
tarafindan (a, §)-ters turev ile ilgili ispatlanan sonuglar bu bélimde yer alan problemlerin

birer sonucu haline doniismiistiir.

Bu boliimde arastirilan problemler vasitasiyla asagida tanimlar1 verilen g, ve .,
kiimeleri igin g, N o, # @ durumunun hangi kosullar altinda saglandig1 sorusuna bir cevap
aranmaktadir. R keyfi bir halka ve a,8, R halkasinin keyfi iki donlisiimii olsun.
1 ={d|d:R > R (a,p)-tirev} ve g, ={y|y:R - R (a,p)-ters tiirev} seklinde iki
kiime tanimlansin. g, kimesi ile R halkas: lizerinde tanimli tiim (ea, 8)-tlirevlerinin
kiimesini gostermektedir. g, kiimesi ile de R halkasi lizerinde tanimh tiim (a, B)-ters

tirevlerinin kimesini gostermektedir.

Asagida, (a, B)-tlrev ve (a, B)-ters tirev ile ilgili birkag drnek verilmistir. Ornekler

ile iki fonksiyon arasindaki iligki vurgulanmistir.

Ornek 3.1.1.1 T bir tamlik bolgesi olmak lizere R = {rje;; + e, +
T22€22: 111, T12, 122 € T} Kiimesi 2 x 2 tipindeki matrislerin halkasi olan M,(T) halkasmnin

bir alt halkasidir. a, 8, y: R — R donlistimleri asagidaki sekilde tanimlansin:

a(ry1e11 +Tz€15 +12262,) = 11162
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B(ri1e11 + T12e12 + 122€22) = Tpp€4,
Y(rie11 + ripe1n + 1ape5,) = (111 — 122)es;
Keyfl T11611 + T12612 + Tzzezz, 511611 + 512612 + 522622 (S ﬁR alallm.

Y(ri1e11 + 1ip€1 + 19260, + S11€11 + S12€15 + S22€57)
= Y((Tn + s11)eq1 + (rp + S12)eqn + (rp + 522)922)
= (111 + 811 — T2z — Spp)e1n = (T — Taz)e1z + (511 — S22)er

= y(ri1e11 + 12615 + 190€5,) + Y(S1111 + S12€15 + Sp0€27)

esitlikleri saglandigindan y toplamsal bir doniisiimdiir.

Y((ri1€11 + 112€12 + 192€22) (S11€11 + S12€12 + S22€22)) = Y (111511611 + (1151, +

T12522)e12 + Tzzszzezz) = (111811 — T22522)€12

Y(ri1€11 + Tize12 + rze22)a(syie11 + S12€12 + Sp2€22)
+ B(r11e11 + T12€12 + 1p2€2,)Y(S11€11 + S12€12 + S22€57)
= ((r1 —ma2)e12) (S11€22) + (122€11) ((S11 — S22)e€12)
= ((r11 — 122)S11)€12 + (122(511 — S22))€12

= (111511 — T22511 + 722811 — T22822)€12 = (111511 — 122522) €12

Son iki ifadeden toplamsal y doniisiimii R halkasinin (a, 8)-tlrevidir.

Y((r11€11 + rip€12 + 722€22)(S11€11 + S12€12 + S22€22))

= y(r1181111 + (111512 + T12522)€12 + 122522€22) = (111511 — 122522)€12

Y(s11€11 + S12€12 + Spze,)a(ri1€11 + Tize12 + 122€2,)
+ B(s11€11 t S12€12 + 522€25)Y (111811 + Ti2€15 + T52€5)
= ((s11 — S22)€12) (111€22) + (522€11) (111 — T22)e€12)
= ((511 = S22)111)€12 + (S22(111 — 122)) €12

= (111811 — T22511 + 722811 — 122522)€12 = (T11S11 — 122522)€12

son iki ifadeden toplamsal y dontisiimii R halkasmnin (a, 8)-ters tlrevidir.

Ornek 3.1.1.2 T bir tamlik bolgesi olmak lizere R = {rj,e;; + e, +
T92€22: 111, T12, T2z € T} Kiimesi 2 X 2 tipindeki matrislerin halkasi olan M,(T) halkasmin

bir alt halkasidir. a, 8, y: R — R donlistimleri asagidaki sekilde tanimlansin:
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a(ry1e11 +1pe15 +12262,) =116
B(ri1e11 + T12e12 + 122€22) = Tpp€q,
Y(riie11 + ripeq; +192€0,) = —Tyz€4,
Keyfl T11611 + T12612 + Tzzezz, 511611 + 512612 + 522622 (S ﬁR alallm.
Y(ri1€11 + ripe1p + 1p0€0; + S11€11 + S1p€12 + 522€22)
= Y((Tn + s11)eq1 + (g + S12)eq, + (rp + 522)922) = (—T12 — S12)€12
= —T12e12 + (—S12€12)
= y(ri1e11 + 112615 + 192€5;) + Y (S11€11 + S12€15 + S22€22)
esitlikleri saglandigindan y toplamsal bir doniisiimdiir.
Y((Tnen + ripe12 + 12€3;2)(S11€11 T S12€12 522922))

= Y(7’11511e11 + (7”11512 + r12522)e12 + 7"22522322)

= (7111512 — T12522)€12

Y(ri1e11 + 112e15 + 1aze)a(si1e1 + S12€12 + 522€55)
+ B(ry1€11 + 1€12 + 1a2655)V(S11€11 + S12€12 + 522€22)
= (—T2612)(S11€22) + (122€11)(—S12€12) = (—T12811)€12 + (—T22812)€12

= (—T12511 — T22512)€12
son iki ifadeden toplamsal y doniisiimii R halkasinin (&, B)-tlirevi degildir.
Y((r11€11 + ripe12 + 722€2,)(S11€11 + S12€12 + 522€22))

=y (11151111 + (111512 + 112522) €12 + 122522€27)

= (—Ty11512 — T12522) €12

Y(s11€11 + S1p€15 + Sppe)a(riieqq + rizeq, + 152€5,)
+ B(s11€11 + S12€12 + Spz€22)yY (11811 + 112812 + Ta2€5;)
= (—S12€12) (M1€22) + (S22€11) (—T12€12) = (—S12T11€12) + (—S22712€12)

= (—711512 — T12522)€12

son iki ifadeden toplamsal y dontisiimii R halkasinin (a, 8)-ters tlrevidir.
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Ornek 3.1.1.3 T bir tamlhk bolgesi olmak Uzere R ={rj,eq; + 12612+
T52€22: 111, T12, 122 € T} kiimesi 2 X 2 tipindeki matrislerin halkasi olan M, (T) halkasinin

bir alt halkasidir. «, 8, y: R — R dontlisiimleri asagidaki sekilde tanimlansin:
a(ryieqy + Tpe1p + 1a2€32) = 15265
B(rire11 + 11212 + 122€22) = Ty1€14
y(riier1 + rize1p + 15z€5,) = 124,
Keyfirj1e11 + ri2€12 + 122622, 511611 + S12€12 + Sp265, € R alalim.
Y((ri1€11 + T12€12 + 722€22) + (11811 + S12€12 + 522€27))
= Y((Tn +sp1)ery + (i + s12)eqp + (12 + 522)‘322) = (r2 + s12)€12

=Ty2€12 + S12€12

= y(rj1e11 + rz€15 + 190€5,) + Y(S1111 + S12€12 + S32€27)
esitlikleri saglandigindan y toplamsal bir dontisiimdiir.
y((r11€11 + T1z€12 + 122€52) (S11€11 + S12€12 + S22€22))
= y(r11811€11 + (111512 + T12522)€12 + 122522€22) = (111512 + T12522) €12

Y(ri1e11 + ripe1s + 1oex)alsyeq1 + 512e12 + S00€57)
+ B( 11811 + 1i2€17 + 122€22)Y(S11€11 + S12€12 + S22€22)
= (r12€12)(S22€22) + (111€11)(S12€12) = (T12522€12) + (111512€12)

= (12522 + 111512)€12

son iki ifadeden toplamsal y doniisiimii R halkasinin (&, B)-tlirevi degildir.

Y((r11€11 + rip€12 + 192€25)(S11€11 + S12€12 + S22€22))
= y(r151111 + (111812 + T12522)€12 + 122522€22) = (111512 + T12522)€12
Y(S11€11 + S1p€15 + Sppex)a(rieqq + 1615 +152€5,)
+ [ (S11€11 + S12€15 + S22€22) V(111611 + 112812 + 122€57)
= (S12€12)(122€22) + (S22€11) (T12€12) = (S12722€12) + (S22712€12)

= (122812 + 112522)€12

son iki ifadeden toplamsal y dontisiimii R halkasiin (a, 8)-ters tiirev degildir.
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Yukarida verilen 6rneklerden yola ¢ikarak bir halka tizerinde tanimli bir (a, 8)-ters
tirev ayn1 zamanda (a, 8)-tirev olabilir. O halde, &, ve g, kiimelerinin Kkesisimlerinin

bostan farkli oldugu durumlar mevcuttur.

Teorem 3.1.1.4 R, 2-burulmasiz bir yariasal halka, «, 8, R halkasinin otomorfizmalar1 ve

¥:R — R olsun. y sifir doniisimiinden farkl (a, B)-ters turev ise (a, B)-turevdir.

Ispat: Keyfi bir r; € R ve y, (a, B)-ters tiirevi igin

y(r?) =y(ralr) + B(r)y () (3.1)

denklemi saglanir. Kabul edelim ki R halkas1 degismeli olmasin. Her halka kendisinin kare
kapal1 Lie idealidir. R halkas1 degismeli olmadigindan R, R € Z, kosulunu saglayan kare
kapali Lie idealdir. Her r; € R icin y (a, B)-ters tirevi y(ry), B(r1) € R kosullarini saglar.
Teorem 2.57 geregince y,R halkasinin (a, B)-tlrevidir. R halkasinin degismeli olmasi
durumda y, R halkasinin (a, B)-turevidir ¢inki

y(riry) =y () =y a(ry) + )y ().

Teorem 3.1.1.4 ile 2-burulmasiz bir yariasal halkada «, 8 halkanin otomorfizmalari

olmak Uzere (a, B)-tirev ile (a, B)-ters tiirev kavramlarinin ¢akistig1 gosterilmistir.

Teorem 3.1.1.5 a(p) = p olsun. y:p = R sifir doniisiimiinden farkli (a, B)-ters tiirevi

vardir ancak ve ancak y, p ideali Uzerinde y(p) € Cr(p) kosulunu saglayan (B, a)-tlrevdir.

Ispat: Keyfi x;,x,, x5 € p alalim. y déniisiimiiniin (a, B)-ters tiirev olmas1 kullanilarak,

Y(x1x,x3) = y(xl(x2x3)) = y(xyx3)a(xy) + B(xx3)y(x,)
= (y(ez)alxy) + Blrs)y(x,))alxy) + Bx) B(x3)y (x2)
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ve

Y (x1x,x3) = )/((xlxz)x3) = y(xz)a(x1x;) + L(x3)y(x1x3)
= y(x)alx)a(x,) + Blrs) (y(x)alxy) + Blx)y(x1))
= y(x3)a(xy)a(xy) + B (x3)y(x)a(xy) + B (x3)B(xz)y(xy)

ifadeleri elde edilir. Buradan,

Y(x1x2x3) = y(x3)a(x)a(xy) + B(x3)y(x)a(xy) + f(x)B(x3)y(x2)  (3.2)

Y(xixax3) = y(xz)a(xy)a(xy) + B(x3)y(x)a(xy) + B(x3)B(xz)y(x1) (3.3)

denklemleri yazilir. (3. 2) ve (3. 3) denklemlerinden

¥ (ea)[a (), a(x)] = [B(x3), Bx2)]y (x1) (3.4)

elde edilir. (3.4) denkleminde x; = x, alip, [B(x;), 8(x,)] = 0 oldugu kullanilarak (3.4)
denkleminden keyfi x;,x; € p icin y(x,)[a(x,), a(x;)] = 0 elde edilir. Son elde edilen

ifade daha kolay anlasilmasi agisindan

V(x1)[a(x1)'a(x2)] =0, Vx;,x, €p (3.5)

seklinde diizenlenir. (3.5) denkleminden a(p) = p olmasi kullanilarak

ye)[a(xy), x,] =0, Vxy,x, €Ep (3.6)
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olmasina ulasilir. (3.6) denkleminde keyfi x3 €E pver; ER igin X, yerine x,x31;
yazildiginda elde edilen ifade L, oOzelligi kullanilarak  diizenlendiginde
y(xp)xpxz[alxy), r] + y(x)[a(xy), x;x5], = 0 bulunur. Son bulunan ifade (3.6)

denklemi kullanilarak tekrar diizenlendiginde

y(x)xpx3[a(xq), 1] = 0, Vxy,x5,%3 € p,7y ER (3.7)

bulunur. Bir bagka deyisle (3.7) denklemi
y(x)ppla(x),R1=0, Vx,€p

seklinde yazilir. Bir yariasal halkanin iki yanli ideali de yariasal halkadir. Bu yilizden, p

yariasal halkadir. p yariasal halka oldugundan A indis kiimesi olmak uzere
w(p) = {w;| her i € Aigin w;, p yart — asal halkastmin asal ideali }

N w(p) = (0) kosulunu saglayan asal ideal ailesi olan w(p) kiimesi vardir ve p yariasal
halkas1 w (p) kiimesini icerir. Keyfi bir w, € w(p) asal ideali icin y(x;)ppla(x;),R] =0 c
w, saglanir. w, asal ideal oldugundan, y(x;)ppla(x,),R] € w, iken y(x,)p € w, veya
[@(xy),R] € w; saglanir. Simdi S ={x; €ep:y(x)pcw,} ve S,={x;€
p: [a(x1), R] € w,} seklinde iki kiime tanimlayalim. Bu tanimlardan yola ¢ikarak (S, +) ve
(S3,+) nin (p,+) = (51, +) U (S5, +) olacak sekilde (p,+) nin toplamsal iki alt grubu
oldugu kolayca goriiliir. Ancak bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi seklinde
yazilamayacagindanya p = S; yada p = S, olmalidir. Simdi p = S; durumunu inceleyelim.
Bu durumda her x; € p i¢in y(x;)p € w,; kosulu saglanir. Keyfi x, € p ve r; € R igin
y(x1)p € w, ifadesi sagdan [a(x,), ;] ile carpildiginda y (x;) pla(x,), 1] € wq[a(x,), 1]
elde edilir. w; bir ideal oldugundan w,[a(x,),7y] € w; saglanir. Buradan,

y(x)pla(x,),r] € wilalx,), 1] € w, yazilir. O halde her x;,x, € p,7; € R igin

y(x)pla(xy),m] € w,

elde edilir. Simdi ise p = S, durumunu inceleyelim. Bu durumda her x; € p,; € R igin
[a(x,), 1] € w; kosulu saglanir. Keyfi x,, x5 € p icin [a(x;),1;] € w, ifadesi sol taraftan

Y(x)x; ile carpildiginda  y(xy)xs[a(x,), 7] € y(x3)x3w; bulunur. w; bir ideal
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oldugundan y(x;)x;w; € w, saglanir. Buradan y (x;)x3[a(x;),7;] € w; oldugu kolayca

goruldr. O halde, her x4, x, € p,7; € R igin

y(x2)xslalx;),r] € wy

elde edilir. p = S; ve p = S, durumlarmnin her ikisinden de her x;, x, € p igin

y(x)pla(x;),R] € w,

sonucuna varilir. Bu durum keyfi bir w; € w(p) asal ideali i¢in ger¢eklendiginden her w; €

w(p) (heri € A) iginde gergeklenir. Dolayisiyla her x, x, € p icin

y(plate), Rl < [|w(e) = (0)

saglanir. Baska bir deyisle y(p)pla(p),R]) = (0) dir. a(p) = p oldugundan son ifadeden
her x;,x,,x3 €p ve 1, € R icin y(x;)x,[x3, 7] =0 yazilir. Son ifadede r; = y(x;)

yazildiginda
Y (e)xz[xs, y(x)] = 0 (3.8)
bulunur. (3.8) denklemi soldan x5 ile ¢arpildiginda her x4, x,, x5 € p igin
x3y () x2[x3,y(x)] = 0 (3.9)
olur. (3.8) denkleminde x, = x3x, yazildiginda her x4, x,, x5 € p igin
Y (e xzx2[x3,y(x)] = 0 (3.10)

elde edilir. (3.9) ve (3.10) denklemlerinden,

[x3' V(x1)]x2 [x3' V(x1)] =0
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elde edilir. Burada p idealin yariasal halka olmasi kullanilarak her x;, x5 € p igin
[x3,7(x)] =0
bulunur. Bu ise her x; € p i¢in y(x;) € Cr(p) demektir. Bu durumda, her x;, x, € p i¢in
Y (i) = y(xdalxy) + By (1) = y(x1)B(xz) + alx)y(x,)
olur ve y (a, B)-ters turevinin p ideali Gzerinde (B, a)-tiirev oldugu sonucuna varilir.

Her halka kendisinin bir ideali oldugundan Teorem 3.1.1.5 de p ideali yerine R

halkasinin kendisini alirsak Sonug 3.1.1.6 elde ederiz.

Sonug 3.1.1.6 a, R nin bir epimorfizmasi olsun. y: R — R sifir déniisimiinden farkh (a, 8)-
ters tiirevi vardir ancak ve ancak y,R halkasinin merkezi tarafindan kapsanan (B, a)-

tirevdir.

Teorem 3.1.1.7 B(p) = p olsun. y:p — R sifir doniistimiinden farkli (a, B)-ters tlrevi

vardir ancak ve ancak y, p ideali Uzerinde y(p)  Cr(p) kosulunu saglayan (B, a)-tlrevdir.

Ispat: Teorem 3.1.1.5 de bulunan (3.1.1.4) denklemi her x;,x,,x3 € p igin
y(xs)[a(xy), a(xy)] = [B(x3), B(x2)]y(x;1) seklindedir. (3.1.1.4) denkleminde x; = x,
alindiginda [B(x3), B(x)]y(xy) = 0 bulunur. [B(x3), B(x1)]y(x,) = 0 ifadesini B(p) = p

kullanarak diizenledigimizde her x;,x, € p icin,

[x2, BCe)]y(x) = 0 (3.11)

elde edilir. (3.11) denkleminde r; € R ve x5 € p olmak Uzere x, yerine r;x,x; yazilip
L; ozelligi kullanmlarak [ry, B(x1)]xox3y (xq) + 14 [x2%5, B(x1)]y(x1) = 0 elde edilir. Son

elde edilen ifade ve (3.11) denklemini birlikte diisiindiigimiizde
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[y, B(x)]xox3y(x1) =0, Vry ER, X1, X5,X3 € p (3.12)

bulunur. Bir baska deyisle (3.12) denklemi

[Riﬁ(xl)]ppy(xl) = (0)! VX1 € p

seklinde yazilir. Denklem (3.7) ve denklem (3.8) arasinda kullanilan ispat teknigi
uygulanarak her r; € R xq,x5,x5 € p igin [ry, B(x1)]x,y(x3) = (0) sonucuna varilir.
B(p) = p oldugu kullanilarak son ifadeyi diizenledigimizde her r; € R ve xq,x,, x5 € p,

[11, x1]x,¥(x3) = 0 elde edilir. Son elde edilen ifadede r; yerine y(x3) yazildiginda

[y (x3), X112, (x3) = 0, Vg, xp,%3 €p (3.13)

bulunur. (3.13) denklemi sagdan x; ile carpildiginda

[¥(x3), x1]3,7 (x3)x, = 0, Vixy,x5,x3 €p (3.14)

elde edilir. (3.13) denkleminde x, yerine x,x; yazildiginda

[y (x3), x1]%,217(x3) = 0, Vxq,%5,%3 € p (3.15)

bulunur. (3.14) ve (3.15) denklemleri birlikte diisiintildiigiinde
[¥(x3), %1%, [y (x3), %] = 0, Vg, x5, x5 € p

sonucuna varilir. p bir yariasal halka oldugundan son ifadeden her x;,x3; € p icin

[y(x3),x.] = 0 dir. Buise y(p) < Cg(p) demektir. Bu durumda, her x;, x, € p icin

yY(x1x3) = y(x)alxy) + Blx)y(xy) = y(x)(x3) + alxy)y(xy)

olur ve y (a, B)-ters turevinin p ideali Gzerinde (8, a)-tiirev oldugu sonucuna varilir.
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Her halka kendisinin bir ideali oldugundan Teorem 3.1.7 de p ideali yerine R

halkasinin kendisini alirsak Sonug 3.1.8 elde ederiz.

Sonug 3.1.1.8 B, R nin bir epimorfizmasi olsun. y: R — R sifir doniisimiinden farkli (a, 8)-

ters tiirevi vardir ancak ve ancak y: R = Zy (B, a)-tlrevdir.

Sonug 3.1.1.9 R bir asal halka ve a, R halkasinin bir epimorfizmasi olsun. y: R — R sifir
doniisiimiinden farkli (a, B)-ters tiirevi vardir ancak ve ancak R degismeli bir halkadir ve

v, R halkasinin (a, B)-turevidir.

Ispat: Her asal halka bir yariasal halka oldugundan Sonug 3.1.6 geregince y (a, 8)-ters

tirevi y(R) c Zy kosulunu saglar. Keyfiry, r, € R i¢in

[y(rir2), B(r2)] = 0

yazilir. Son ifadeden

0 = [y(rir), B(r)] = [y(ra(n) + B(r)y (), B(r,)]
= [y(r)a(r), B(r)] + [B(r)y (), B(r2)]
=y la(r), B(r)] + [y (r), B(r)]a(ry) + B(r)ly (1), B(r2)]
+ [B(r2), B(r)]y (1)

elde edilir. Son elde edilen ifade y(R) < Zy kosulunu kullanilarak diizenlendiginde

y(r)la(r), ()] =0, Vr,r, €R (3.16)

bulunur. a, R halkasinin bir epimorfizmasi oldugundan a(R) = R dir. (3.16) denklemi
a@(R) = R olmasi kullanarak diizenlendiginde her 11,7, € R icin y(r,)[ry, B(12)] = 0 elde
edilir. Keyfi r; € R icin, son ifadede r; yerine ryr; yazildiginda y (r,) [ry73, B ()] = 0 olur.
y(ry)[rirs, B(r,)] = 0 ifadesi Ly 6zelligi ve y(r,)[ry, B(r,)] = 0 ifadesi kullanilarak tekrar

dizenlenirse
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y()rylrs, B(,)] = 0, Vry, 1,13 ER

bulunur. Burada R nin asallig1 kullanildiginda her r,, 5 € R i¢in y(r,) = 0 veya B(r,) € Zg
sonucuna vartlir. Simdi S; = {r, € R:y(r,) =0} veS, = {r, € R: (r,) € Zg} seklinde iki
kiime tanimlayalim. Bu tanimlardan yola ¢ikarak (S;, +) ve (S5, +) nin (S;,+) U (S,,+) =
(R, +) kosulunu saglayan (R,+) nin toplamsal iki alt grubu oldugu kolayca goriiliir. Bir
grup iki 6z alt grubunun birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya S; = R yada S, = R
olmasi sonucuna varilir. Simdi §; = R durumunu inceleyelim. Her r, € R igin y(r,) = 0
dir. Bu ise ¢eligkidir ¢linkii secilen y doniisiimii sifir doniisiimiinden farklidir. O halde S, =

R dir. Her r, € R igin S(r,) € Zg sonucuna vartlir.
y(riry) = y(rp)a(ry) + B(r)y(ry)
ifadesinden y(R) c Zi ve B(R) c Zy ifadeleri yardimiyla
y(ra(r) € Zg, Vry, 1, ER

elde edilir. Bu durumda Lemma 2.58 geregince her r; € R i¢in a(r;) © Zg sonucuna varilir.
a, R halkasinin bir epimorfizmasi oldugundan R degismeli bir halkadir. O halde her ry, 1, €
R icin

y(riry) = y(ror) = y(rDa(ry) + By (r2)

ifadesi saglandigindan y (a, B)-turevdir.

Sonug 3.1.1.10 R bir asal halka ve 8, R halkasinin bir epimorfizmasi olsun. y: R — R sifir
doniisiimiinden farkli (a, B)-ters tiirevi vardir ancak ve ancak R degismeli bir halkadir ve

¥, R halkasimin (a, B)-tlrevidir.

Ispat: Her asal halka bir yariasal halka oldugundan Sonug 3.1.8 geregince y (a, 8) —ters
tirevi y(R) © Zy kosulunu saglar. Keyfir;,, € R igin

[y(ryry),a(r)] =0

yazilir. Son ifadeden
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0=[y(nr),atr)] = [y()alr) + L)y, alr)]
= y(r)la(r), a(r)] + [y (), a(r)]a(ry) + [B(r2), a(ry)]ly(ry)
+ L)y (), a(ry)]

elde edilir. Bu ifade y(R) c Zy kullanilarak diizenlendiginde

[B(r2), a(r)]y(r) = 0, Vry, 7, € R igin
bulunur. Bulunan son ifade S (R) = R olmasi kullanilarak diizenlediginde her r;, 7, € R igin

[Tzfa(ﬁ)])’(ﬁ) =0

sonucuna varilir. Burada r; € R olmak Uzere r, = r,r; yazildiginda [r,15, a(ry)]y(r) =0

olur. Son ifade L 6zelligi ve [ry, a(ry)]y(ry) = 0 ifadesi kullanilarak diizenlendiginde
[Tz, a(rl)]r3)/(r1) = 0! Vrl, 2,713 ER

bulunur. Burada R halkasinin asalligi kullanildiginda her r; € R icin a(r;) € Z; veya
y(r1) = 0 sonucuna varilir. Simdi S; = {r; E R:a(r;) € Zz}ve S, = {r; € R:y(r;) = 0}
seklinde iki kiime tanimlayalim. Bu tanimlardan yola ¢ikarak (S;,+) ve (S,,+) nin
(51, +) U (S3,+) = (R, +) kosulunu saglayan (R,+) nin toplamsal iki alt grubu oldugu
kolayca goriliir. Bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya S; =
R yada S, = R olmasi sonucuna varilir. Simdi S; = R durumunu inceleyelim. Her r; € R
icin a(r;) € Zg sonucuna varilir. Bu ise a(R) © Z demektir. Simdi ise S, = R durumunu
inceleyelim. Her r; € R icin y(r;) = 0 dir. Bu ise geliskidir ¢iinkii se¢ilen y doniisiimii sifir

doniisiimiinden farklidir. O halde,
y(rirz) = y(r)a(ry) + B(r2)y(r1)
ifadesinden y(R) c Zy ve a(R) c Zy ifadeleri yardimiyla
B(ry)y(ry) € Zg, herry,r, ER

elde edilir. Bu durumda Lemma 2.58 geregince her r, € R i¢in §(r,) € Zg sonucuna varilir.
B, R halkasimin bir epimorfizmasi oldugundan R degismeli bir halkadir. O halde her ry, 7, €
R icin

y(riry) = y(ror) = y(r)a(r,) + Br)y ()

ifadesi saglandigindan y (a, ) —tlrevdir.
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R keyfi bir halka ve a,, R halkasmin keyfi iki doniisimii olsun. g, =
{d|d:R - R (a,B) — tirev} ve g, ={yly:R - R (a,B) — ters turev} kimelerinden
boliim basinda bahsedilmisti. S bir yariasal halka olsun. a, 8, S halkasinin homomorfizmalari
icin en az biri 6rten olsun. Bu durumda, S halkasi tizerinde tanimli bir (a, 8)-ters tlirevin
(B, a)-tiirev oldugu gosterilmistir. A = {y|y:S - S (a, B) — ters tirevler} kiimesin her
bir elemani (B, a)-tiirev oldugundan A C %, ve A kiimesi tanimindan A € g, olur. O halde,
A C g, N g, sonucu elde edilir. Yani, 0, ve g, kiimeleri ayrik degildir. R halkasi asal ve

yariasal secildiginde g, C g, elde edilir.

3.1.2. Tek Yanh Genellestirilmis (a, )-Ters Turevler Uzerine

Halkada tek yanli ters tiirev tanimini ilk olarak Aboubakr ve Gonzalez (A. Aboubakr
ve S. Gonzalez, 2015) tarafindan verilmistir. Yazarlar ilgili galismada “ R bir yariasal halka
ve I,R halkasinin sifir idealinden farkli bir ideali olsun. Bu durumda, F:I — R sifir
doniisimiinden farkli d: I — R ters tiirevi ile belirli sol (sag) genellestirilmis ters tiirevi
vardir ancak ve ancak d(I), F(I) € Cgx(I) ve F, d tiirevi ile belirli sag (sol) genellestirilmis
tirevdir.” oldugunu gostermislerdir. Bu boliimde, yazarlarin ilgili ¢alismasindan ilham
alarak yukarida bahsedilen sonucu tek yanl genellestirilmis (a, B)-ters tiirev yardimiyla

daha genel bir formda ispatlamak amaglanmaktadir.

Ornek 3.1.2.1 R, degismeli bir halka, R, degismeli olmayan bir halka ve R, halkasimin
opposite halkasi olan iRgp olsun. a,B:R, — R, halka homomorfizmalari, y: R, — ER‘z)p
(B, a)-turevi ve p: R, > R¥ y (B, a)-tirevi ile belirli I-genellestirilmis (B, «)-trev olsun
L& B Ry X Ry > Ry X Ry Ve 7,0: Ry X Ry > NP x Ry doniisiimleri asagidaki sekilde

tanimlansin:
a(ry,s1) = (a(r), s1)
B(ry,s1) = (B(r1), 1)
7(rs1) = (¥(r), s1)
@(r1,s1) = (9(r1),51)

Keyfi (1, s1), (3, 52) € R, X R, alalim.,
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)7((7'1» s1) + (7’2'52)) =7(ry + 12,51 +53)
Yy toplamsal
= (y(ry +12),51 +53) = (r(r) +v(r2), 51 + 52)
Ytanmimu

= (y(r),s1) + (¥(r2), s2) = 7, 81) + 7(12,52)

ve

)7((7”1» 1) (1, 52)) = §(ry12,515,)

‘Rgp ikinci islem tanim
= (y(ri12), 5152) = By +y(r)a(r,), s s;)
R, degismeli

= (y(r)a(r) + B(r)y(ry), 5152) = (y(ra(ry)
+ B(r)y(ry), s251) = (Y () a(ry), 5251) + (B(2)y (1), s251)

= (y(12),s2)(a(r1),51)

y,@,Bdénisim tanimlart
+ (B(1p), ) (¥ (1), 51) = 7(ry,s5)a@(ry,s1)
+ E(rl' Sl)?(TZI SZ)

saglandigindan ¥ doniisiimii (a, B)-ters tlrevdir.

7] ((7”1'51) + (7"2'52)) = @ (ry + 15,5, +57)
Y toplamsal
=(p(ry +1),51+s,) = (p(r) + (1), 51 + 52)
@ tanimi

= (p(r1),s1) + (9(12),s2) = @ (r1,51) + § (12,5,)

Ve

7] ((7”1»51)(7”2:52)) = @ (r13,5152)

SRgp ikinci islem tanimi
"

= (p(ri712),5152) = Br)e(r) +y()a(r),s;s;)
R, degismeli
= (y(ra(r) + () e(ry),s15;) = (y(r)a(ry)

+ L) @(r1),5251) = (¥ (rp)a(ry), sp51) + () @(11), 5251)
= (y(r2), sx)(a(r),s1)

@,a,Bdonisim tanimlart

+ (B(r2),52)(@(11), 51) = 7(ry, 5)@(ry, 51)
+ B(ry, 5@ (r2,57)
saglandigindan @, 7 ile belirli r-genellestirilmis («, B)-ters tlrevdir. Fakat
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#(r1, 1) (13, 55) + B (11,5 @ (13, 5,)
= (y(r), s (a(ry), s2)
‘Rgp islem
+ (B(r1),51)(@(12), s3) = (a(r)y(r1),5152) + (@) B(ry), 515,)

Y tanimindan
ftn)

= (@) (ry) + alry)y (1), 515,) = (@(r2r1),5152)
= @((r2,52)(ry,51)) # (.5((7”1; 51)(7”2;52))

oldugundan @, ¥ ile belirli r-genellestirilmis (a, B)-tiirev degildir.

Ornek 3.1.2.2 R, degismeli bir halka, R, degismeli olmayan bir halka ve R, halkasmin
opposite halkasi olan R" olsun. a,B:R, —» R, halka homomorfizmalari, y: R, > R5"
(B, a)-tiirevi ve p: R, — NP y (B, a)-tiirevi ile belirli r-genellestirilmis (B3, a)-tirev olsun.
@ L: R, xR, = R, X R, ve 7,3: R, X Ry - iRgp X R, dontisimleri asagidaki sekilde

tanimlansin:
a(r,s) = (a(r),s)
B(r,s) = (B(),s)
7(r,s) = (y(r),s)
¢(r,s) = (p(1),s)
Keyfi (14, 51), (15, 5,) € R, X R, alalim.

P((rs1) + (ry,55)) = F(ry + 15,51 + 53)
Y toplamsal
= (y(ry +12),51 +53) = (r(r) +y(r2), 51 + 52)
Ytanimu

= (), s) + ((),s) = 7lr,s)+ Y(rz2 s2)

ve
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P ((r, 1) (12,52)) = @ (1112, 815,) = (@(11),5152) = (B(r)y (1) + 9(r)a(ry), s515,)
= (B(r)y(r1),5152) + (0(r2)a(ry), s15;)
= (B(r2),52) (¥ (1), 51) + (@(12),52) (@ (1), 51)
= (¢(12),52)(a(ry), s1) + (B(r2),52) (¥ (1), 51)
= @ (r2,5)(r1,51) + B(r1, 57 (12, 5,)

saglandigindan @ , 7 ile belirli [-genellestirilmis (a, B)-ters tirevdir. Fakat

#(r, 1) (13, 55) + B (11,5 @ (13, 5,)
= (y(r), s (a(ry),s2)
‘Rgp islem
+ (B(r1),s1)(@(12), s3) = (a(r)y (1), 5152) + (@) B(ry), 515,)

Y tanimindan
~

= (@) () + a(ry)y (1), 515,) = (p(ry11),5152)
= @((r2,52)(ry,51)) # (.7)((7”1, 51)(7'2152))

oldugundan @, ¥ ile belirli r-genellestirilmis (a, B)-tirev degildir.

Teorem 3.1.2.3 a(p) = p ve y: p — R sifir doniisiimiinden farkli (a, B)-ters tlirev olsun.
u:p > Ry, (a, B)-ters turevi ile belirli I-genellestirilmis (a, B)-ters tiirevi vardir ancak ve
ancak », p lzerinde x#(p),y(p) € Cr(p) kosulunu saglayan y, (B, a)-tirevi ile belirli r-

genellestirilmis (B, a)-turevidir.

Ispat: Keyfi x,, x,, x5 € p alalim. ¥, » déniisiimlerinin tanimlari kullanarak

21(21 (003%3)) = % (px3)aCy) + By x3)y (1)
= (rCrs)a(ay) + Bas)y () alxy) + Blxz) B (x)y(xy)
= %(xs)a(xz)a(x1) + ,B(x3))/(x2)a(x1) + ,B(xs)ﬁ(xz)y(xl)

ve

%((xle)x3) = n(xz)a(x1x;) + f(x3)y(x1x3)
= n(x3)a(x;)a(x,) + ,B(x3)()/(x2)“(x1) + ﬁ(xz)]’(x1))
= n(x3)a(x;)a(xy) + B(x3)y(x)a(x,) + B (x3) B (x2)y(xq)
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elde edilir. Yukaridaki iki ifadeden her x, x,, x5 € p i¢in
n(x3)[a(xy), a(xz)] = [B(x3), Bxz) ]y (xq)
bulunur. Bulunan ifadede x5 yerine x, yazidiginda
w(x)[alxy), a(x,)] =0,Vxy,x, €Ep

sonucuna varilir. Yukaridaki ifade a(p) = p ile diizenlenirse

n(xz)[xg, a(xz)] = 0, Vxy,x, € p (3.17)

elde edilir. Son ifadede x; yerine r; E R ve x; € p olmak Ulzere x;x;3r; yazildiginda

1 (x,)[(xyx3)11, @(x3)] = 0 bulunur. Bu ifade L 6zelligi kullanilarak diizenlendiginde
u(xy)x1x3[r, a(xy)] =0, Vxy, x5, x5 € p, 7y ER

sonucuna varilir. Bir baska deyisle, her x, € p icin »#(x,)pp[R, a(x,)] = (0) seklinde
yazilir. Denklem (3.7) ve denklem (3.8) arasinda kullanilan ispat teknigi uygulanarak
x(p)p[R,a(p)]) = (0) sonucuna varilir. a(p) =p oldugundan son ifadeden her
X1,X0,X3 € p Ve, € Ricin »#(x,)x,[x3, 7] = 0 yazilir. Son ifadede r; yerine »x(x;) ve x,

yerine x;x, yazildiginda

%(xl)xSxZ [x31 %(xl)] = 01 vxll X2,X3 € p (318)

bulunur. Yine »(x,)x,[x3,7] = 0 ifadesinde r, yerine x(x;) yazildiginda elde edilen

ifadeyi soldan x5 ile garpildiginda

x31(x1) x5 [x3,2(x)] = 0, V x1,%5,x5 Ep (3.19)
olur. (3.18) ve (3.19) denklemleri birlikte diistiniildiigiinde,

[x3, 2 (x1)]x2[x3,2(x,)] = 0
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sonucuna varilir. Burada p idealin yariasal halka olmasi kullanilarak her x;, x5 € p igin
[x3,2(x)] =0

bulunur. Bu ise her x; € p icin %(x;) € Cg(p) demektir. Teorem 3.1.5 geregince y (a, B)-
ters tiirevi y(p) € Cr(p) kosulunu saglayan halkanin (B, a)-tlrevidir. Bu durumda, her

X1,%5 € pigin

n(x1x5) = n(x)a(xy) + B(x)y(xy) = y(x)B(xz) + alxy)n(xy)

sonucuna varilir. Boylece, x,y (a, B)-ters tirevi ile belirli [-genellestirilmis (a, 8)-ters
tlrevinin p ideali Gzerinde y (B, a)-tirevi ile belirli r-genellestirlmis (B, a)-tiirev oldugu

sonucuna varilir.

Her halka kendisinin bir ideali oldugundan Teorem 3.2.3 de p ideali yerine R

halkasinin kendisini alirsak Sonug 3.2.4 elde ederiz.

Sonug 3.1.2.4 a,R halkasinin bir epimorfizmasi ve y: R = R sifir doniisiimiinden farkl
(a, B)-ters tirev olsun. »: R - R y (a, B)-ters tirevi ile belirli I-genellestirilmis (a, B)-ters
tiirevi vardir ancak ve ancak », p Uzerinde #(R),y(R) < Zy kosulunu saglayan y (B, a)-

trevi ile belirli r-genellestirilmis (B, a)-turevidir.

Teorem 3.1.2.5 B( p) = p ve y: p = R sifir doniisiimiinden farkli (a, B)-ters tiirev olsun.
u:p > Ry (a, B)-ters tirevi ile belirli r-genellestirilmis (a, B)-ters tiirevi vardir ancak ve
ancak x,p Uzerinde x#(p),y(p) € Cx(p) kosulunu saglayan y (B, a)-turevi ile belirli [-

genellestirilmis (8, a)-turevidir.
Ispat: Keyfi x4, x5, x5 € p alalim. 3 ve y déniisiimlerinin tanimindan

%(xl(x2x3)) = y(xyx3)a(xy) + B(xyx3)n(xq)
= (V(x3)“(x2) + ,3(353))/(352))“(351) + B(xz) B (x3)n(x1)
= y(x3m)alx)a(x;) + Bx3)y(x)alxy) + £ (xz) B (x3)x(x,)

ve
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H((x1x2)x3) = y(xz)a(xyx,) + f(x3)n(x1x,)
= y(x3m)alx)alx,) + ,B(x3)(y(x2)a(x1) + ﬁ(xz)"f(x1))
=y(xz)alxpalxs) + Blxg)y(x)alxy) + B(x3)B(x2)n(x,)

elde edilir. Elde edilen son iki ifadeden her x;,x,, x5 € p icin y(x3)[a(x,), alx,)] =
[B(x3), B(x3)] #(x;) bulunur. Son ifadede x, yerine x; yazildiginda her x,,x3 € p
[B(x3), B(x1)] #(x;) = 0 olur. B, p idealinin bir epimorfizmasi oldugundan B(p) = p dir.
Bu bilgi 1s1ginda [B(x3), B(x1)] #(x;) = 0 ifadesini tekrar diizenlersek

[x2, B(x1)] #(x1) = 0, Vx1,x, € p (3.20)

sonucuna varilir. (3.20) ifadesinde x, yerine r; E R ve x5 € p olmak Uzere r;x,x3
yazildiginda [r; (x,x3), B(x1)] #(x;) = 0 bulunur. Bulunan bu ifade L3 6zelligi kullanilarak

diizenlendiginde

[r1, B(x1)]x2x5 32(x1) = 0, V11 € R, Xx1,%X5, X3 € p
elde edilir. Yukaridaki ifade bir bagka deyisle

[R, B(x1)]pp #(x1) = (0), Vx; € p

seklinde ifade edilir. Denklem (3.7) ve denklem (3.8) arasinda kullanilan ispat teknigi
uygulanarak [R, B(p)]p #(p) = (0) sonucuna varilir. B(p) = p oldugundan son ifadeden
her x;,x,,x3 €Ep ve 1 ER icin [ry,x;]x,%(x3) =0 yazilir. Son ifadede r; yerine

u(x3)yazildiginda
[2(x3), x1]1x33¢(x3) = 0, Vx1,x5,%3 Ep

elde edilir. Elde edilen ifadede x, yerine x,x; yazildiginda

[(x3), X1 ]2212¢(x3) = 0, Vxq,x5,%3 € p (3.21)

bulunur. Yine ayn ifadeyi soldan x, ile ¢arpildiginda
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[H(xg);xﬂxz”(xs)?ﬁ =0, Vxi,X,x3 €Ep (3.22)

bulunur. (3.21) ve (3.22) denklemlerini birlikte diisiindiigiimiizde
[2(x3), x1]2, [20(x3), %11 = 0, Vixy, x5, %3 € p

sonucuna varilir. Burada p idealin yariasal halka olmasi kullanilarak her x4, x5 € p igin
[2(x3),2,] = 0

bulunur. Buise her x5 € picinx(x3) € Cg(p) demektir. Teorem 3.1.1.7 geregince y (a, B)-
ters tiirevi y(p) € Cr(p) kosulunu saglayan halkanin (B, a)-tlrevidir. Bu durumda, her

X1,X, € pigin
n(x12x3) = y(x)a(xy) + Bx)n(xy) = #(xy) f(x2) + alxy) y(xyz)

sonucuna varilir. Boylece, i,y (a, B)-ters turevi ile belirli r-genellestirilmis (a, B)-ters
tlrevinin p ideali Uzerinde y (B, «)-turevi ile belirli I-genellestirlmis (B, a)-tirev oldugu

sonucuna varilir.

Her halka kendisinin bir ideali oldugundan Teorem 3.1.2.5 de p ideali yerine R

halkasinin kendisini alirsak Sonug 3.1.2.6 elde ederiz.

Sonucg 3.1.2.6 S, R halkasinin bir epimorfizmast ve y: R — R sifir doniisiimiinden farkh
(a, B)-ters tirev olsun. »#: R = R y (a, B)-ters turevi ile belirli r-genellestirilmis (a, B)-ters
tirevi vardir ancak ve ancak », p Uzerinde #(R),y(R) < Zy kosulunu saglayan y (B8, a)-

tirevi ile belirli [-genellestirilmis (B, a)-tlrevidir.

Teorem 3.1.2.7 a, §, R halkasinin epimorfizmalari ve y: R — R sifir doniisiimiinden farkli
(a, B)-ters tirev olsun. »x: R = R y (a, B)-ters tirevi ile belirli [-genellestirilmis (a, B)-ters

tlrevi varsa R halkasi sifir idealinden farklt merkez tarafindan kapsanan bir ideal igerir.
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Ispat: Sonug 3.1.2.4. 1s131nda , #(R), ¥ (R) © Zy kosulunu saglayan y (a, B)-ters tiirevi ile

belirli [-genellestirilmis (a, B)-ters tlrevdir. Keyfi r;, 7, € R alalim. Bu durumda,

0 = [(ry72), B(r)] = [x(r)a(ry) + B(r)y (), B(r)] = [#(r)a(ry), B(r2)] +
[B)y (), B(r)]=  x()alr), ()] + [x(r), f(r)]alry) + B )y (), B(r)] +
[6(r2), B(r)]y (1)

elde edilir. Burada % (R), y(R) < Zg olmasi ve [B(13), B(r;)] = 0 olmasi kullanildiginda her
1,75 € R icin x(ry)[a(ry), B(r3)] = 0 bulunur. @ doniisiimiin R halkasinin epimorfizmasi
olmasi kullanilarak her 1,7, € R igin »(r,)[ry, B(r2)] = 0 dir. Bulunan ifadede r; € R

olmak Uzere r; yerine r3r; yazildiginda
0 = 3x(r)[rsmy, B(r)] = % (r)13[ry, B(r2)] + % (1) 13, B (1)1
bulunur. Buradan
u(r)RIR,B(r)] =0,Vr, ER

sonucuna varilir. Denklem (3.7) ve denklem (3.8) arasinda kullanilan ispat teknigi
uygulanarak »#(R)[R, B(R)] = (0) sonucuna varilir. 8(R) = R oldugundan son ifadeden her

71,752,735 € Ricin »#(ry)[ry, 3] = 0 yazilir. Son ifadeden »(r;) € Zy oldugundan
[(r )1y, 73] = 0, Vry, 15,75 ER

sonucuna varilir. Buise #(R)R c Zg demektir. R bir yariasal halka ve » sifir doniisiimiinden
farkli oldugu igin #(R)R # (0) dir. 2(R)R kiimesinin R halkasinin bir ideali oldugu kolayca
gosterilir. O halde, bir yariasal halkanin sifirdan farkli (e, B)-ters tirevi ile belirli [-
genellestirilmis (a, B)-ters tiirevi varsa bu halka sifir idealinden farkli halkanin merkezi
tarafindan kapsanan bir ideal i¢erir. Bu ideal halkanin segilen [-genellestirilmis (a, 8)-ters

turevi ile belirlidir.

Teorem 3.1.2.8 a, 5, R halkasinin epimorfizmalar1 ve y: R = R sifir doniisiimiinden farkli
(a, B)-ters tirev olsun. »#: R — R y (a, B)-ters tirevi ile belirli r-genellestirilmis (a, B)-ters

tlrevi varsa R halkasi sifir idealinden farklt merkez tarafindan kapsanan bir ideal igerir.
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Ispat: Sonug 3.1.2.6 1s131nda , #(R),y (R) € Zx kosulunu saglayan y (a, 8)-ters tiirevi ile

belirli r-genellestirilmis (a, B)-ters tirevdir. Keyfi r;,r, € R alalim. Bu durumda,
[(ry1ry),a(r))] =0

yazilir. Buradan » doniisiim tanimi ve Lie komiitator 6zelliklerini kullanarak [y (ry)a(r;) +
Br)n(ry), a(r)] = [y(r)a(r), a()] + [B()x(r), a(r)] = y(r)[alr), a(r)] +

[y(ry), a(r)]a(r) + B(r) [#(r), a(r)] + [B(ry), a(r)]x(ry) = 0 elde edilir. »(R) c
Zg oldugundan son ifadeden [B(r,), a(r;)]#(r;) = 0 bulunur. B epimorfizma oldugundan
her r;, 7, € R igin [ry, a(ry)]#(r;) = 0 yazilir. Yazilan son ifadede 3 € R olmak lzere r,
yerine r,r; yazildiginda elde edilen ifade Lj 0zelligi ve [ry, a(ry)]x(r;) = 0 ifadesi

kullanilarak dizenlenirse
[y, a(ry)]r33(ry) = 0,Vry, 15,15 ER

sonucuna varilir. Denklem (3.7) ve denklem (3.8) arasinda kullanilan ispat teknigi
uygulanarak [R, a(R)]»(R) = (0) sonucuna varilir. (R) = R oldugundan son ifadeden her

74,75, 73 € R igin [ry,7;]3(r3) = 0 yazilir. Son ifadeden »#(r3) € Zg oldugundan
[r1, #(r3)1ry] = 0,Vry, 15,75 €ER

sonucuna varilir. Buise #(R)R c Zg demektir. R bir yariasal halka ve » sifir doniisiimiinden
farkli oldugu igin #(R)R # (0) dir. 2(R)R kiimesinin R halkasinin bir ideali oldugu kolayca
gosterilir. O halde, bir yariasal halkanin sifirdan farkli (a, B)-ters turevi ile belirli r-
genellestirilmis (a, B)-ters tiirevi varsa bu halka sifir idealinden farkli halkanin merkezi
tarafindan kapsanan bir ideal igerir. Bu ideal halkanin secilen r-genellestirilmis (a, B)-ters

turevi ile belirlidir.

Sonug 3.1.2.9: «, f, R halkasinin epimorfizmalar1t ve y: R = R sifir doniisiimiinden farkli
(a, B)-ters tirev olsun. %: R = R y (a, B)-ters tiirevi ile belirli genellestirilmis (a, B)-ters

tlrevi varsa R halkasi sifir idealinden farklt merkez tarafindan kapsanan bir ideal igerir.

Ispat: Kabul edelim ki »#: R - R y (a, B)-ters tiirevi ile belirli genellestirilmis (a, 8)-ters

tlrevi olsun. Bu durumda s, y ile belirli hem [-genellestirilmis (a, B)-ters tlirev hem de r-
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genellestirilmis (a, B)-ters tlrevdir. O halde, Teorem 3.2.7 ve Teorem 3.2.8 geregince R

halkas sifir idealinden farkli merkez tarafindan kapsanan bir ideal igerir.

Sonug 3.1.2.10 R bir asal halka ve «, 8, R halkasinin epimorfizmalar1 ve y: R = R sifir
doniisimiinden farkli (a, B)-ters tlrev olsun. »:R — R y (a, B)-ters tirevi ile belirli [-
genellestirilmis (a, B)-ters tlirevi varsa R degismeli bir halkadir ve », R halkasinin y (a, 8)-

trevi ile belirli [-genellestirilmis (a, 8)-tlrevdir.

Ispat: Bir asal halka yariasal halka oldugundan Teorem 3.1.2.7 geregince R halkas1 sifir
idealinden farkli merkez tarafindan kapsanan bir ideal igerir. O halde Lemma 2.59 1s1g1nda
R degismeli bir halkadir. Sonug 3.1.1.9 geregince y, R halkasinin (a, B)-tlrevidir. Keyfi

1,7 €ER,

n(riry) = n(ryry) = w(r)a(ry) + )y ()

saglanir. O halde, », R halkasinin y (a, B)-tlrevi ile belirli [-genellestirilmis (a, B)-tlrevdir.

Sonu¢ 3.1.2.11 R bir asal halka ve «, 8, R halkasimnin epimorfizmalar1 ve y: R — R sifir
doniisiimiinden farkli (a, B)-ters turev olsun. x:R —» R y (a, B)-ters tirevi ile belirli r-
genellestirilmis (a, B)-ters tlrevi varsa R degismeli bir halkadir ve », R halkasinin y (a, B)-

tirevi ile belirli I-genellestirilmis (a, §)-tlrevdir.

Ispat: Keyfi bir asal halka yariasal halka oldugundan Teorem 3.1.2.8 geregince R halkasi
sifir idealinden farkli merkez tarafindan kapsanan bir ideal igerir. O halde Lemma 2.57
1s1¢inda R degismeli bir halkadir. Sonug 3.1.1.9 geregince y, R halkasmin (a, 8)-turevidir.
Keyfir,r, ER,

n(riry) = n(ryry) = y(r)a(ry) + B(r)x(rz)

saglanir. O halde, », R halkasinin y (a, 8)-tlrevi ile belirli r-genellestirilmis (a, 8)-tlrevdir.
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Sonug 3.1.2.12 R bir asal halka ve «, 8, R halkasmin epimorfizmalar1 ve y:R = R sifir
dontisimiinden farkli (a, B)-ters turev olsun. »:R —» R y (a, B)-ters tirevi ile belirli
genellestirilmis (a, B)-ters tlrevi varsa R degismeli bir halkadir ve », R halkasinin y (a, 8)-

tiirevi ile belirli genellestirilmis (a, B)-tlrevdir.

Ispat: Sonug 3.1.2.10 ve Sonug 3.1.2.11 1s181nda ispat tamamlanr.

Teorem 3.1.2.13 R degismeli olmayan bir asal halka, a, R halkasinin bir homomorfizmasi,
B, R halkasinin bir epimorfizmasi ve y: R = R sifir doniisiimiinden farkli (a, B)-ters tlirev
olsun. %: R - R vy ile belirli sifir déniisiimiinden farkli genellestirilmis (a, B)-ters tlrevi

varsa »x = y dir.

Ispat: Keyfir;,r, € R alalim. x, R halkasinin y ile belirli genellestirilmis (a, )-ters tiirevi

oldugundan,

n(rry) = n(r)a(ry) + fr)y(ry) = y(r)alr) + B(ry)xn(r)

ifadesi elde edilir. Bu ifade farkli bir deyisle,

(5(rp) =y () alr) — B(r) (3(ry) = y(r)) = 0,Vry, 1, ER
ifade edilir. Son ifade diizenlendiginde,
(e —V)(ralr) — () (e —y) () = 0,Vr, 1, €R
elde edilir. Okuyucuya kolaylik olmasi agisindan » —y = § ile gdsterelim. Son ifadeden

5(r))a(ry) — B(r)8(r) = 0,Vr, 1, ER (3.23)

yazilir. Keyfiry, 5, € R alalim.
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S(riry) = G —y)(ry —13)

un r—genellestirilmis
~

= n(rry) —y(rry) = y(r)a(ry) + B(ry)x(ry)
—y()a(r) — Blr)y(r) = Blr)n(r) — )y ()
=BG —y)(ry) = B()8(ry)

ve

8(riry) = G —y)(ry —13)
» l—genellestirilmis

= u(rr,) —y(rr,) = n(r)a(r) + )y ()
—y(r)a(r) — B)y() = x(r)alr) —y()alr)
= (Ot —Y)(ra(r) = 8(r)a(r)

elde edilir. Yukaridaki ifadeler

8(ryry) = B(1)8(ry),Vry, 1, ER (3.24)

§(ryry) = 6(ry)a(ry) ,Vr,r, ER (3.25)

seklinde yazilir. (3.23) denkleminde 3 € R olmak (izere r, yerine r,r; yazildiginda

(3.24)ifadesi
0 = §(ryr3)a(ry) — B(r,r3)8(ry) = (,3(7”3)5(7‘2))a(7‘1) — B(r)B(r3)é(r)
(3.25) ifadesi
= ﬁ(r3)(5(rz)a(r1)) - ,3(7”2),3(7”3)5(7”1) = [)’(7‘3)5(7”17”2)
(3.24) ifadesi

— B () B(r3)6(ry) = B(r3) B(ry)8(ry) — B(r) B(r3)8(ry)
= B([r3, 216 ()

elde edilir. Yani,

B([r?n Tz])6(r1) = 0: vrll r2ir3 € R
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dir. B epimorfizma oldugundan [B(73), B(12)] 6(ry) = 0 ifadesi,
[TB' TZ]S(Tl) = 0, Vrl; 12,713 ER

seklinde diizenlenir. r, € R olmak Uzere r, yerine r,r, yazildiginda L, 6zelligi ve son ifade

kullanilarak
[Tg, T‘Z]T‘45(T‘1) = 0, VT‘l, Tz, T3, T4 (S R

bulunur. R asal halkas1 degismeli olmadigindan her r; € R icin 6(r;) = 0 sonucuna varilir.

Bu ise » = y demektir.

Teorem 3.1.2.13 ile degismeli olmayan bir asal halkada a ve f doniisiimlerinin
halkanin epimorfizmalari olmasi durumda halkanin genellestirilmis (a, 8)-turevinin

olmadig1 gosterilmistir.

3.2. Homo-Tirevler Uzerine

Halkada homo-tiirev kavramui ilk olarak (El Sofy Aly, 2000) tarafindan verilmistir.
[lk olarak biitiinliik olmasi agisindan ikinci boliimde verilen homo-tiirev tanimini

hatirlayalim.
R bir halka ve h, R halkasinin toplamsal bir doniistimii olsun. Keyfi r;,7, € R i¢in
h(ry13) = h(r)h(ry) + h(r)r, + 11h(r,)

kosulunu saglayan h toplamsal doniistimiine R halkasinin homo-turevi denir.

3.2.1. Asal Halkalarin Homo-TUrevleri

Homo-tlirev taniminda goriildiigii gibi bu kavram halkada tiirev ve homomorfizma
kavramlarinin bir kombinasyonundan olugmaktadir. Halka {izerinde tanimlanmis keyfi bir
tiirevin toplamsal tersi de bir tlirevdir. Toplamsal tersin tiirev olmasi segilen tiirevin dogal
bir sonucudur. Fakat halka tizerinde tanimli bir homo-tiirevin toplamsal tersi bir homo-
tirev degildir. Ayni sekilde halka tizerinde taniml1 iki tiirevin toplam1 dogal olarak tiirevdir.
Fakat homo-tiirev igin ayni sonug gegerli degildir. Bu boliimiin temel problemlerinden ikisi

bir homo-turevin tersi ve iki homo-tiirevin toplaminin hangi kosullar altinda homo-turev
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oldugunu agiklamaktir. Aslinda halkada tiirev i¢in arastirilan bazi problemlerin homo-tirev

uyarlamalarinin nasil davranacagini arastirmay1 amagliyoruz.

Asagida toplamsal tersi bir homo-tiirev olmayan homo-tiirev 6rnegi verilmistir.

Ornek 3.2.1.1 R bir halka olmak iizere h: R = R, h(w;) = —w; doniisiimii tanimlansin.
Keyfi w;,w, € R alalm. h(w; +w,) = —(w; +w,) = —w; —w, = h(w;) + h(w,)

esitligi saglandigindan h toplamsal bir doniisiimdiir.
h(wyw,) = —wyw,

ve

h(wp)hw,) + h(w)w, + wih(w,) = wiw, — wiw, — wyw, = —wiw,

esitlikleri saglandigindan h toplamsal doniisiimii homo-tiirevdir. Fakat —h homo-tiirev

degildir.

Teorem 3.2.1.2 R, 2-burulmasiz bir yariasal halka ve h: R = R homo-tiirev olsun. —h: R —

R, (—h(rl)) = —h(r,) seklinde tanimlanan doniisiim bir homo-tiirev ise h = 0 dur.

Ispat: Keyfi x4, x, € R alalim. h, R halkasinin homo-tiirevi oldugu i¢in
h(x1x2) = h(x)h(xz) + h(x1)x; + x1h(x?)

yazilir. —h, R halkasinin homo-tiirevi oldugu i¢in

—h tanimi

(—h) (x1x3) = (=h) (x1) () (x2) + (=h) (x) x5 + 11(=h) (x7) = h(xy)h(xy)
— h(x1)x; — x1h(xy)

yazilir. Yukaridaki iki ifadeyi birlikte diistindiigiimiizde

Zh(xl)h(xz) = 0, Vxl, x2 € R
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elde edilir. Burada ilk olarak halkanin 2-burulmasiz olmasi kullanildiginda h(x;)h(x,) = 0

bulunur. Keyfi x5 € R i¢in son ifadede x; yerine x; x5 yazildiginda

0 = h(x;x3)h(xz) = (h(x1)h(x3) + h(x;)x3 + x1h(x3))h(x2)
= h(xy)h(x3)h(xz) + h(x;)x3h(x;) + x1h(x3)h(x,)

elde edilir. Burada her x4, x, € Ri¢in h(x;)h(x,) = 0 olmasi kullanilirsa
h(xl)X3h(xZ) = 0, Vxl, X2, X3 ER

sonucuna varilir. Son ifadede x; = x, yazildiginda h(x;)x3h(x;) = 0 olur. Boylece R

halkasinin yariasalligindan h = 0 elde edilir.

Lemma 3.2.1.3 R bir asal halka, char(R) # 2 ve hy, h,, R halkasinin sifirdan farkli sifir

gii¢ degerli homo-tiirevleri olsun. Her r;, 7, € R i¢in
hi(r)hy (1) + hy(r)hy () = 0

kosulu saglaniyor ise her z; € Zy i¢in h,(z;) = h,(z;) = 0 saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki h; # 0 ve h, # 0 olsun. Keyfi r; € R,z; € Z alalim. Hipotezde
ry = 112, yazildiginda hy (ryz,) h,(1,) + hy(r12,) hy (1,) = 0 bulunur. Bu ifade homo-tiirev

tanimlar1 kullanilarak diizenlendiginde,

0 = hy(r)hy(z1)hy(1r5) + hy(r)z1hy (1) + 110y (2 Ry (1) + Ry (1) ha(21) Ry (1)
Z1€EZR
+ hy(r)z1hy (1) + 117y (20 hy (1) = hy(r)hq(21)h,(12)
+ hy(r1)hy(z)hy (1) + (h1(7”1)h2(7”2) + hz(r1)h1(r2))z1
hi(r)ha(r2)+ha(r)hy(12)=0
+ 11(hy(2) hy (1) + hy(z1)hy (1))

h1(z1)h2(12)+hz(21)h1(12)=0

= hy(r))hy(z1)hy (1) + hy ()R, (21) hy ()

elde edilir. Yani,

hl(r1)h1(z1)h2(7”2) + h2(7”1)h2(z1)h1(7”2) =0,Vr,m, €ER,z; € Zp
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seklinde ifade edilir. Yukaridaki ifade bu bilgi ve h,(z;)h,(r,) = —h,(z,)h,(r;) ifadesi

yardimiyla diizenlendiginde
(h1 (7”1) —h, (7”1))}11 (Z1)h2 (rz) =0
bulunur. Burada 5 € R olmak iizere r, = 1,75 yazildiginda

0= (h1(7'1) — h; (T1))h1(z1)h2(7’27”3)
= (h1(7”1) - hz(7’1))h1(z1)h2(7'2)h2(7’3)
=0 ¢iinkil (hy(r1)—h2(r1))h1(21)h2 (1r2)=0

+ (h1(7”1) - h2(7’1))h1(z1)h2(7'2)7'3 + (h1(T1) - hz(r1))h1(z1)rzh2(r3)

=0 ¢iinkii (hy (r1)—h2(11))h1(21) 2 (1r2)=0

elde edilir. R halkasinin asalligindan her 1y,7,,73 €R,z; € Zp igin (hy(ry) —
hy(11))hi(z;) = 0 veya hy,(r3) = 0 elde edilir. h, = 0 olmast durumu geliski verir. O
halde, her r; € R,z; € Zy i¢in (hl(rl) — hz(rl))hl(zl) = 0 dir. Lemma 2.61 geregince
h,(z1) € Zg oldugundan (h,(r;) — hy (1) )RR, (z;) = 0 saglanir. R halkasinin asalligindan
her r; € R, z; € Zp igin (hy(ry) — hy(11)) = 0 veya hy(z;) = 0 elde edilir. Bu asamada

ispati iki farkli durumda inceleyecegiz.

1.Durum: Kabul edelim ki her r; € R i¢in h,(r;) — h,(r;) = 0 olsun. h; = h, gore hipotezi

diizenledigimizde
2h2 (Tl)hz (rz) = 0, VTl, rz € R

elde edilir. CharR # 2 oldugundan h,(r;)h,(r,) = 0 bulunur. Burada r; € R olmak iizere
T'1 yerine 7'17"3 yaledlglnda 0 = hz (rlrg)hz (7"2) = hz (rl)hz (T3)h2 (T'3) + hz (T‘l)T'3h2 (T'3) +
r1h, (r3)h, (r3) bulunur. Bu ifadede h,(r;)h,(r,) = 0 olmasi kullanilirsa

hz(Tl)T3h2(T3) = 0, VT‘l, 7"2, T3 € R

olur. R halkasinin asalligindan h, = 0 elde edilir. Bu durum h, # 0 segilisiyle ¢elisir.

2.Durum: Her z; € Z i¢in h,(z;) = 0 olsun. Hipotezde r; yerine z; € Z i¢in z;
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yazildiginda  h,(z;)h,(ry) + hy(z;)h;() = 0 bulunur. Son ifadeden h,(z;) =0
oldugundan  h,(z;)h,;(r,) =0  bulunur. Burada 13 €ER igin 1, =115
yazildiginda h,(z,) hy(r,) hy (13) + hy(2)hy ()75 + hy(2)15h (13) =0 olur.
h,(z;)h,(r;) = 0 oldugundan son ifadeden h,(z;)r,h;(r3) = 0 bulunur. R halkasinin
asalligindan h,(z;) = 0 veya hy = 0 olur. h; = 0 durumu celiski verir. O halde her z; €

Zg i¢in h,(z;) = 0 olur.

Teorem 3.2.1.4 R bir asal halka, char(R) # 2, hy ve h,, R halkasinin sifirdan farkl sifir
gii¢c degerli homo-tiirevleri olsun. h; + h,, R halkasinin bir homo-tiirevi ise her z; € Zy i¢in

h1(21) = h2 (Zl) = 0 dr.

Ispat: Keyfi x;,x, € R alalim. h; + h, homo-tiirev oldugundan

(hqy + hy)(x1x5) = (hy + hy)(xq)(hy + hy)(xy) + (hy + hy) (e)x, + x4 (hy + hy) ()
= (hy (1) + hy (1)) (e () + Ry (x2)) + (hy(xy) + hy(xq))xs,
+ 21 (hy () + hy(x3))
= hy(x)hi(x2) + hy (e )Ry (x5) + hy () Ry (x5) + hy (), (x5)
+ hy (x1)x, + hy(x)x, + x1hq (x5) + x1hy(x3)
= hy(x1)hy(x3) + hy(x1)hy (z) + Ry () hy (x5) + by (c)xy + xRy ()

h, homo-tiirev

+ hy (x1)hy (x2) + hy(x1)x, + x1hy ()

h, homo-—tirev

= hy(x1)h,(x2) + hy(x)hy (x3) + hy(x1x;,) + hy(x1x7)

saglanir. Yani,
(hy 4+ hy)(x1x5) = hy () hy(xz) + hy(x)hy(x3) + hy (x1x3) + hy(x1x,), VX1, x5, ER
dir. (hy + hy)(xyx,) ifadesi h, ve h, homo-tiirevleri yardimiyla diizenledigimizde
(hy + hy)(x1x,) = hy(x1%5) + hy(x1x,), V7,75 ER
elde edilir. Son iki ifadeyi birlikte diislindiiglimiizde

hl(x1)h2(x2) + hz(xl)h1(x2) =0,Vx;,x; ER
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sonucuna vartlir. Son ifadeden Lemma 3.2.1.3 1s18inda her z; € Zy icin h,(z;) = h,(z,) =

0 sonucuna varilr.

Teorem 3.2.1.5 R, 2-burulmasiz bir asal halka ve h, R halkasinin sifir doniisiimiinden farkl
sifir gii¢ degerli homo-tiirevi olsun. h?, R halkasinin homo-tiirevi ise o zaman R degismeli

bir halka veya h'z = 0 dur.
R

Ispat: Varsayalim ki h'z # 0 olsun. Keyfiry, 7, € R alalim. h? homo-tiirev oldugundan
R

h?(ry1) = h2(r)h?(ry) + h2(r)r, + 1 h? (1)
ifadesi saglanir. Bagka bir degisle h?(ryr,) = h(h(ri1;)) seklinde diisiindiigiimiizde

h*(ry13) = h(h(ri13)) = R(R(r)h(r;) + h(r)r, + k(1))
= h2(ry)h*(ry) + h2(r)h(ry) + h(r)h*(ry) + h2(r)h(r,) + R (),
+ h(r)h(ry) + h(r)h?(r,) + h(r)h(ry) + 1 h* (1)

elde edilir. Son iki ifadeden 2(h?(ry)h(r,) + h(r)h?(ry) + h(r)h(r;)) = 0 bulunur. R, 2-

burulmasiz oldugundan

h?(rh(ry) + h(r)h?(ry,) + h(r)h(r,) = 0,Vr, 15, ER (3.26)

olur. (3.26) denkleminde ;3 € R olmak iizere r; yerine r;73 yazildiginda elde edilen ifade h?

ve h homo-tiirev olmas1 kullanilarak diizenlendiginde

h?(r)h?(r3)h(ry) + h?(r)r3h(ry) + rih?(r3)h(ry) + h(r)h(3)h? (r,) + h(r)rsh?(ry)
+ 11 h(r3)h?(ry) + h(r)h(r3)h(ry) + h(ry)rsh(ry) + rh(r3)h(r,) = 0

bulunur. Bulunan ifade 71,h?(r3)h(ry) + 1 h(r3)h2%(ry) + 1 h(3)R(,) = 0 olmasi

kullanilarak diizenlendiginde
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h?(r)h?(r3)h(ry) + h*(r)rsh(ry) + h(r)h(r3)h*(ry) + h(r)rsh?(r,) +
h(ry)h(r;)h(ry) + h(r)rsh(r,) = 0,Vry, 1y, 13 ER (3.27)

bulunur. Tekrardan (3.26) denkleminde 7, yerine 157, yazildiginda elde edilen ifade h? ve h

homo-tiirev olmasi kullanilarak diizenlendiginde

h? (r)h(r3)h(r,) + h? (r)h(rs)r, + h2(7'1)7'3h(7'2) + h(7”1)h2(7”3)h2(7"2) + h(r1)h2(7"3)7"2
+ h(ﬁ)rshz (r2) + h(r)h(r3)h(ry) + h(r))h(r3)ry + h(r)rsh(r,) =0

olur. Bu ifade h2?(r)h(r3)r, + h(r))h?(r3)r, + h(r)h(r3)r, = 0 olmas1 kullanilarak

diizenlendiginde

h? (r)h(rs)h(r) + h2(7’1)7”3h(7”2) + h(r1)h2(r3)h2(rz) + h(r1)r3h2(7"2) +
h(r)h(r;)h(ry) + h(r)rsh(r,) =0, Vry, 15,73 ER (3.28)

elde edilir. (3.27) ve (3.28) ifadeleri birlikte diisiiniildiigiinde h?(ry)h?(r3)h(r,) —
h?(r))h(r3)h(ry) + h(r))h(r;)h%(ry) — h(r;)h?(r3)h?(r,) = 0 olur. Bu ifade

h? (r))h(h(r3) — 13)h(ry) — h(r)h(h(r3) - r3)h2(r2) =0

seklinde yazilir. h, R halkasi lizerinde sifir gii¢c degerli homo-tiirev oldugundan r3 yerine r3 +
h(rs) + h%(r3) + h3(r3) + -+ h"T3)71(1y) yazildiginda h2(r))h(=r3)h(ry) —
h(r;)h(—7r3)h?(r,) = 0 olur. Bir baska deyisle,

h?(r)h(r3)h(ry) — h(r)h(3)h?(ry) = 0,Vry, 15,73 ER
sonucuna varilir. h'z # 0 oldugundan en az bir 0 # z € Zy vardir 6yle ki h(z) # Odir. Son
R

ifadede r; yerine z yazildiginda elde edilen ifade h(z) € Z; olmast kullanilarak

diizenlendiginde
(R?2(r)h(ry) — h(r))R*(r,))h(2) = 0,Vry, 7, €R
bulunur. Buradan her 7,7, € R i¢in (hz(rl)h(rz) - h(rl)hz(rz))Rh(z) = 0 elde edilir. R

halkasinin asalligi ve h(z) # 0 olmasi kullanilarak her r;,7, € R igin
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h? (rph(r,) — h(7’1)h2(7'2) =0
olur. (3.26) denklemi h?(ry)h(r,) — h(r;)h?(r,) = 0 olmas1 kullanilarak diizenlendiginde
2h(r)h?*(ry) + h(r)h(ry) = 0,Vr, 1, €ER

sonucuna varilir. Bu ifade bir baska deyisle h(r;)(2h?(r,) + h(r;)) = 0 seklinde yazilir.
Burada r; yerine z yazildiginda elde edilen ifade h(x) € Zy kullanilarak diizenlendiginde

h(z)R(2h?*(r,) + h(ry)) = 0 bulunur. R halkasinin asalligi ve h(z) # 0 olmasi kullanilarak
h(rz) = —ZhZ(TZ)J VTZ €ER

elde edilir. h ve h? homo-tiirevler oldugundan

h*([ry,7,]) = [R?(1y), K2 ()] + [R2 (1), 1] + [14, A2 ()] (3.29)

h([ry,7,]) = [h(r1), h(r2)] + [A(ry), 2] + [y, h(72)] (3.30)

ifadeleri saglanir. 0 = 0 + 0 + 0 ifadesinden yola ¢ikarak

(hz([rler]) + (_hz([rllrz])))
= ([hz (), h? (r)] + (—[hz(ﬁ)» hz(rz)]))
+ ([hz (rl)ITZ] + (_[hz(rl)irZ])) + ([rli hZ(Tz)] + (_[rllhz(rZ)]))

ifadesini elde ederiz. Bu ifade (3.29) denklemi kullanilarak diizenlenirse

—h*([ry, 1,]) = =[h* (1), R2(r,)] = [A* (1), 1] — [Tl:hz(rz)] (3.31)

bulunur. (3.31) denklemini iki kere kendisi ile topladigimizda

—2h*([ry,12]) = —[2h* (1), R* ()] — [2R* (1), 72 ] — [rl,ZhZ(rZ)]
olur. Bu ifade h(r,) = —2h?(r,) yardimu ile diizenlendiginde
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(_th)([rprz]) = [(_th)(ﬁ); h*(r)] + [(_th)(”fl);rz] + [ry, (_th)(rz)]

elde edilir. Elde edilen ifade h(r,) = —2h?(r,) yardimiyla tekrar diizenlendiginde

h([ry, 15]) = [A(ry), K2 ()] + [h(ry), 1] + [y, R(12)] (3.32)

bulunur. (3.32) ve (3.30) denklemlerini birlikte diisiindiigiimiizde
[h(T'l), hz(rz) - h(rz)] = 0, VT‘l, T'2 € R

olur. 0 = [h(ry), h(h(r,) —1,)] seklinde diizenlenir. Burada h sifir gli¢ degerli bir homo
tiirev oldugundan r, yerine r, + h(ry) + h%(ry) + h3(ry) + -+ + h*02~1(1,) yazildiginda

0 = [h(ry), h(h(r, + h(ry) + h2(1y) + h3(1y) + =+ + KD 71(1,) ) — 1, — h(r,) —
h%(r,) — h3(ry) — - — hn(rZ)_l(Tz) )] = [h(ry), h(—1;)] = =[h(ry), h(r;)] elde edilir.

Yani,
[h(rl)l h(rZ)] = 01 vrll rZ € R

dir. Teorem 2.62 geregince R degismelidir.

Lemma 3.2.1.6 R bir asal halka ve h, R halkasinin sifir giic degerli homo-tiirevi olsun.

h(R) € Z kosulu saglaniyorsa R degismeli bir halka veya h'z =0 dir. Ek olarak,
R

char(R) # 2, h(R) c Zg ve h'z = 0ise h = 0 dur.
R

Ispat: Keyfiry, 7, € R alalim. Hipotezden h(ry1;) € Zg dir. Buise h(ry)h(ry) + h(r)r, +
r h(r,) € Zg demektir. Halkanin merkezi alt halka oldugundan h(r;)h(r,) € Zy olur, bu

bilgi 1s181nda
h(r)r, + rh(ry) € Zg,Vry, 1, ER

elde edilir. Son ifadede z € Z olmak lizere r, yerine 1,z yazildiginda
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h(r)r,z + rh(r,z ) = h(r))r,z + ryh(ry,)h(z) + r h(ry)z + ryr,h(2)
= (h(rl)r2 + rlh(rz))z + 1, (h(ry) + rp)h(2)

bulunur. (h(r)r, + r1h(1r,))z + 1, (h(ry) + 1)R(2) € Zz ve (h(r)ry +11h(ry))z € Zg
oldugundan r;(h(r,) + r,)h(z) € Z; elde edilir. Son ifadede r, yerine r, — h(ry) +
h2(ry) — h3(ry) + - + (=1)"02D=1pn(2) =1 (1) yazildiginda
£t [h (Tz —h(ry) + h?(1) = h3(r) + - + (—1)n(r2)_1hn(T2)_1(Tz)) + 15— h(ry)
FR2 () = B3 (ry) + -+ (=DM TRDT ) | ()
=n [h(rz) — h%(ry) + h3(r,) — h4(r3) + et (—1)n(r2)_1hn(r2)(7"2) +1
— h(ry) + h2(ry) — h3(r,) + - + (=)D LR 1 (1) [ R(2)
=11 (rp + (DR (1)) h(2)
elde edilir. h, R halkasinin sifir gii¢ degerli homo-tiirevi oldugu i¢in h"(2)(r,) = 0 dir. Bu

durumda 7y (rz + (—1)”(T2)‘1h"(rz)(r2)) h(z) € Zg ifadesi (—=1)"2)~1pn(2)(r,) =0

olmasi kullanilarak diizenlendiginde
rrh(z) € Zg, V1,7, ER,Z € Zy

sonucuna varilir. Lemma 2.58 geregince her r;,7, € R,z € Zy i¢in i1, € Zy veya h(z) =

0 bulunur. Bu asamada ispat iki asamada incelenecektir.

1.Durum: Her r;,, € R i¢in 31, € Zg olsun. Keyfi r3, 7, € R alalim. R halka oldugundan
(ry1y)1r3 € Zgdir. Buradan [(ry1,)13,74] = 0 yazilir. Bu ifade Ly 0Ozelligi ve rr, € Zg

ifadesi kullanilarak diizenlendiginde

0= [(nr)rs,nl] = (mr)lrs,rl + [(nr), il
=0, ¢unkl rir,€ZR

elde edilir. Bu ise

(rr)lrs, ] =0,V 1ry, 1,153,174, ER
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demektir. R halkasmnin asallig1 kullanilarak her r4,75,7, € R ;, = 0 veya [r3,7,] = 0 elde
edilir. R halkasi sifir halkasindan farkli oldugu igin her 3,7, € R igin [r3,7,] = 0 dur.

Dolayistyla R halkas1 degismelidir.

2.Durum: Her z € Zy igin h(z) = 0 olsun. Keyfir; € R alalim.
ZEZR
h(ryz) = h(ry) @ +h(r)z+ 1 h(z) =h(y)z = zh(ry)
=0 =0

saglanir. Bu durumda her r; € R ve z € Z; i¢in h(ryz) = h(r)z = zh(ry) = h(zr,)

bulunur. Her 7,7, € R i¢in h(r)r, + r,h(r,) € Zg oldugu biliniyor. Bu durumda, 0 =

h(h(ﬁ)rz + T1h(7”2)) = h? (r)h(ry) + h? (r)r, + h(rDh(r,) + h(ﬁ)hz(rz) +

h(r))h(r,) + r1h?(ry) = 2h(r;)h(r,) olur. Baska bir deyisle her 1,7, € R i¢in
2h(r)h(ry) =0

yazilir. Kabul edelim ki charR # 2 olsun. Bu durumda son esitlikten h(r;) h(r,) = 0 yazilir.
h(R) c Zg oldugundan her r;,7, € R i¢in h(r;)Rh(r,) = 0 dir. R halkasinin asalligindan
h = 0 dir.

Teorem 3.2.1.7 R bir asal halka olsun. Her 7,7, € R i¢gin

hy(r)hy(r2) = h3(r)ha(ry)

olacak sekilde R halkasinin sifir gii¢ degerli sifir dontistimiinden farkli h4, h,, h3, h, homo-

turevleri olsun.

1. h1|Z # 0ise hy = h; ve h, = h, olur. Ek olarak, h1|Z = 0 ancak ve ancak
R R

h3IzR = 0 dir.
il. hzlz # 0ise hy = h; ve h, = h, olur. Ek olarak, h2|Z = 0 ancak ve ancak
R R
h4IzR = 0 dur.

Ispat:
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i) Kabul edelim ki h1|Z # 0 olsun. O halde, en az bir 0 # z € Zy i¢in h,(z) # 0
R

vardir ve Lemma 2.61 geregince h,(z) € Zp dir. Hipotezde 1, yerine r;z alinirsa

h,(r,z )h,(ry) = h3(1r1Z )hy(ry) bulunur. h; ve h; homo-tiirev oldugundan,

hy(r1)hi(2)hy(1ry) + hy(r1)zhy(ry) + r1hy (2) hy (1)
= h3(r)h3(2)hs(ry) + h3(r1)zhy (1) + 11 h3(2)ha(r2)

elde edilir. Bu ifade,

ZEZR hi(r1)hy(r2)=h3z(r1)ha(r2) ZEZR

hy(r)zhy(ry) 2 hy(r)hy(r)z = hs(r)h(r2)z = h3(r1)zhy(r,)
ve 1 (2)hy(1ry) = rihs(2)hy (1) ifadeleri yardimiyla diizenlendiginde
hy(r)h(2)h,(ry) = h3(r))h3(2)h,(r,) bulunur. Son bulunan ifade h;(z)h,(ry) =
h,(z)h,(r,) ifadesi yardimiyla diizenlendiginde

(h1(7”1) — h3 (7’1))h1(z)h2(7’2) =0, Vr, 1, ER

elde edilir. hy(z) € Zg oldugundan yukaridaki ifadeden (hy(ry) — hs(ry))h, ()RR (2) =
0 yazilir. R halkasinin asal halka olmasi ve h,(z) # 0 ifadesi birlikte diistiniildiigiinde her
r, 17, € R igin (hy(ry) — h3(r))hy(13) = 0 elde edilir. Burada 75 € R olmak iizere

r, yerine 1,13 yazildiginda (hy (1) — hs(ry) )hy(15753) = 0 olur. Bu ise

0= (h1(7”1) — h3 (7"1))h2 (ryr3) = (h1(7”1) — hs (ﬁ))hz(rz)hz(rs) +
=0,ginkii (hy(r1)—hz(ry))hz(1r2)=0

(h1(7”1) — h3 (7"1))h2 (r)rs + (h1(7”1) - hs(ﬁ))rzhz(rs) = (h1(7”1) - h3(r1))r2h2(r3)
=0,¢inkii(hy(ry)—h3(r1))hz (r;)=0

demektir. Yani herr;, 75,75 € R igin (hy (1) — h3(ry))ryh,(15)=0 olur. Burada R halkasmin
asallig1 ve h, homo-tiirevinin sifirdan farkli oldugu birlikte diisiildiiglinde her r; € R i¢in
h,(r;) — h3(r;) = 0 bulunur. Buise h; = h; demektir. Hipotez h; = h; ifadesi kullanilarak

diizenlendiginde
h1(7”1)(h2(7”2) - h4(7”2)) =0, Vr,n, ER

bulunur. 73 € R i¢i bulunan ifadede r; yerine ryr; yazildiginda 0 = hy (rlrg)(hz (ry) —

h4(7"2)) = h1(7"1)h1(r3)(h2 (7”2) - h4(7”2)) + hl(r1)7”3(h2(7”2) - h4(r2)) +
=0,ginkii hy (r3)(hz(r2)—ha(r2))=0
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T1h1 (rg)(hz (rz) - h4(1’2)) = h1 (7"1)7"3(h2 (rz) - h4 (rz)) bulunur. Burada R halkaSIIlln

=0,¢iinkii h(r3)(hz(12)—ha(r2))=0

asallig1 ve h; homo-tiirevinin sifirdan farkli oldugu birlikte diisiildiiglinde her r; € R i¢in

h,(ry) — hy(ry) = 0 bulunur. Bu ise h, = h, demektir.

Simdi ise h1|Z = 0 olsun. Keyfi z € Z alalim. Hipotezde r; yerine z yazildiginda
R
h,(z) hy(ry) = h3(2)h,(ry) olur. Buradan her r, € R,z € Z igin h3(z)h,(r,) = 0 dir. En
=0
son ifadede 3 € R olmak iizere 7, yerine r,13 yazildiginda

0 = h3(2)hy(ry13) = h3(2)hy(13) hy(r3) + h3(2)hy (1) 13 + h3(2)12hy (13)

= h3(2)ryhy(r3)

bulunur. Her 7,,73 € R,z € Zy i¢in h3(z)r,h,(r3) = 0 dir. R halkasinin asalligindan ve h,
homo-tiirevinin sifir doniistimiinden farkli oldugundan her z € Zy i¢in h3(z) = 0 sonucuna

varilir. Boylece,

h1|ZR =0= h3|ZR =0

dir. Simdi ise h3|Z = 0 olsun. Keyfi z € Zp alalim. Hipotezde r; yerine z yazildiginda
R

hi(z)h,(ry) = h3(2) ha(ry) olur. Buradan her 7, € R,z € Zy i¢in hy(2)h,(r,) = 0 dir.
=0
13 € R olmak iizere en son ifedede r, yerine r,13 yazildiginda

0 = hy(2)h,(1ry13) = hy(2)hy (1) hy(r3) + hy(2)h, (1) 13 + hy(2)1hy (13)

=0 =0

= hy(2)rhy(13)

bulunur. Her 7,73 € R,z € Zy igin h,(z)r,h,(r3) = 0 dir. R halkasinin asalligindan ve h,
homo-tiirevinin sifir déniistimiinden farkli oldugundan her z € Zy i¢in h;(z) = 0 bulunur.

Boylece,

h3 :0:>h1|ZR:0

|ZR

dir. O halde,

sonucuna varilir.
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i1) Varsayalim ki hzlz # 0 olsun. O halde, h,(z) # 0 kosulunu saglayan en azbir 0 # z €
R

Zg vardir. Lemma 2.61 geregince h,(z) € Zy dir. Hipotezde r, yerine r,z yazildiginda
h,(r))h,(ry,z) = h3(r))hse(ry2z) olur. Bu ifade h, ve h, doniisimlerinin homo-tiirev
olmalar1 kullanilarak diizenlediginde h,(r)hy(r)hy(2) + hy(r)hy(ry)z +
hy(r)ryhy(2) = hs(r)ha () ha(2) + hy(r)hy(ry)z + h3(r))r,h,(z)  bulunur. Bu ifade

hy(r)hy(ry)z = hs (r)hy(ry)z ve
hy(z)€Zg hy(r1hz(2)=h3(r1)ha(2)
hy(r)rahy(2) = hy(ry)h,(2)r, = hs(r1)hs(2)T, ifadeleri

kullanilarak diizenlendiginde her 7y, 7, € R i¢in hy(ry)h,(1r2)h,(z) = h3(r)h,y(1r2)ha(2)
elde edilir. Burada h,(z), h,(z) € Zg oldugundan h,(r;)h,(2)h, (1) = hy(r1)ha(2)hy (1)
olur ve bu ifadede h5(ry)h,(z) = hy(r)h,(2) ifadesi kullanilarak tekrar diizenlendiginde

h,(r1)hy(2)h, (1r2) = hy(r)hy(2)hs(r,) elde edilir. Yani her ry, 7, € R i¢in
hi(r)hy(2) (hy () — ha(1)) = 0

dir. h,(z) € Zy oldugundan yukaridaki ifade h,(z)h,(r;)(h,(r2) — he(r3)) = 0 seklinde
yazilir. Bu ifadeden her 1,7, € R i¢in h,(z)Rh (1) (h,(r;) — hu(1,)) = 0 elde edilir. R
halkasinin asalligi ve h,(z) # 0 ifadesi kullanilarak her r;,7, € R igin hy(ry)(h,(1y) —
hy(r,)) =0 bulunur. Bu ifadede 13 € R olmak iizere 1, =mrr; yazildiginda
hq(rir3)(hy(ry) — hy(r,)) = 0 olur. Buradan
0 = hy (1) hi(r3) (hy (1) — hy (1)) + hy (r)13(hy (1) — hy(ry))
=0,¢inkii hy (73)(hz (72)—ha(72))=0

+ r1h1(7”3)(h2(7"2) - h4(7"2)) = h1(7'1)7'3(h2(r2) - h4(7‘2))
=0, ¢linkii hi(r3)(hz(r2)—ha(r2))=0

dir. Yani,
hy(r)r3(hy(ry) — hy(r)) = 0,Vry, 15,73 €R

olur. Burada R halkasinin asallig1 ve h; homo-tiirevinin sifirdan farkli olmasi kullanilarak
her r, € R igin h,(r,) — hy(r,) = 0 bulunur. Bu ise h, = h, demektir. Hipotez h, = h,

ifadesi kullanilarak diizenlendiginde

(h1(7”1) - h3(7”1))h2(7”2) =0,Vr,, ER
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bulunur. Bulunan son ifadede r; € R olmak flizere 1, yerine 7,13 yazildiginda 0 =
(h1(7'1) — hs (7'1))h2 (ryr3) = (h1(7”1) - h3(7”1))h2(7”2)h2(7'3) +
=0,¢iinkil (hq(ry)—h3(r1))ha(rz)=0

(h1(r1) — hs (T1))h2 (r)rs + (h1(7”1) — h3 (7”1))7”2}12(7”3) = (h1(r1) — h3 (r1))7'2h2(r3)

=0,¢iinkii (h1(r1)—h3(r1))ha2(r2)=0

elde edilir. Burada R halkasinin asalligi ve h, homo-tiirevinin sifirdan farkli olmasi

kullanilarak her r; € R i¢in h,(r;) — h3(ry) = 0 bulunur. Bu ise h; = h; demektir.

Simdi ise hzlz = 0 olsun. Keyfi z € Z, alalim. Hipotezde r, yerine z yazildiginda
R

hi(ry) hy(2) = hy(r;)hs(z) olur. Buradan her 7, € R,z € Zy igin h3(r)hu(z) =0
=0

bulunur. En son ifadede 3 € R olmak iizere r; yerine r; 73 yazildiginda

0 = h3(r13)hy(z) = h3(r)hs(r3)he(z) + hs(rrshy(z) +  1r1hs(r3)hy(2)
=0, ¢unki h3(r3)hs(z)=0 =0, ¢inki hz(r3)hs(z)=0

bulunur. Her r,13 € R,z € Z igin h3(ry)r3h,(z) = 0 dir. R halkasinin asalligindan ve hs
homo-tiirevinin sifir doniistimiinden farkli oldugu birlikte diisiiniildiiglinde her z € Z i¢in

h,(z) = 0 olur. Boylece,

hz =0=>h4|ZR=0

|ZR

dir. Simdi ise h4|Z = 0 olsun. Keyfi z € Zz alalim. Hipotezde r, yerine z yazildiginda
R
h,(r1)h,(z) = h3(r;) hy(z) olur. Buradan her 7, € R,z € Zp igin hy(r))h,(z) =0
=0

bulunur. Bulunan ifadede 3 € R olmak {izere r; yerine ;73 yazildiginda

0 = hy(rir3 )hy(2) = hy(r)h (13 )hy(2) + hy(r)r3hy(z2) + 1Ry (r3)h,(2)

=0,<;1"mk1"1 hl(r3)h2 (Z)=0 =0,¢;1'jnk1'j hl(rg)hz(Z)=0

= hy(r)13h,(2)

bulunur. Her 1,73 € R,z € Zg i¢in hy(r;)1r3h,(2z) = 0 dir. R halkasinin asalligindan ve h;
homo-tiirevinin sifir doniisiimiinden farkli oldugu birlikte diisiiniildiiglinde her z € Zy i¢in

h,(z) = 0 dir. Boylece,

h4 :0:>h2|ZR:0

|ZR

dir. Dolaysiyla,

58



h
2|ZR

sonucuna varilir. Yapilanlar asagida 6zetlenmistir.

=0c>h4|ZR=0

4|ZR

_ h1|ZR -
v N /
hllZR = O h1|ZR * 0 , h2|ZR = 0
¢ U g
-h3|ZR =0 hy = hsve hy, = hy| |p,(Zz) = 0
_ 3|ZR _
v N v
h3|ZR =0 h3|ZR 0 h4|ZR =0
) U ’ ()’
1|ZR = O 1|ZR - 0 h2|ZR = 0
U
| h1 r h3 ve h2 = h4_

h
ZIZR

h1 = h3 ve hz = h4_

hzlzR 0

h2=h4_

N

h4|ZR # 0

U

thZR # 0

U

Ornek 3.2.1.8 R sifirdan farkl sifir béleni bulunmayan birimli bir halka ve

bilesenleri R halkasinin elemani olan 2 X 2 tipindeki matrislerin halkasi olan M, (R) nin alt

halkas1 olsun. 0, # 1pe,;, 1re11 € k ve keyfi bir 7r1eqq + 11361, + 1565, € K i¢in

Kk = {rj1e11 + ripe1p + 12265,|111, 712,722 € R}

1pess (111611 + 112612 +122655)1pe11 = 0, dir. O halde, k asal halka degildir.

Zy ={z11e11 + Z11€55|211 € R}

seklinde tanimlanan kiime k halkasinin merkezidir.

hyti = i, hy (111611 +Tz€15 +126p,) = —Tp1€97 — 112642

Ve

hyik = K, hy(ry€11 + Tip€15 +192€25) = —Tip611 —Tpz€p;

seklinde tanimlanan doniisiimlerin kapali ve iyi tanimli oldugu kolayca goriliir. Keyfi

711611 + 712612 + 122€22,511€11 + S12€12 + Sy2€5, € Kk alalim.
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hi(ri1€11 + Ti2€12 + 1282, + 511811 + 512812 + 522€5)
= hy((r1q + s11)e11 + (rip + s15)e1, + (12 + 525)€52)
= —(r1y +511)e1q — (2 + s12)eq;
= (—T11€11 — T2€12) + (—=511€11 — S12€12)

= hy(rj1€11 + 112612 +13657) + hi(s11€11 + S12€12 + 522€55)

esitligi saglandigindan h; toplamay1 korur.

h1((7’11e11 + 1ripe15 + 13€,) (511611 + S1p€15 + 522922))
= hy (11511611 + (111812 + 112522) €12 + 122522€22)

= —T11511€11 — (7”11512 + 7’12522)912

veE

hi(r11€11 + 112€15 + 122€25)R5 (511611 + 512812 + S22€27)
+ hy(r11€11 + 112€15 +122€25)(S11€11 + S12€12 + Sp2€22)
+ (r11€11 + 112612 + 1a2e22) R (S11€11 + S12€12 + Sp2€22)
= (—111€11 — 12€12)(—S11€11 — S12€12)
+ (—711€11 — 112€12)(S11€11 + S12€12 + 522€23)
+ (r11€11 + r12€12 + 12€2,)(—S11€11 — S1z€12)

= —T11512€11 — (T11512 + T12522) €12
esitliklerini sagladigindan h; toplamsal doniisiimii homo-tiirevdir.
hz((rueu + 1r1pe10 + Tpz€5,) + (11611 + Spp€15 + 522922))
= hz((’"u + s11)e11 + (g +512)eq, + (1 + 522)322)
= —(r12 + s12)e11 — (a2 +522)ep,

= (—Tpe11 — Ty2€5;) + (—S13€11 — Sp2€22)

= hy (111611 + 112e15 +122€27) + hy(S11€11 + S12€1 + Sp2€22)
esitligi saglandigindan h, toplamay1 korur.
hz((7"11e11 + 112€17 + 122657)(S11€11 + S1p€92 + 522922))

= hy(ry1S11€11 + (11512 + 112522) €12 + 122522€22)

= — (111512 + 112522)€12 — 122522€22

Ve
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hy(r11€11 + Tize12 + 12€22)ha(S11611 + S12€12 + S52€2;)
+ hy(r11€11 + Tize12 + 12e2,)(S11€11 + S12€12 + Sp2€22)
+ (ri1e11 + 112612 + 122652) R (S11€11 + 51212 + S32€2;)
= (—T12€11 — 122622) (—S12€11 — 522€32)
+ (72811 — 122€25) (S11€11 + S12€12 + S22€2;)
+ (ri1e11 + r2€12 + 12€25) (—S12€11 — S22€27)

= —(7’11512 + 7’12522)312 — T22522€27

esitlikleri saglandigindan h, toplamsal doniigiimii homo-tiirevdir. Bu bilgiler dogrultusunda
Kk X kK halkas1 tizerinde keyﬁ X =T11€11 + T12€12 + 22€22,Y = S11€11 + S12€12 + 522622 €

K olmak iizere,

H : KXk - KXK
x,y) = (hi(x),0,)

H, : KXk - K XK
(x,y) = Ouh()

Hy : KXk - K XK
(x,y) = (ha(x),04)

H, : KXk - K XK
xy) = (0 h(¥)

seklinde tanimlansin. H;, H,, H; ve H, doniisiimleri h; ve h, homo-tiirevleri ile belirli
oldugundan kapali, iyi tanimhi ve k X k halkasinin homo-tiirevleridir. k¥ X k halkas1 asal
halka degildir ve merkezi Z,y, = {(z11€11 + Z11€22, X11€11 + A11€221211, X411 € Z,}

seklindedir. Keyfi X,Y € k X k i¢in,
H{(X)H,(Y) = H3(X)H,(Y)

esitliginin saglandig kolayca goriiliir. Fakat ne H; = H; ve H, = H, ne de Hllz =0,

KXK

H, =0,H; =0ve H, = 0 esitlikleri saglanir. O halde, Teorem 4.1.7 nin 6n
V4 V4

1 Zyexxc KXK KXK

kosulunda bulunan segilen halkanin asalli1 veya secilen homo-tiirevlerin sifir gii¢ degerli

olmasi Teorem 3.2.1.7 i¢in kaldirilamaz hipotezlerdir.

Sonug 3.2.1.9 R bir asal halka olsun. Her 7,7, € R i¢in
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hy(r1)hy(ry) = hy(r)ha(12)

olacak sekilde R halkasinin sifir giic degerli sifir doniisiimiinden farkli h; ve h, homo-

tiirevleri olsun. Bu durumda, h; = h, veya h1|Z =h, = 0dr.
R R

|z

Sonuc 3.2.1.10 R bir asal halka olsun. Her 7;,7, € R igin

hy(r1)h,(1ry) = hy(r1)hy(12)

olacak sekilde R halkasinin sifir giic degerli sifir doniistimiinden farkli h; ve h, homo-

tiirevleri olsun. Bu durumda, h; = h, veya h1|Z =h, =0dr.
R R

Iz

Teorem 3.2.1.11 R bir asal halka, h; ve h,,R halkasinin sifir gii¢ degerli sifir

doniisiimiinden farkli homo-tiirevleri olsun. a, b € R olmak iizere her r € R igin
ah,(r)+ h,(r)b =0

kosulu saglaniyorsa a = —b € Zp veya h1|Z = hzlz = 0 dir.
R R

Ispat: a = b = 0 olmas1 durumunda ispat gergeklenir. Dolayisiyla, a # 0 ve b # 0 olmas1

durumunu incelecegiz. Varsayalim ki h1|Z = 0 olsun. Hipotezde z € Zz olmak lizere r
R

yerine z yazildiginda ah,(z) + h,(2)b = 0 olur. Bu ifade h,(z) = 0 olmasi kullanilarak
diizenlendiginde h,(z)b = 0 bulunur. Lemma 2.61 geregince h,(z) € Zgdir. Dolayisiyla,
h,(z)Rb = 0 bulunur. R halkasmin asalligi ve b # 0 olmasi kullanilarak h,(z) = 0 dur.
Keyfi bir z € Zy i¢in gerceklendiginden her z € Zyicin gergeklenir. O halde h2|ZR = 0 dir.

Bu durumda

hllZR = 0 = h2|ZR = 0

sonucuna varilir. Simdi ise h2|Z = 0 olsun. Keyfi z € Z, alalim. Hipotezde r yerine z
R

yazildiginda elde edilen ifade h,(z) = 0 olmasi kullanilarak diizenlendiginde ah,(z) = 0
bulunur. Lemma 2.61 geregince h,(z) € Zgdir. Bu bilgiler 1s518inda aRh,(z) = 0 elde
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edilir. R halkasinin asallig1 ve a # 0 olmasi kullanildiginda h;(z) = 0 dir. Bu durum her

Z € Zjy icin gercekleneceginden hzlz = 0 bulunur. O halde
R
h2|ZR =0> h1|ZR =0

bulunur. Bu iki durumdan

h1 =0@h2|ZR=0

|ZR
sonucuna varilir.

Varsayalim ki h1|Z # 0 olsun. O halde, en az bir 0 # z € Z vardir dyle ki hy(z) # 0 dir.
R

Lemma 2.61 geregince h,(z),h,(z) € Zp dir. Hipotezde r yerine rz yazildiginda
ah,(rz) + h,(rz)b = 0 olur. Son ifade h; ve h, doniisimlerinin homo-tiirev olmasi

kullanilarak dizenlenirse

0 = ah,(r)h,(z) + ah,(r)z + arh,(z) + h,(r)h,(z)b + h,(r)zb
bezZg
+1hy,(z)b £ (ah,(r) + h,(r)b)z + ah,(r)h,(2) + hy(r)h,(2)b
=0,¢linki ah1(r)+h,(r)b=0

+ arh,(z) + rh,(z) = ah(r)h,(z) + h,(r)h,(2)b + arh,(z) + rh,(2)b

bulunur. Buradan
a(h,(r) + r)h,(2) + (hy(r)+r)h,(2)b =0

yazilir. Son ifadede h,(z)b = —ah,(z) yazildiginda elde edilen ifade h;(z) € Zg olmasi
kullanildiginda

(alhy(r) +7) = (ho(r) +T)a)hy(2) = 0

olur. Buradan (a(h,(r) +r) — (h,(r) + r)a)Rh,(z) = 0 olur. R halkasinin asalligi ve

hi(z) # 0 olmasi kullanilarak herr € R i¢in (a(h,(r) + r) — (h,(r) + r)a) = 0 bulunur.

h1|Z # 0 oldugu i¢in h1|Z # 0 oldugu bulunur. Dolayisiyla, 0 # z € Zy icin h,(z) # 0
R R

dir. (a(h,(r) + 1) — (h,(r) + r)a) = 0 ifadesinde r yerine z yazildiginda,

ah,(z) —h,(z)a=0 (3.33)
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demektir. Burada h,(z)b = —ah,(z) olmasi kullanildiginda
hz(Z)(a + b) =0

elde edilir. h,(z) € Zg oldugundan son ifadeden
h,(z)R(a + b) = 0 yazilir. R halkasinin asallig1 ve h,(z) # 0 olmasi kullanildiginda a +
b = 0 bulunur. Bu ise a = —b demektir. Keyfi r € R alalim. Hipotezi a = —b ifadesi

kullanilarak diizenlendiginde
ah,(r) —h,(r)a=0

elde edilir. Burada z € Zp olmak ilizere r =rz yazildiginda ah,(rz) — h,(rz)a =
ah,(r)h,(z) + ah,(r)z + arh,(z) — h,(r)h,(z)a — h,(r)za — rh,(z)a = 0  bulunur.

Bulunan bu ifade h,(r)za = h,(r)az ve h,(z) € Zy olmasi kullanilarak diizenlendiginde

0 = ah,(r)h,(z) + ah (r)z + arh,(z) — h,(r)h,(z)a — h,(r)az — rh,(z)a
= (ah,(r) + h,(r)a)z + (ar —ra)h,(z) + ah,(r)h,(z) — h,(r)h,(z)a

=0

elde edilir. Son ifadede h,(r)h,(z)a = h,(r)ah,(z) = ah,;(r)h,(2) olmasi
kullanildiginda 0 = (ar — ra)h,(z) + ah (r)h,(z) — h,(r)h,(2)a = (ar — ra)h,(z) +
ah,(r)h,(z) — ah,(r)h,(2) bulunur. Bu ise her r € Zy i¢in 0 = (ar — ra)h,(z) demektir.
Buradan h,(z) € Zg oldugundan 0 = (ar — ra)Rh,(z) yazilir. R halkasinin asallig1 ve
h,(z) # 0 olmasi kullanildiginda a € Zj elde edilir. h1|ZR # 0 durumunda h2|ZR # 0 dir.

Dolayisiyla hZIz olmas1 durumunda da ispat tamamlanmis oldu.
R

Ornek 3.2.1.12 R sifirdan farkl sifir bleni bulunmayan birimli bir halka ve
K = {ri1e11 + 1z€12 + 122852711, 12, 722 € R}

bilesenleri R halkasinin eleman1 olan 2 X 2 tipindeki matrislerin halkast olan M, (R) nin alt

Or

halkas1 olsun.
Or

OR OR OR 1R OR] . rll rlZ ..
OR] * [OR 1R],[0R Op € k ve keyfi bir 0g rzz] € K i¢in

0r Og][m1 T2][1g OR]_[OR OR] .
[OR 1R“0R Tzz] [OR 0r) =~ 10 0p dir. O halde, k asal halka degildir.

Zy = {z11€11 + Z12€15 + Zy2€551214, 212, 255 € R}

k halkasinin merkezidir.
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hiti = i, hy (11611 +Tpe15 +1p6p,) = —Tp1€91 — 112642
Ve
hpik = ik, hy (€1 + Tip€15 +192€0,) = —Tipe11 —Tppep;

seklinde tanimlanan doniistimlerin kapali ve iyi tanimli oldugu kolayca goriliir. Keyfi

11611 + 12612 + 22€22,511€11 + S12€12 + S§22€29 EK alallm.

hi(ri1€11 + Tiz€12 + 1282, + 511811 + 512812 + 522€5)
= hy((r11 + s11)e11 + (rip + s15)e1; + (12 + 525)€32)
= —(r1y +511)e1q — (2 + s12)eq;
= (—7111811 — T2€12) + (—=511€11 — S12€12)

= h1(7’11e11 + 12612 + rzzezz) + h1(511e11 + S1z€12 + Szzezz)

esitligi saglandigindan h; toplamay1 korur.

h1((7’11e11 + 72612 + Tzzezz)(snen + 512612 + 522922))
= hy(r11511€11 + (111512 + T12522) €12 + 122522€2,)

= —11351111 — (111512 + T12522)€12

ve

hi(r11€11 + 112€15 + 122€22)R5 (511611 + 512815 + 522€2;)
+ hy(ri1eq1 +112€12 +122€2,) (511811 + S12€12 + Sz2€27)
+ (11811 + 112612 +122622) Ry (511811 + S12€12 + Sp2€27)
= (—111€11 — T12€12)(—S11€11 — S12€12)
+ (=r11€11 — 112€12)(S11€11 + S12€12 + 522€23)
+ (11811 + 112812 + 122€22)(—S11€11 — S12€12)

= —T11812€11 — (11812 + T12522) €12

esitliklerini sagladigindan h, toplamsal doniisiimii homo-tiirevdir.

hz((r11e11 + Tipe1p + 1a0e2,) + (S1141 + 51610 + 522922))
= hy((r11 + s11)e11 + (riz + s12)eqy + (rp + 522)322)
= —(r12 + s12)e11 — (122 + 522)€32
= (—T12611 — T22€22) + (—S12€11 — 522€32)

= hy (111611 + 112€15 + 12z€27) + hy(S11€11 + S12€1 + Sp2€22)
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esitligi saglandigindan h, toplamay1 korur.

hz((”nen + 1ripe15 + 133622) (5116191 + S1p€42 + 522922))
= hy(ry1S11€11 + (111512 + 112522) €12 + 122522€22)
= — (111512 + 112522)€12 — 122522€2,

ve

hy(ri1€11 + Tige1z + T22€22)ha(S11€11 + S12€12 + Sp2€22)
+ hy(ri1eq1 + Tipe12 + 122625) (511811 + S12€12 + S22€22)
+ (111611 + 112812 + 1a2€22) (511611 + S12€12 + S22€52)
= (—T12€11 — 722€22) (—S12€11 — S22€22)
+ (=7T12611 — 122€22)(S11€11 + S12€12 + 522€3;)
+ (ri1eq1 + 112612 +122652) (=S12€11 — 522€22)
= — (111512 + 112522)€12 — 122522827
esitlikleri saglandigindan h, toplamsal doniisimii homo-tiirevdir. a = —1zeq; ve f =
1reqq + 1pe,,, K halkasinin belirli elemanlari olsun.

ahy (X) + h(X)B =0

Saglanir. Fakat « = —f8 ve hllz =0, h2|z = 0 esitlikleri saglanmaz. Dolayis1 ile Teorem

3.2.1.11 6n kosullarini olusturan asallik veya homo-tiirevlerin sifir giic degerli olmasi

kaldirilamaz kosuldur.

3.2.2. Asal Halkalarin Lie idealleri Uzerine Homo-TUrevler

Bu boliimde aksi belirtilmedik¢e R, char(R) # 2 kosulunu saglayan bir asal
halkadir.

Lemma 3.2.2.1 (0) # L, R halkasimin bir Lie ideali olsun. Eger h, R nin bir homo-tiirevi

olmak tizere her x; € L i¢in h(x,) = 0 kosulu saglantyorsa o zaman L C Zgdir.

Ispat: Keyfi x; € L,7; € R alalm. h, R halkasinin homo-tiirevi oldugundan
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h([x1,m1]) = [R(x1), h(r)] + [R(x1), 7] + [xq, R ()]
ifadesi saglanir. Bu ifade h(L) = 0 olmasi kullanilarak diizenlendiginde
[xl'h(rl)] = 0; Vxl € L, L&t ER

bulunur. Elde edilen son ifadede x, € L olmak iizere r; yerine ryx, yazildiginda 0 =
[x1, h(r1x2)] = [x1, h(r)h(x3) + h(r)x, + 11h(x2)] = [xq, () h(x2)] +
=0,¢linkii h(x3)=0

[x1, R(r)x2] + [xq,11h(x2)] = h(r)[xq,x2] +  [x1, h(r)]x;  olur. Buradan
=0,¢linki h(x2)=0 =0,(4.2)ifadesinden

h(r)[x;,x,] =0, Vx.,X, €L,y ER
elde edilir. Bu ifadede r, € R olmak iizere r; = r 1, yazildiginda
0 = h(rirp)[x1, x5] = h(r)h(r) [xq, x2] + h(r)ra[xq, x5] + 1A () [x4, %]
bulunur. Bu ifade h(r;)[x;,x,] = 0 olmasi kullanilarak diizenlendiginde
h(r)ry[xq, x,] =0, Vxy,%, € L, 11,75 €ER

olur. R halkasinin asallig1 ve h sifir doniisiimiinden farkli homo-tiirev olmas1 birlikte

diisiindiiglimiizde
[xl,xz] = 0, Vxl,xZ eL

elde edilir. Bu ifadede r; € R olmak lizere x, yerine [x,,7;] yazildiginda [x, [x,, 7] ] = 0
bulunur. I, :R = R, L, (r) = [x;,7] ve L,:R >R, I, (r) = [x,,7] seklinde tanimlanan
iki i¢ tiirev olmak tizere [xy, [x,,7;] | = 0 ifadesi i¢ tiirev tanimlar1 kullanilarak her r; € R
igin I, I, (1) = 0 seklinde yazilir. Buradan Teorem 2.60 geregince I,, = 0 veyal,, =0
elde edilir. Her iki durumda her x; € L,7; € R igin [x;,77] = 0 sonucunu verir. Buise L c

Zr olmasi demektir.

Lemma 3.2.2.2 L, R halkasinin sifir idealinden farkli bir kare kapali Lie ideali olsun. Eger
h, R halkasinin bir homo-tiirevi olmak {iizere her x; € L icin h(x;) € Zr kosulu

saglaniyorsa, o zaman L C Zgdir.
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Ispat: Keyfi x; € L ve r; € R alalim. Hipotez kullanilarak

[A(x1), 4] =0

yazilir. Son esitlikte x; yerine x? yazildiginda [h(x2),7;] = [h(x)h(x;) + h(x)x; +
x1h(x1), 1] = [h(x)h(xq), 1] + [R(xe)xq, 1] + [x1h(x1), 7] = 0 elde edilir. h(x;) € Zg
ifadesi kullanilarak son elde edilen esitlik diizenlendiginde 2h(x;)[x;,74] = 0 bulunur.
Char(R)#2 oldugundan
h(x)[x, 1] =0
dir. h(x;)[x;, 7] = 0 ifadesinde , € R olmak lizere ry yerine ry1, yazildiginda
h(x)lxy, 172l = h(x)r[x, 2]+ h(x)[x, i, = h(x)ri[xg, 73] = 0 olur. Yani
=0, ¢linki h(x1)[x1,r1]=0
her x; € L,r;,7, € R ig¢in h(x;)r [x, 73] = 0 bulunur. Buradan R halkasinin asalligi
kullanilarak her x; € L i¢in h(x;) =0 veya x; € Zp elde edilir. Simdi S; ={x; €
L: h(x;) = 0} ve S, = {x; € L: x; € Zy} seklinde iki kiime tanimlayalim. Bu tanimlardan
yola ¢ikarak (S;, +) ve (S,, +) nin (S;,+) U (S,, +) = (L, +) kosulunu saglayan (L, +) nin
toplamsal iki alt grubu oldugu kolayca goriiliir. Bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi
seklinde yazilamayacagindan ya S; = L yada S, = L olmasi sonucuna varilir. Simdi S; = L
durumunu inceleyelim. Bu durumda, her x; € L i¢in h(x;) = 0 yazilir. Lemma 3.2.2.1 den
L c Zy elde edilir. Simdi ise S, = L olmasi durumunu inceleyelim. Bu ise, her x; € L i¢in
X, € Zz demektir. Bu durumdan da L © Zj elde edilir. Boylece, her iki durumdan da L

Zy sonucuna ulasilir.

Ornek 3.2.2.3 Ry, R, sifirdan farkli sifir béleni olmayan, birimli ve degismeli olmayan

halkalar olmak tiizere CharR; # 2 ve CharR, # 2 olsun. R; X R, halkasim1 diisiinelim.
(1g,, 0, ), (Og,, 1z,) # (Og,, Og,) ve  keyfi (r1,73) € Ry X R, icin
(1g,, Og,) (1, 72)(0g,, 1z,) = (Og,, Og,) dir. O halde, Ry X R, asal halka degildir. Z , R,
halkasinin merkezi olmak lizere L = Zp, X R,, R; X R, halkasinin toplamsal alt grubudur.

Keyfi (z,s,) € L, (r,s,) € Ry X R, igin

[(z,51), (r1,52)] = (zr — 72,515, — 5351) = (Og,, 515 = $251) €L
ZE€ZR,
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Ve
(Z' Sl)(z' Sl) = (ZZJ 512) € L

esitlikleri saglandigindan L, R; X R, halkasinin kare kapali Lie idealidir ve iistelik R,
degismeli olmayan bir halka oldugundan L & Zp g, kosulunu saglar. h:R; X R, —
Ry X R,, h(ry,s;) = (=11,0g,) seklinde bir doniisim tanimlanan doniisiim  bir

fonksiyondur. Keyfi (rq, s1), (r3,5,) € R; X R, alalim.

h((Tl, Sl) + (Tz, Sz)) = h(T'1 + 5,51 + Sz) = (_Tl — 1y, ORZ) = (—Tl, ORZ) + (_rz, ORZ)
= h(ry,s1) + h(ry, 53)

esitligi saglandigindan h toplamay1 koruyan bir doniistimdyir.
h((rp 51)(7”2, 52)) = h(rﬂ”z, 5152) = (—m1y, ORz)
ve

h(ry, s h(ry, 52) + h(ry, 51) (12, 55) + (11, 50)h(r, 55)
= (—T‘l, ORZ)(_rz, ORZ) + (—T‘l, ORZ)(rz, Sz) + (T‘l,Sl)(—T‘Z, ORZ)

= (=117, ORZ)

esitlikleri saglandigindan toplamsal h homo-tiirevdir. Keyfi (z,s;) € L i¢in h(z,s,) =
(—2,0g,) € Zg,xg,dir.

Goriildigii gibi Lemma 3.2.2.2 deki asallik 6n kosulu kaldirilamaz bir kosuldur.
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3.3. Jordan Homo-Tirevler Uzerine

Bir halka iizerinde tanimli Jordan homo-tiirev kavramini ilk olarak (Rehman ve
Alnoghashi, 2022) tarafindan verilmistir. Ilk olarak Jordan homo-tiirev tanimin

hatirlayalim.

R bir halka ve #: R = R toplamsal bir doniisiim olmak iizere, her w; € R i¢in,

Fwi?) = g(wy)? + Fw)w, +wyj(wy)

kosulunu saglayan toplamsal 4 doniisiimiine R halkasinin Jordan homo-tiirevi denir.

Jordan homo-tiirev kavrami,

Fwy?) = gw)iwy) + j(w)wy + wig(wy) = Fw)dwy + (G(wy) +wy)j(r)
seklinde yazilabilir. Bu yazim sekli, B (w;) = 7(w;) + w; olmak lizere
Fwi?) = jw)w; + Bwy)F(wy)

seklinde diizenlenir. Keyfi w;, w, € R igin,

f toplamsal

Bwy +wy) = 7wy +wy) +w; +w = Fw) +wy + 5 (wy) +w,
= B(wy) + B(wy)

Ve

Bw,?) =F(wy?) + wy? = jw)wy + Gwy) + wy)zwy) + wy?
= Gwy) + w)w; + Gwy) +w)f(wy) = Gwy) + w) Gwy) +wy)
= Bw)Bwy) = B(wy)?
ifadeleri dolayistyla 3, R halkasiin Jordan homomorfizmasidir. O halde, Jordan homo-tiirev
kavrami  j(w;2) = j(wy)idg(wy) + B(wy)f(w;) seklinde diisiiniildiigiinde «, 8, R
halkasinin birer Jordan homomorfizmalar1 olmak tizere Jordan (a, 8)-tiirev kavraminin 6zel

bir halidir. Burada idg: R — R, id(w) = w seklinde tanimlanan birim doniisiimdiir.
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Uyan 3.3.1 R bir halka ve #, R halkasinin Jordan (a, 8)-tiirevi olsun. Her 11,7, € R igin,

F(riry + 1rory) = F(r)a(ry) + B(r)7 () + 4 (r)a(ry) + () 7(r1) (3.34)

saglanir.

Ispat: Keyfi w;,w, € R alalim. 4, R halkasinin Jordan (e, B)-tiirevi oldugundan,

7wy +wy)?) = j(wy + wy)a(w, +wy) + B(wy + wy)i(wy + wy)

= jwpa(w,) + Bw)g(wy) + Fw)a(w,) + f(wy)F(w,)
=f(w1?) =f(w2?)

+ 7(wpa(w,) + Bwy)F(wy) + F(wy)a(wy) + B(w,)z(w,)
= (w1 ?) + ;W% + j(w)aw,) + Bwy)i(w,) + j(wy)a(w)
+ B (wy)7(wy)

elde edilir. Bu ise, 7(w;2 + wiw, + wowy + wy?) = j(wy2) + 7(w,2) + j(wa(w,) +
Bwy)j(wy) + j(wy)a(w;) + B(w,)F(w) demektir. Son ifade 4 Jordan (a, B)-tiirevinin

toplamsal olmas1 kullanilarak diizenlendiginde her w;, w, € R icin

Fwiw, + wowy) = Fwp)a(w,) + Bwy)i(wy) + j(wy)a(w,) + B(wy)z(wy)

sonucuna varilir.

Uyan 3.3.2 R 2-burulmasiz bir halka ve #, R halkasinin Jordan (a, 8)-tiirevi olsun. Her

71,72, 73 € R igin,

i jlnrr) = j(r)a(rr) + BOr)Fi(r)alr) + B(rir) 7 ()
ii.  j(rrrs + 1r3mr) = f)a(rrs) + () alrr) + Blr) () alrs) +
B(r3)f(r)a(r) + B(riry)7(rs) + B(rsr)7(ry)

esitlikleri saglanir.

Ispat:
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i. (5.1) denkleminde r, yerine 1, yazildiginda,

F(r2ry + rmpry) = j(r)a(nr,) + j(nr)a(ry) + B(r)ilnr) + B(nr)i(r)  (3.35)

elde edilir. Yine (5.1) denkleminde r, yerine r,7; yazildiginda,

F(rryry + 1oy ?) = j(r)a(rr) + j(rrpa(ry) + B(r)i(rr) + Blrr) () (3.36)

bulunur. (5.2) ve (5.3) denklemlerini birlikte diisiindiigiimiizde,

Frry + 1 + 2rrny) = jrDa(rr, + rpry) + G(nr, + rpr)a(n) +

B(r)F(riry + 1o1) + (i1, + 1o11) 7(11) (3.37)

elde edilir. (3.37) denklemi «, 8 doniigiimlerinin Jordan homomorfizma olmasi ve (3.34)

denklemi kullanilarak diizenlendiginde her r;, 7, € R igin,

F(r2ry + 1ory 2 + 2mryry) = jr)a(r)a(r,) + D a(r)a(r) +
Frpa(r)a(r) + B(r)i(r)a(r) + 7 (r)alr)aln) + B(r)f(r)a(r) +
B(ri(rDa(r,) + B(r)B(r)i(r) + f(r)i(r)alr) + B(r)B(r2)7(r) +
Br)B(r)7(r) + B(r)B(r)7(r) (3.38)

olur. Simdi ise j(r %r, + r,1y %) ifadesini (3.34) denkleminde 1y yerine 7,2 yazarak elde
edelim ve elde edilen ifadeyi #, R nin Jordan (a, )-tiirevi olmasi ve @, 8 doniisiimlerinin

Jordan homomorfizma olmasi kullanilarak diizenledigimizde her r;,7, € R igin,
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F(ri?ry + ) = jr)a(r)a(ry) + f(r)ir)a(r) + j(r)alr)alr) +
Br)pr)i(r) + L) iGrDalr) + f(r)B0r)7(r) (3.39)

bulunur. (3.38) ve (3.39) denklemleri birlikte diisiindiiglinde,
2§(rymrory) = 2(F(r)a(rery) + B(r)7 () a(ry) + B(rir)7(ry))

olur. R, 2-burulmasiz oldugundan her r;, 7, € R i¢in,

Friryry) = F(r)a(rr) + fr) () alr) + B(rir) () (3.40)

sonucuna vartlir.

ii. Keyfir; € R i¢in (3.40) denkleminde r; yerine r; + 3 yazildiginda,

#((ry + 13015 (ry +13)) = j(ryryry + 1arars + 131y1y + 13773)
= §(rrory) + §(rrars + m3mymy) + §(1372713)
= j(r +13)a(r(r +13)) + By +13)f(r)a(r + 13)
+ B((ry + 13)12)§(ry + 13)
= #(r)a(rry) + 7(r)a(rrs) + 7(r)a(rer) + 7(rs)a(r;z)
+ B )i (r)a(r) + B(r)i(r)alrs) + B(r)j(r)a(r)
+ B(r3)f(r)a(rs) + ()7 (r) + B(rsr) () + B(rir2)4(rs3)
+ B(rsry)§(rs)
= ¢(r)a(r,ry) + B(r)7(rp)a(ry) + B(rir,)§(r,)

=4(r17r211)
+ 7 () a(rors) + B(r3) () a(rs) + B(rsr)f(r3) + 7(r)a(rrs)
=4(r3r213)

+ 7 (r3)a(ryry) + BUr)i(r)a(rs) + (r3)f(r)alr) + B(rsry)7(ry)
+ B(ri12)7(r3)

elde edilir. Bu ise her 1y, 1,75 € R igin,
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F(rirars + 137577)
= jf (r)a(ryrs) + 7(r3)a(rr) + Br)i0r)alrs) + B(rs)i(r)alr)
+ B(rir)§(r3) + B(r3ra)7(ry)

demektir.

Bolimiin basinda dolayli olarak, keyfi bir halka {izerinde tanimli Jordan homo-
tiirevlerinin kiimesinin, aslinda keyfi bir halka {izerinde tanimli Jordan (a, )-tiirevlerin
kiimesinin bir alt kiimesi oldugundan bahsedildi.f, Rhalkasinin Jordan homo-tiirevi ve
B(r) = f(r) +7r  olmak iizere 7(r?) = 7(r)r + (i) = F(r)idr(r) +
B (ry)4(ry) seklinde yazilir. O halde, #, R halkasinin Jordan (idg, B)-tiirevdir. Simdi Uyari
3.3.1 ve Uyari 3.3.2 de elde edilen esitliklerde a = idg ve B(r;) = 4(r;) + 1y yazarak elde

edilen ifadeleri asagida verelim.

Lemma 3.3.3 R bir halka ve #, R halkasinin Jordan homo-tiirevi olsun. Her ry,7, € R igin,
F(riry + 1ory) = G, + 3(r)§(r) + 114 (r) + §()r + §()7 () + 124(r2)

saglanir.

Lemma 3.3.4 R, 2-burulmasiz bir halka ve #, R halkasinin Jordan homo-tiirevi olsun. Her

71,72, 73 € R i¢in,

i rrpry) = §(r)drr + 40D i(r)r + g () + G () () +
1724 (1)

. jnrrs+rnr) = jrnr + js)rnn + 7)) + rig(r)r +
F(r3)j(r)ry + 135 (r)ry + () j(r3) + rirg(rs) + 4 (rsry) 4(ry) +
13724(11)

esitlikleri saglanir.

Teorem 3.3.5 R, 2-burulmasiz degismeli olmayan bir yariasal halka ve 7: R — R Jordan

homo-tiirev olsun. Eger, 7 + idy bire-bir ve Orten ise #, R halkasinin bir homo-tiirevidir.
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Ispat: Kabul edelim ki 4 + idy bire-bir ve drten doniisiim olsun. #, R halkasmin Jordan

homo-tiirevi oldugundan Lemma 3.3.2 (i) saglanir. O halde, her r;, 7, € R i¢in
F(rirory) = §(rorery + §(r) () + 14 () + 5 (nry) 7 () + rirpg(ry)

saglanir. Son ifade, a(ry) = idg(ry) =1 ve B@ry) =70) +1r =40) +1x(r) =
(4 + idg)(ry) ifadeleri kullanilarak diizenlendiginde, her r;, 7, € R igin,

F(riryry) = FrDa(rr) + fr) () alr) + B(rir)i(r)

seklinde yazilir. Her halka kendisinin kare kapali Lie idealidir, R de8ismeli olmayan bir
yariasal halka ve a, f dontisiimleri otomorfizma oldugundan Teorem 2.57 geregince 7, R

halkasinin (a, B)-tiirevidir. O halde, her ry,7, € R igin,

F(riry) = () a(ry) + () f () = jar)r, + () + 1)7(r2)
= j(r)j(r2) + 7(r)r, + 114(13)

yazilir. Baska bir deyisle 7 bir homo-tiirevdir.
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DORDUNCU BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasmin ana boliim olan 3. bélimde asal(yari) asal halkalar tizerinde

tanimlanmis gesitli dontistimlerin cebirsel 6zellikleri incelenmistir.

Tez caligmasinin tiglincii boliimiinde ilk kisminda, olarak 2-burulmasiz bir yariasal
halkanin, @ ve 8 halkanin otomorfizmalar1 olmak tizere, sifir doniistimiinden farkl (e, §)-
ters tiirevinin aslinda (a, f)-tiirevi oldugu gosterilmistir. Sonra, sifir idealinden farklt bir
ideali olan yariasal halkanin, ¢ ve f homomorfizmalarindan en az biri 6rten olmak iizere,
bahsi gegen ideal tizerinde tanimli bir (a, 8)-ters tlrevi varsa bu (a, 8)-ters tiirevin aslinda
bir (B, a)-tiirev oldugu gosterilmistir. Bu sonuglar sayesinde (a, §)-ters tiirev kavrami ile
(a, B)-tiirev kavraminin ¢akistig1 kiimlerin var oldugu anlagilmistir. Yani, keyfi bir halkanin,
burada a ve £ halkaninin doniisiimleri olmak tizere, (a, )- ters tirevleri kimesi ile («, )-
tiirevlerinin kiimesi ayrik degildir sonucuna varilir. Ugiincii bliimiin ikinci kisminda ise ilk
kisimda ele aliman problemleri tek yanli genellestirlmis (a, §)-ters tiirev yardimiyla
tekrardan incelenmistir. Bir yariasal halkanin, a ve f homomorfizmalarindan en az biri 6rten
olmak iizere, tek yanli genellestirlmis (a, §)-ters tiirevinin var olmasi durumunda bu
doniisiimiin aslinda tek yanli genellestirilmis (S, a)-tiirev oldugu gosterilmistir. Daha sonra,
o ve B doniisiimlerinin yariasal halkanin epimorfizmasi olmasi durumunda eger halkanin tek
yanl genellestirlmis (a, B)-ters tlrevi var ise bu yariasal halkanin merkez tarafindan
kapsanan bir ideali oldugu gosterilmistir.Boylece, a ve f doniisiimlerinin asal halkanin
epimorfizmasi olmasi durumunda eger halkanin tek yanli genellestirlmis (a, §)-ters tirevi
var ise halkanin degismeli oldugu sonucuna varilmistir. Son olarak, degismeli olmayan bir
asal halkada @ ve B donisiimlerinin halkanin epimorfizmalar1 olmasi durumda halkanin

genellestirilmis (a, f)-tUrevinin olmadig gosterilmistir.

Dérdiincii boliimde ilk olarak asal halkalarin  homo-turevleri ihtiva eden bir ¢ok
ozellik caligilmistir. Her bir durumda ele alinan 6zdeslikler ile 6zdesligin igerdigi homo-
tiirevin formu ve halka yapis1 karakterize edilmistir. Boylece, daha dnce tiirev kavram ile
ele alinarak yapilan baz1 ¢aligmalarin homo-tiirev uyarlamamlarmin farklilik gdsterdigi

goriilmiistiir. Daha sonra, karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halkanin kare kapali Lie
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ideali Uzerinde homo-tlrev iceren Ozdeslikler yardimi ile homo-tlrevin  formu

belirlenmistir.

Besinci boliimde 2-burulmasiz bir yariasal halkanin Jordan homo-tirevlerinin
aslinda homo-tiirev oldugu gosterilmistir.Tezin ana bolimiinde elde edilen sonuglar bu

konular ile ilgili literatiirde var olan sonuglarin genellemesi niteligindedir.
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