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OZET

S-MANIFOLDLARDA VEKTOREL CARPIM
VE EGRILER TEORISINE UYGULAMALARI

Saniye CAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman: Dog. Dr. Cetin CAMCI
11/07/2023, 80

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde ¢aligmanin icinde gerekli olan kavramlar kaynaklariyla birlikte
verilmistir.

Uciincii boliimde, S-manifoldlarla ilgili temel tanimlar, lemmalar ve teoremler

kaynaklariyla birlikte verilmistir.

Dérdiincii boliim bu tezin orijinal kismmi olusturmaktadir. Bu boliimde RZ+S
catilandirilan metrik manifoldlarda yeni bir vektorel carpim tanimlanmistir ve bu vektorel
carpim yardimiyla Legendre egrilerin egrilikleri hesaplanmistir. Ayrica, R**S(—3s) uzay

formunda silindirde yatan 1-tipten Legendre egrinin egrilikleri hesaplanmistir.

Besinci  bolimde, elde edilen bulgular Ozetlenerek bir sonu¢ bolimi

olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis vektorel ¢arpim, S-manifold, S-uzay formu,

Legendre egri, Sonlu Tipten Egriler.



ABSTRACT

VECTOR PRODUCT IN S-MANIFOLDS
AND APPLICATIONS TO CURVES THEORY

Saniye CAN
Canakkale Onsekiz Mart University
School of Graduate Studies
Doctoral Dissertation in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Cetin CAMCI
11/07/2023, 80

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the
introduction.

In the second part, the necessary concepts in the study are given together with
their sources.

In the third chapter, basic definitions, lemmas and theorems about S-manifolds
are given with their sources.

The fourth chapter constitutes the original part of this thesis. In this section, a
new vector product is defined in R?*S framed metric manifolds and the curvatures of
Legendre curves are calculated with the help of this vector product. In addition, the
curvatures of the 1-type Legendre curve lying on the cylinder in the R?*5(—3s) space
form was calculated.

In the fifth chapter, a conclusion section was formed by summarizing the

findings.

Keywords: Generalized Cross Product, S-manifold, S-space Form, Legendre

Curve, Finite Type Curves.
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BIRINCIi BOLUM
GIRIS

Yano, 1963 yilinda M?"*S manifoldlarda f-yapr kavramini tamimlayarak
S-manifoldlarin alt yapisini olusturmustur. Hemen hemen kompleks (s = 0) ve hemen
hemen kontak (s = 1) yapilar f-yapiya ornek olarak verilebilir. Golberg ve Yano 1970
yilinda f-yapt kavramim1 genigletip catilandirilan metrik  manifold kavramini
tanimlamislardir ve bu yapilarin normallik kosullarin1 inceleyerek bu alanda yapilacak
caligmalara Onciilik etmislerdir. Blair, 1970 yilinda normal ¢atilandirilan metrik yapilara
bazi yeni kosullar ekleyerek S- manifold kavramini tanimlamistir. S- manifoldlar hemen
hemen hermityen durumda Kaehler yapilarin, hemen hemen kontak durumunda Sasaki
yapilarin bir genellemesidir. 2007 yilinda Kim J.S., Dwidedi M.K. ve Tripathi M.M. S-
manifoldlarda integral alt manifold kavramini vermislerdir. Giiniimiizde giderek 6nem
kazanan S-manifoldlarla ilgili pek ¢ok ¢alisma yapilmistir. Fernandez L.M, Fernandez M.,
Kobayashi, Carriazo A., Fuentes A.M., Cabrerizo J.L., bu alanda ¢alismalar yapan bilim
insanlarmdan bazilaridir. Ozgiir C. ve Giiveng S. iilkemizde S-manifoldlarda egriler teorisi
tizerine birgok ¢alisma yapmustir. Bunlardan biri 2014 yilinda yaptiklar1 S-uzay formunda
biharmonik Legendre egriler ile ilgilidir. Bu ¢alismalarinda S-uzay formunda Legendre
egri (1-boyutlu integral alt manifold) kavramini tanimlamislardir ve bu egrilerin
karakterizasyonlarmi 4 farkli durumda incelemislerdir. Giiniimiizde ise pek ¢ok

matematikci bu konu ile ilgili caligmalar yapmaya devam etmektedir.

Calismamizin {igiincli bolimiinde S-manifoldlar tanmitilmis ve S-manifoldlarin
geometrisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu boliimde ayrica Golberg ve
Yano tarafindan tanim olarak verilen bazi ifadelerin ispatlanabilecegini gosterdik ve

Lemma 3.1.1 de ayrintil1 bir sekilde ispatin1 yaptik.

Calismamizin dordiincii boliimii orijinal kisimdan olusmaktadir. Bu béliimde ilk
olarak Camc1’ nin 2012 yilinda 3-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifoldlarda
tanimladig1 vektorel carpimi (2n + s)-boyutlu metrik manifoldlarda n = 1 olmasi hali igin
genellestirdik. Genellestirdigimiz bu vektorel carpim yardimiyla Legendre egrilerin k, ve
ks egrilikleri ile V, ve V5 Frenet vektorlerini hesapladik. Ozgiir ve Giiveng’in biharmonik
Legendre egriler igin elde ettikleri sonuglarin benzerlerine ulastik. Dolayisiyla
S-manifoldlarda Legendre egrilerin ayn1 zamanda biharmonik oldugu sonucuna vardik.

1



(2 + 2)-boyutlu S-manifoldlarda bir Legendre egrinin V, Frenet vektoriinii elde ettik. Tim
bu teorileri 6rneklerle destekledik. Ayrica, (2 + 3)-boyutlu S-manifoldlarda bir Legendre
egrinin 3-boyutlu K-kontak uzayina imbedding yaptigini gérdiik. Bu b6liimiin son
kisminda ise R?™*$(—3s) uzay formunda sonlu tipte egri kavramim ve n = 1 i¢in (2 + )
de N1*5(r) silindirini tanimladik. R?*$(—3s) uzay formunda silindirde yatan bir
Legendre egrinin kq, k,, k3 ve V,, V5 Frenet elemanlarini hesapladik ve silindirde yatan 1-

tipten Legendre egrisinin egriliklerinin sabit oldugunu gordiik.



IKiNCi BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann Manifoldu ve Konneksiyonu

Tamim 2.1.1 M bir C* manifold olsun. M {izerinde tanimli diferansiyellenebilir

vektor alanlarin kiimesi y(M) olmak iizere,

g: x(M) X x(M) - C*(M,R)

ile tamiml1 g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise g ye Riemann metrigi ve (M, g)

ikilisine Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 2.1.2 M bir diferansiyellebilir manifold olsun. VX,Y,Z € y(M) ve

Vf € C”(M,R) icin

Vix(M) X y(M) - C*(M,R)

dontisimii

” Vx_'_yZ == VXZ + VYZ
iv.  VyfY = fVY + X(F)Y

sartlarin1 sagliyorsa, V ya M tizerinde bir afin konneksiyon denir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 2.1.3 (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M {izerinde bir afin konneksiyon

olsun.vX,Y,Z € y(M) igin

i. [X, Y] = VXy - VyX

sartlarin1 sagliyorsa V ya M nin Levi-Civita konneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.1.4 (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde bir afin konneksiyon
olsun. VY, Z € y(M) icin,

g(Vyf,Z) + g(YlVZE) =0

olacak sekilde & € y(M) varsa, bu & vektor alanina Killing vektor alami denir (Blair,
2002).

Tanim 2.1.5 M Riemann manifoldu iizerinde afin konneksiyon V olsun.

R: (M) X y(M) x x(M) - x(M)

(X,Y,Z) » R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vix i Z

seklinde tanimli tensore Riemann egrilik tensorii denir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamim 2.1.6 (M, g) Riemann manifoldu ve M iizerinde afin konneksiyon V olsun.

K: x(M) X x(M) = x(M)

g(R (X,Y)Y,X)
Ig&X.X)g(Y,Y)-g(X,Y)>?

X,Y) - KX, Y) =

ile tanimlhi doniisime {X,Y} tarafindan gerilen diizlemin Kkesitsel egriligi denir
(Hacisalihoglu, 1983). Eger M manifoldunun kesitsel egriligi bir ¢ sabitine esit ise M ye

reel uzay form denir ve M(c) ile gosterilir (Blair, 2002).

2.2 Riemann Alt Manifoldu ve Sonlu Tipte Egriler

Tamim 2.2.1 M, m-boyutlu ve N, n-boyutlu Riemann manifoldlar: verilsin. Eger

f:N-M

donistimii bir izometrik immersiyon ise N manifolduna M manifoldu Riemann alt
manifoldu denir (Blair, 1976).

Tanim 2.2.2 N manifoldu M manifoldunun Riemann alt manifoldu olsun.

VX,Y € y(N) igin

F:x(N) x x(N) - x(N)

X, Y)->F(X,Y)



bi¢iminde tanimli simetrik bilineer F doniisiimiine ikinci temel form denir (Chen, 1973).

Tamm 2.2.3 N, n-boyutlu manifoldu M, m-boyutlu manifoldunun Riemann alt

manifoldu olsun. N manifoldunun ortonormal bir tabani {e, e,, ..., €, } olmak tizere,

H_l

n

Yici Fenep)

bi¢iminde tanimli H vektor alanina N manifoldunun ortalama egrilik vektor alam denir
(Chen, 1973).

Tamim 2.2.4 (M, g) Riemann manifoldu olsun. M {izerindeki diferansiyellenebilir f

fonksiyonu i¢in

Af = div(gradf)

ile tanimli A doniisiimiine f fonksiyonunun Laplace déniisiimii denir (Kobayashi ve
Nozimu, 1996).

Tamm 2.2.5 M < E" bir alt manifold olsun. M nin ortalama egrilik vektor alan1 H

olmak iizere, AH = 0 sartin1 saglayan M alt manifolduna Oklid uzaymnm bir biharmonik
alt manifoldu denir (Chen, 1996).

Tamim 2.2.6 M manifoldu kompakt C* Riemann manifoldu ve x:M — E™ bir
izometrik immersiyon olsun. Burada x in koordinat fonksiyonlar1 A = 1, ..., m igin x, ise

x = (x4, Xy, ..., Xy ) olarak yazilabilir. Burada,



xg = (xp)o = Z?ipA(xA)t (2.1)

olmak tizere p, = {inft: (x4); # 0} ve g4 = {sup t: (x4); # 0} olarak tanimlaniyor. Eger
p =inf {ps}, q = sup {q,} ise o halde (2.1) denkleminin spektral ayrisim1

X —Xo = Z?:;,(x)t , Axp = Aex, (2.2)

olur. Burada g sonlu ise E™ de M ye sonlu tipte alt manifold denir. (2.2) deki spektral

ayrisimda x; lerden k tane varsa E™ de M ye k-tipte alt manifold denir (Chen, 1984).
2.3 integral Alt Manifoldu ve Dagihm

Tanmim 2.3.1 M, m = (n + k)-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her
p € M noktasinda T, M nin n-boyutlu alt uzayr D, ve D,, nin bir kolleksiyonu D = {Dp}
olmak tizere p noktasini igeren bir V komsulugu tizerinde C* sinifindan {Xj, ..., X,,} vektor
alanlar1 her q € V noktasinda D, nin bir taban1 oluyorsa, D ye M iizerinde n-boyutlu
dagilim denir (Boothby, 1986).

Tamm 2.3.2 m = n + k boyutlu M manifoldunun C* n-boyutlu dagilim: D olsun.
N manifoldu M manifoldunun baglantili C* alt manifoldu olmak iizere Vq € Q igin

T,N < D, oluyorsa N manifolduna D dagiliminin integral alt manifoldu denir (Boothby,
1986).

2.4 E* Oklid Uzayinda Uglii Carpim ve Egriler Teorisi

Tamm 2.4.1 {e,, e,, e5, e,} sistemi R* iin standart tabani olsun.



ile taniml1 vektore, a = Yi, a;e;, b = Yz, bie;, ¢ = Y, cje; vektdrlerinin iilii carpimi

denir (Williams ve Stein, 1964).

Lemma 2.4.1 {e;, e,, e3, e,} sistemi R* iin standart tabani olmak iizere

e;®e;®ey = Y=t Eijkmem » LJj, k=12,34

dir. Burada,

—1 , (ijkm) (1234) Gin ¢ift permiitasyonu ise
gijkm =4 1, (ikm) (1234) lin tek permiitasyonu ise
0, (ijkm) permitasyon degilse

dir (Yiice, 2018).

Lemma2.4.2 Va,b,c,d,e € R* i¢in

a b c
d®e®(a®b®c) = |{a,e) (b,e) {c,e)
(a,d) (b,d) {c,d)

vektorii a, b, c € R* vektorlerinin uzayinda yatan bir vektordiir (Williams ve Stein, 1964).



Teorem 2.4.1 a:1 » R* egrisi s € I yay parametresi ile verilsin. @ min Frenet
vektorleri Vy, V,, Vs, V, olsun. O halde

V1=Ol

arr

llarll

V2

arQar@arrr

V,i=——m8
4 larQar@arr||

Vs =V,QV,QV,

seklindedir ve {Vy,V5, V3, V,} sistemi 4-boyutlu Oklid uzayinda bir ortonormal sistemdir
(Alessio, 2009).

Lemma 2.4.3 a:I » R* birim hizli egrisinin Frenet vektorleri Vi, V5, Vs, V,

olduguna gore,

vV, =V,8V;QV,

Vy, = -V:QV,QV;

Vy=-V1QV,QV;

dir.

Ispat: Lemma 2.4.2 ve Teorem 2.4.1 den ispat kolayca yapilabilir.



2.5 Hemen Hemen Kontak Manifoldlar

Tanmm 2.5.1 M, 2n + 1 boyutlu manifoldu {izerinde ¢, ¢ ve n tesor alanlari verilsin.

VX € y(M) i¢in

né =1 }
$*(X) = =X +n(X)¢

kosullar1 saglaniyorsa (¢,&,n) ye M iizerinde hemen hemen kontak yapi ve iizerinde

kontak yap1 tanimli manifolda hemen hemen kontak manifold denir (Blair, 1976).

Teorem 2.5.1 (2n + 1)-boyutlu (M, ¢, ¢,n), hemen hemen kontak manifold olmak

uzere

DPE)=0
ii)n(¢) =0
iii) rank¢ = 2n

dir (Blair, 1976).

Tanmm 2.5.2 (M, ¢,&,n) hemen hemen kontak manifold olsun. g, M iizerinde

Riemann metrigi olmak iizere, VX,Y € y(M) igin

9(¢C0, () = g(X,Y) = n(X)n(Y)

10



esitligi saglaniyorsa (¢,&,7n,9) yapisina hemen hemen kontak metrik yap1 ve

(M, ¢, &,m, g) ye de hemen hemen kontak metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.5.2 (M, ¢,&,7n), (2n + 1)-boyutlu hemen hemen kontak manifoldunda,

VX,Y € y(M) igin

9(¢C0, () = g(X,Y) —n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir (Blair, 1976).

Sonug 2.5.1 (M, ¢,&,1n), (2n + 1)-boyutlu hemen hemen kontak manifoldunda,

VX,Y € y(M) igin

g(@X), V) +9gX,9Y) =0

dir. Yani ¢ ye karsilik gelen matris antisimetriktir (Blair, 1976).

Sonug 2.5.2 (M, ¢,&,1n,g) hemen hemen kontak metrik manifold olsun. O halde

VX,Y € (M) icin

9(@X),X) =0

dir (Blair, 1976).

11



Tamim 2.5.3 (2n + 1)-boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldu verilsin. Eger bu

manifold tizerinde her noktada
nA@dm)"#0

sartin1 saglayan bir n 1-formu varsa n ya kontak form, (M,n) ikilisine de kontak

manifold denir. Burada (dn)™ ifadesi dn nin kendisiyle n defa dis carpimini gosterir
(Blair, 1976).

Tamm 2.5.4 (M, n), (2n + 1)-boyutlu kontak manifold olsun.
D ={X € x(M):n(X) = 0}
kiimesine M manifoldunun kontak dagilimi denir (Blair, 1976).
Tanim 2.5.5 (M, n), (2n + 1)-boyutlu kontak manifoldu tizerinde X # ¢ i¢in

n) = 1}
dn(¢,X) =0

kosullarin1 saglayan bir & € y(M) varsa, ¢ ye n kontak yapisinin karakteristik vektor
alam denir (Blair, 1976).

12



Teorem 2.5.3 M, (2n + 1)-boyutlu n kontak yapist ile verilen bir kontak manifold

olsun. Bu n 1-formu yardimiyla

dn(X,Y) = g(X, ¢Y)

olacak sekilde (¢,&,1m,9) hemen hemen kontak metrik yapist vardir. Tersine,

(M, ¢,&,1, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu tizerinde & temel 2-formunu

DX, Y) = gX, ¢(Y))

bi¢iminde tanimlarsak n A ()™ # 0 dir (Yano ve Kon, 1984).

Tanmm 2.5.6 (M, ¢,n,¢&,9),(2n+ 1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik
manifold olsun. Eger dn(X,Y) = ®(X,Y) ise (¢,n,¢, g) yapisina da kontak metrik yapi

ve {izerinde tanimli manifolda kontak metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Tammm 2.5.7 (M,¢,n,&,g),(2n+ 1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik
manifold olsun. Eger ¢ killing vektor alani ise M ye K-kontak manifold, (¢,n,¢,9)
yapisina da K-kontak yapi denir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 254 (M,¢,n,¢,g9),(2n+ 1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik

manifold olsun. O halde asagidaki 6nermeler denktir.
I. M bir K-kontak manifolddur.
.  VX,Y € y(M) igin

g(Vx&EY) + g€, X) =0

13



li. VX € y(M) igin
Vgé = —¢p(X)
dir (Blair, 1976).

Tanmm 2.5.8 (M,¢,n,¢&, g),(2n+ 1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik
manifold olsun. R reel eksen olmak iizere M X R kartezyen ¢arpim uzayir (2n + 2)-

boyutlu ¢arpim manifoldudur. Burada vektor alanlari

X(R) ={f=:f € C*(M,R)}

XM X R) ={(X, f5): X € x(M)}

seklindedir.

Jix(M X R) » y(M X R)

(x.r5)-1(xF5) = @0 - fEn0D)

seklinde tanimlanan J kompleks doniisiimiine M X R tizerinde hemen hemen kompleks

yapi denir (Yano ve Kon, 1984).
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Tammm 2.5.9 Bir M manifoldu iizerinde tanimli (1,1) tipinde bir tensor alani

F olmak tizere,

Np: x(M) X x(M) = x(M)

ve

Ne(X,Y) = F2(IX, YD) + [F(X), F(V)] = F(IF(X), YD) — F([X, F(Y)])

esitligini saglayan (1,2) tipindeki tensor alanina F nin Nijenhuis torsiyon tensor alam

denir. Burada F = J alinirsa,

elde edilir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.5.10 N}, Nijenhuis torsiyon tensorii 6zdes olarak sifir ise / hemen hemen

kompleks yapisina integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon, 1984).

Tammm 2.5.11 M X R de / hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise
(¢, &, m) hemen hemen kontak yapisina normal yapi denir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.5.12 M manifoldu (¢, ¢, 7, g) normal kontak metrik yapist ile verilsin. Bu
durumda M manifolduna Sasaki manifoldu ve (¢, ¢,n, g) yapisina da Sasaki yapi denir
(Yano ve Kon, 1984).
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Teorem 2.5.5 M manifoldu (¢,&,n,g) hemen hemen kontak metrik yapisi ile
verilsin. Bu durumda M manifoldunun Sasaki manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
VX,Y € y(M) igin

(Vx@)Y = g(X,¥Y) —n(¥)X

olmasidir (Blair, 1976).

2.6 Hemen Hemen Kontak Manifoldlarda Vektorel Carpim

Tamm 2.6.1 M3 = (M, ¢, &,1, g) 3-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold
olsun. vX,Y € y(M) igin A vektorel carpimi

XAY = —g(X,9Y)¢ —n(Y)PX +n(X)pY

ile tanimlanir (Camci, 2012).

Teorem 2.6.1 M3 = (M,¢,&,n,9) 3-boyutlu hemen hemen kontak metrik

manifold olsun. VX,Y,Z € TM i¢in vektorel ¢carpim asagidaki 6zellikleri saglar (Camci,
2012):

. XAY=-YAX
ii. X AYhemX hemdeY ye diktir.
iii. YAQPX =g(X,Y)E—n()X
d(X) =& AX
iv. (X,Y,Z)=g(XAY,Z)karma ¢arpimi tanimlanirsa,
(X,Y,2) = —g(X, 0(")n(Z) + (¥, p(2))n(X) + g(Z, p(X))n(Y) ve
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Vi.
Vili.

viii.

X,Y,2)=(Y,Z,X) = (Z,X,Y)

9(X, dM)Z + g(¥,d(@NX + g(Z, p(X))Y = —det (X, Y, 2)¢E
XAYANZ=gX,2)Y—g(Y,2)X

gXANY,ZAW) =gX,Z2)g¥, W) —g(¥,Z)g(X,W)
IXAYII? =g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?
XAVANZ+YADAX+ZAX)AY =0
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UCUNCU BOLUM

S-MANIFOLDLAR VE S-UZAY FORMU

3.1 S-Manifoldlar

Tanmm 3.1.1 : M, (2n + s)-boyutlu C*diferansiyellenebilir manifold olsun. M

manifoldu tUizerinde

f3+f=0, rankf=2n
kosulunu saglayan (1.1) tipindeki f tensér alanma f-yapi denir. Uzerinde f-yap1 taniml
manifolda f-manifold denir (Yano,1963).

s = 0 olmasi halinde f-yap1 hemen hemen kompleks yapidir.

s = 1 olmas1 halinde ise f-yap1 hemen hemen kontak yapidir.

Tamm 3.1.2 M, (2n + s)-boyutlu f-manifold olsun.

fix(M) > x(M)

(3.1)
fPX==X+1 X)) &+ +n, (X) &

nief=0 (3.2)
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fo&i=0 (33)

1 =i
n(¢&;) = {0 , iij (3.4)

olacak sekilde {&,, ..., &} vektor alanlari ve 74, ..., ng: x(M) = C* (M, R) 1-formlar1 varsa
(f,ni,fj) (i,j=12,..,s) (2s+ 1)-lisine global ¢atilandirilan yap1 ya da kisaca

catilandirilan yapr denir. (M, f,n;,¢;) (i,j = 1,2,...,s) (2s + 2)-lisine catilandirilan
manifold denir (Goldberg ve Yano,1970).

Lemma3.1.1 (M, iR/ Ej) (i,j = 1,2, ...,s) catilandirilan manifold olsun.

nij =nmi(f&) = —n;(f&) = -y (3.5)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

i fo&=0
i. mof=0,vVX € y(M)

iii. Kerf =Sp{é,, ..., &}
iv. rankf =2n

dir.
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Ispat:

I.  (3.1) esitliginden

f3X =f2(fX) = —fX +n; (fX)é + -+ (fX)Es}
X =f(f?X) = —fX+n X) f& + - +ns (X)f &5

olur. (3.6) esitliginden

1 (FX)6 4+ +ns FX)E& =m0 (X) fé + -+ s XNDf &

elde edilir. (3.4), (3.5) ve (3.7) esitliklerinden

f§2 = M1281 +77g2€2 + -+ N528s f'fz N1z

fé1 = m11é1 + M08 + o+ N1 fé ok
veya = [
f.fs M1s

ffs = 771551 + 772552 + ot nss‘fs

elde edilir. Burada

M = 771.2 712.2 775;

N1s N2s Nss

N1 M21 - 7151‘

olmak {izere detM # 0 ise (3.8) esitliginden

& f&
& -y |fé
& fE,
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elde edilir. Bu durumda

Ei = .uilffl + ot .uiSfES (l = 1’2’ ...,S) (39)

seklinde yazilabilir. Burada (3.4) esitliginden f2¢ ;=0(@G =12,..,5) oldugundan (3.9)

esitliginden

f& = minf?& + -+ pusf?é =0 (i=1.2,...,5)

elde edilir. Kabul edelim ki detM = 0 olsun. Bu durumda en az biri sifirdan farkli
21,22, ...,/15 eER 1(;111

Mf& +Aaf &+ + Asfés =0 (3.10)

olur. f lineer oldugundan (3.10) esitligi

fiér + 48, + -+ 4:8) =0 (3.11)

dir. Burada X = ;& + 1,8, + -+ A&, = 0iseA = A2 + A5 + .-+ 12 = 0 i¢in

& = /;—161 + /;—262 + -4 %ES +#0 ve (3.11) denkleminden f& =0 olur. Burada

M Ay

A 3 — A A A . :
R 75 € R oldugundan u; = (71 72 75) € RS dir. A4, A5, ..., A; skalerlerinden en

az biri sifirdan farkli oldufundan u; # 0 dir. Bu durumda RS nin {uy,uy, ..., us}

ortonormal tabani olacak sekilde u,, us, ..., us vektorleri vardir. Eger

ad
U = (Ugq, Ugz, s Ugs) = D= ulta_xt
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a
Uy = (Upp, Upz, wory Ups) = Koy uZta_xt

_ — \'S 4
Us = (u51:u52r ---»uss) - t=1u5t6_xt

denilirse {u,, u, ..., ug} ortonormal oldugundan

Uy Uy Ugp o Ugg
Up Uzp Uz - Upg

N=|.=|": : : Sl=M v2 o ]
Ug Usy Ugy 0 Ugg

matrisi ortonormal matristir. Burada

Uqq U1z Uy
_ U2 _ U2z _ |Hes

vl - : ) UZ - : LN vg - :
Ugq Ugo Uss

veya v; = Yioq U aixt ,(i =1,2,...,5) olarak tanimlarsak, N ortonormal oldugundan

1,i=j ..
(U, uj) = Xfoq Uirlje = {0 i (i,j=12,..,9) (3.12)
s 1,i=j . .
Wov) = Tiaqweaty =g L0 0/ =1209) (313

dir. Béylece &5, &5, ..., & vektor alanlar asagidaki gibi tanimlanirsa,
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Si = U118y + USs + o + UsEs) f:l Uyp  Up Uss1 ¢,
$2 = U161 + uzzzszz o upsés o Sz:z — u21 uzz u25 f.z (3.14)
Si = Usi§1 + U8 + o+ U f_s Usi  Us2 Uss ] 1S5
N
yazilabilir. Burada N ortonormal oldugundan (3.14) esitliginden
& Up Uzp 0 Ugy F_ll
S| _ Wz U2z v Usp | _2|
¢s Us  Uzs  *° Ugs l_sJ
olur. Ayrica wq, wy, ..., ws 1-formlarmi
W1 = UpgMy + Ugplz + o+ UgT)s W1 U1 Ug2 Uis] s
Wz = Uz My + UMy + o T Upslls |, P2 _ |U21 Uz Uzs | |n,
Ws = Ugs1M1 + UspMz + o0+ U Ws Us1  Us2 Ugs | LNs
N
olarak tanimlanabilir. Burada
& = upéy +upéy + o ués = Di=1Wie§e i =12,..,8 (3.15)
N
Wj = UjgNy + UjpNg + - + UjsT)s = Zujrnr Jj=12,..,8 (3.16)

r=1

olarak yazabiliriz. Boylece
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wj(f_l) = wj(Xt=1Uiedr) = Xi=1 wirw; (§e)

S S S
= Zuitzujrnr(ft) = Z Uit Wi O 0] = 1,2,..,8
t=1  r=1 tr=1

1, r

olur. Burada 6,; = {O -

=t ,. ST
Lt dir. (3.12) esitliginden,

w](a) = 2?:1 uitujt = (uil uj) = {0 , l ;] Iilj = 1:2: v, S
elde edilir. Ayrica (3.15) denkleminden f&, = 3:3_, u; f&, olur. Sonug olarak

w](fa) = Yt=1 uitwj(fft) 5 i,r:l uitujrrlr(fft) = Zf,r=1 Uit Ujr Nt

dir. Burada (3.5) esitliginden 1, = —n¢,- esitligini kullanirsak

wji = wi(f&) =— z Uit Ui Ny = z Wi, e (FE) = —wi(fE) = —wyj
tr=1 rt=1

olur. (3.15) ve (3.16) denklemlerinden

w1 (X)f_1 + ot wg (X)f_s = Yi-1 wi(X)gL = Yio1 2 =1 UirUie - (0 &

olur. (3.13) esitliginden
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w &+ -+ XDE=n &+ +1, X)) &

elde edilir. Boylece,

fPX=-X+w (X)&E+ -+ w (X)E&

esitligi elde edilir. Bu durumda (M, f, a)i,f_]) , (i,j =1,2,...,s) catilandirilan manifold

olur ve f& = 0 dir. Burada (M, £ Ej) yapisinda

f& = 0 kabul edersek genelden bir sey kaybedilmez. O halde 01 =1y =113 = -+ =
Ns1 = N1s = 0 0lur. Ayrica (3.8) esitliginden

. £t ¢
f$2 = N228a + - + M52 ffz N2z - Ts2 62
f§3 =Mm238s + -+ 15385 p VEya 53 =" - T ;3
: fé Ma2s = TMNss &
ffs =1Mpséy + -+ nssfs} s M, s
elde edilir. Burada detM, # 0 iken f&, == f& =0 olur. Eger detM, =0 ise

{f&,, ..., f&} lineer bagimhidir. Bu durumda A,,15,...,4; € R ve en az bir A; sifirdan

farkli olmak tizere

Aaféa+ -+ Afés =0

ve

fdz + -+ 24585) =0
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olur. Burada 0 # X, = 1,&, + -+ + A& € Sp{é,, ..., &} dir. A = 2% + 23 + --- + 22 olmak

lizere &, = /17262 + '17353 + -+ %ES denilirse, I. adimdakine benzer olarak

Ay A A _ -
Uy = (72,73, ,75) = (Upy, Uy, ..., Ups) € R5™1 sifirdan farklidir ve RS~ de ortonormal

olacak sekilde {u,, us, ..., us} vektorleri vardir.

Up = Upy g —F o+ Ups xes
a a

Us = Uy -+ F Uss o —
d

yazilir ve I. adimdakine benzer islemler yapilirsa (M, f, cul-,f_]) (i,j=12,..,s)
catilandirilan manifold olur. Ustelik burada f& = f& =0 dir. Bu durumda
(M, f,n,&) (i,j=12,..,5) catilandinlan manifoldunda f&; = f& =0 almakla
genelden bir sey kaybedilmez. Benzer islemler s—2 defa tekrarlanirsa

(M,f,nl-,fj) (i,j =12,..,s) catilandirtlan manifoldunda fé& = f& =+ =f& =0
elde edilir.

ii.  f& =f& == f& = 0 oldugunda (3.7) esitliginden

1 (fX)& + 12 (fFX)E + -+ 15 (fX)E,=0

olur. Burada {&;, &5, ..., &} lineer bagimsiz oldugundan VX € y(M) igin

mUX)=n(fX)=-=n,(X)=0
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elde edilir.

iii. Her XeKerf={Yey(M)|fY =0} igin fX =0 dir. Bu durumda (3.1)

denkleminden

f2X ==X +1, (X)& + 1, & + -+ 15 (X)E=0

dolayistyla

X =11 (X)é + 1, (XDE + -+ 15 (X)Es

ve

X = Sp{flr LALD] ES}

dir. O halde

Kerf c Sp{é,, ..., &}

olur. Tersine her X = A, & + -+ + A& € Sp{éy, ..., &} igin

fX=0fé+ -+ AfE =0

olur. O halde, X € Kerf dir. Dolayisiyla
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Sp{éi, ..., &} c Kerf (3.18)

dir. (3.17) ve (3.18) denklemlerinden

Kerf = Sp{fl) ""fs}

elde edilir.

] lineer .
iv. f:x(M)—— xy(M) lineer oldugundan

rankf + nullf = boy(x(M)) =2n+s

dir. Bu durumda nullf = dim(Kerf) = s oldugundan

rankf = 2n

elde edilir.

Lemma 3.1.2 (M, f,7;,¢;) (2n + s)-boyutlu gatilandirilan manifold olsun.

f’ye karsilik gelen matris

[O]nxn _In [O]nxs
f= Iy [O]nxn [O]nxs (3.19)
[0lsxn  [Vilsxn  [Olsxs (2n+5)x (2n+s)
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Yi Y2 o Yn

Yi Y2 o Yn

dir. Burada [y;]sxn = dir (Ishihara ve Yano, 1964).

Y1 Y2

Yn sXn

Ornek 3.1.1 R?™"*S de (X1, X3, e, X0, V1, Vo oo Vs Z10 Z2, - Zs) Standart koordinatlar

olsun.

1 .
nj =5 (dz + XL yidx) ,j = 1.2, ..,5

1-formlarm ve &; = 2 % vektor alanlar1 olmak tizere (3.19) esitliginden
J

0 -1, 0110 -1, 01 X;
f2x=\, o OHIn 0 Of| Xn+i
0 vy 0llo y; 0l|Xonsj
—I, 0 01| X
= 0 _In O Xn+i
L ;i 0 0l|Xzn+j
—I, 0 01] X 0 0 O X;
=0 -1, O||Xnei|+[0 0 0 |]|Xny
| 0 0 I | Xonyj yi 0 =Ll [Xony;
0
X; 0
= — Xn+i + X2n+1+2?=1yixi
X2n+j E
—X2n+s + Z?=1 ini—
X; 8 g
=— | Xnsi | +
X;:, Xons1 + 2iz1 ViXi 0 n
J | O X2n+s + Zi:l ini
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X; 0 0

1 1
= — | Xn+i +5(X2n+1 +Z?=13’iXi) (2) +"'+E(X2n+s+2?=13’ixi) 8
X2n+j 0 2

0

. a a
elde edilir. Burada X =X, —+ X,,.,— + X5, i —
laxl- n+i dy; 2n+j az]-

dir. O halde
N1 (X) =5 Kanaj + Tiea iXo)

olur. Ayrica,

f2X = =X +11(X)&; +n,(X)& + -+ + n5(X)Es

ve fo& =0 esitlikleri elde edilir. Boylece (R*™*,f,n;,¢;) bir catilandirilan

manifolddur.

Tanmm 3.1.3 (M,f,m, fj), i,j=12,...,s (2n+ s)-boyutlu c¢atilandirilan

manifold olsun. Eger M {izerinde (0,2) Riemann metrigi var ve VX,Y € y(M) i¢in

g X, fY) =gXY) =X (Y) = 1. (Y) — - = ns (X)ns(Y) (3.20)

kosulunu sagliyorsa ( finué;, g) (2s + 2)-lisine  catilandirilan metrik yapr ve
(M o€ g) (2s + 3)-liisiine catilandirilan metrik manifold denir (Yano,1963).
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Lemma 3.1.3 (f,ni,fj) ,i,j =1,2,...,5 yapist ile verilen (2n + s)-boyutlu bir

catilandirilan M manifoldunda

g X, fY) =gX,Y) =X (V) = n,(X)n (V) — - — ns(X)ns(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi vardir (Yano,1963).

Ispat: Her diizgiin manifold iizerinde bir Riemann metrigi tanimlanabilir. O halde

h', M de herhangi bir Riemann metrik olsun ve h metrigi de VX,Y € y(M) i¢in

h(X,Y) = h'(f2X, f2Y) + 01O (Y) + 02O (Y) + -+ ns(X)ns(Y) (3.21)

seklinde tanimlansin. h metriginin Riemann metrigi oldugunu gosterelim.
h (0,2) formunun simetrik oldugu agiktir.

VX,Y,Z € y(M)veVa,b € Rigin

h(aX + bY,Z) = h'(f%(aX + bY), f2(Z)) + n,(aX + bY)n,(2)
+ -+ ng(aX + bY)ng(2)
= a(R' (F*(X), f2(2)) + . (XIn1(Z) + 12 (X)n2(2)
+ o+ 15 (XOns(2)) + b((R' (F2(Y), 2(2)
11 (VN1(2) + 1, (NN2(2) + -+ 15(Y)n5(2))

= ah(Z, X) + bh(Y, Z)

elde edilir. h simetrik oldugundan bilineerdir. VX € y(M) igin
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h(X,X) =R (200, £200) +niX) +n3(X) + -+ 030 (3.22)

dir. b’ Riemann metrigi oldugundan X # 0 igin h'(f2(X),f2(X)) >0 dir. O halde
h(X,X) > 0 olur. Ayrica h(X,X) =0 ise (3.22) denkleminden her i =1,2,...,s igin
n:(X) =0 ve h'(f2(X), f2(X)) = 0 dolayisiyla h’ Riemann metrigi oldugundan

fPX)=0
—X+n, (X + - +ns (X)) =0

X=0

elde edilir. Béylece h’ Riemann metrigi ise h da Riemann metrigi olur. Eger g

VX,Y € x(M)

g Y) = (R V) + ROFX V) + 0O () + -+ 1sms(¥)) (3:23)

biciminde tanimlanirsa g nin simetrik ve bilineer oldugu kolayca goriiliir. VX € y(M) icin

h Riemann metrigi oldugundan g (X, X) > 0 olur. g(X, X) = 0 i¢in (3.23) denkleminden

h(X,X) =0 dolayisiyla X =0 bulunur. O halde g Riemann metrigi olur. (3.23)

denkleminde X yerine fX ve Y yerine fY alinirsa

1
9UX YY) =5 (h(fX, fY) + h(F2X, f2Y) + n (FXOm (FY)

+et s (FXOns(FY))

(3.24)

elde edilir. (3.21) esitliginde Y yerine &; alinirsa (3.3) ve (3.4) esitliklerinden
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ni(X) = h(X, &) (3.25)

bulunur. (3.1), (3.2) ve (3.25) denklemlerini (3.24) denkleminde yerine yazarsak,

9(X, fY) = (h(fX, fY)

Fh(=X + 11 (X)& + -+ 1:(X)és, =Y + (V) + -+ 15(Y)ES))

1
=5 (WX V) + (X, fY) = 11X, (¥) — - = 15 (X)ns (1))
olur. O halde (3.23) denkleminden

9UXfY) = gX,Y) = (XN, (V) — - = ns(Xns(¥)

bulunur. Ayrica (3.23) ve (3.25) denklemlerinden

1:(X) = g(X,$) (3.26)

elde edilir.

Sonu¢ 3.1.1 M manifoldu (2n + s)-boyutlu catilandirilan manifold olsun. Bu

durumda Lemma 3.1.3 geregi

g X, fY) =gX,Y) —n X, (Y) — - = ns(XIns(Y)
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olacak sekilde bir g Riemann metrigi vardir. Dolayisiyla Tanim 3.1.3 den (M i€ g)

catilandirilan metrik manifolddur (Yano,1963).

Lemma 3.1.4 (M,f,n,¢,9), i,j=12,...,s catilandinlan metrik manifold

olsun. g Riemann metrigi

9(fXY) +gX,fY) =0 (3.27)

kosulunu saglar. Yani f ye karsilik gelen matris antisimetriktir (Yano,1963).

Ispat: (3.20) esitliginde Y yerine fY yazilirsa

9UX, f2Y) = gX, fY) = m @ (fY) — -+ = nsCOns(fY) (3.28)

elde edilir. (3.1) ve (3.2) esitliklerinden (3.28) denklemi

IUX, =Y + (V) + - +15(V)E5) = g(X, fY)

3.29
—g(fX,Y) +ni(Ng(fX, &) + - +n,¥V)g(fX, &) = giX, fY) (329

olur. (3.26) esitliginden g(fX,¢;) = n;(fX) = 0 oldugundan (3.29) denklemi

gfx,Y)+gX, fY)=0

seklinde bulunur.
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Tamm 3.1.4 (M, f, Ei,nj), i,j=12,...,5, (2n+ s)-boyutlu ¢atilandirilan metrik

manifold olsun.

Ne(X,Y) = f2[X, Y] + [fX, fY] = FIfX, Y] = fIX, fY]

ile tanimli tensor alanina f nin Nijenhuis tensor alani denir (Nakagawa, 1966).

Tanim 3.1.5 (M, f, Ei,r]j), ,j =12,...,s catilandirilan metrik manifoldunda Ny

Nijenhuis tensor alani olmak tizere

Sp=Ne+2%7,&Qdn;

ile taniml1 tensor alani1 6zdes olarak sifir ise M ¢atilandirilan manifolduna normaldir denir
(Nakagawa, 1966).

Tamm 3.1.6 (M, f,n;,¢;), i,j = 1,2,...,s, (2n + s)-boyutlu ¢atilandirilan metrik
manifold olsun. VX,Y € y(M) igin

®: y(M) X y(M) - C*(M, R)

(3.30)
(X, V) > dX,Y) = g(X, fY)

olmak {izere ® ye M manifoldun temel iki formu denir (Yano,1963).

Tamm 3.1.7 Temel iki formu kapali (d® = 0) olan normal ¢atilandirilmis metrik

yaptya K -yapi, iizerinde tanimli manifolda K-manifold denir (Blair,1970).
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Tamm 3.1.8 (M, f,7;,¢;,9),i,j = 1,2,...,s, bir I-manifold olsun.

NAN A ANg A (D) #0

ise K -manifolduna yonlendirilebilirdir denir (Blair,1970).

Tamm 3.1.9 (M,f,n;,¢;,9),i,j =12,...,s, (2n+ s)-boyutlu bir FC-manifold

olsun. Eger

d(X,Y) = dn;(X,Y)

oluyorsa (f,7;,&;,9) yapisina S-yapi ve iizerinde S-yapr tamimli manifolda S-manifold

denir. Burada

dny =dny = - = dn;

ve

M AN A Ans Aldn)"™ #0

dir (Blair,1970).

Bundan boyle f yerine ¢ kullanilacaktir.
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Lemma 3.15 (M,$,1;,€,,9),i,j =12,...,s, (2n+ s)-boyutlu bir S-manifold

olsun. O halde

(Vx®)Y = Xi_1{g(PX, oY) — ni(V)$?X}

Ve

Vx$i = —pX (3.31)

dir (Blair,1970).

Eger s =1 ise catilandirilan metrik manifold hemen hemen kontak metrik

manifolddur ve bir S-manifold da Sasaki manifolddur.

Tanim 3.1.10 M, (2n + s)-boyutlu S-manifold olsun. VX € y(M) igin

ni(X) =0,i=12,..,s, sartim saglayan S-manifoldunun alt manifolduna integral alt
manifold denir (Kim ve Dwivedi, 2007).

Tamm 3.1.11 (M?"*S,$,¢,,1;,9),i,j = 1,2,...,s,  S-manifoldunun  1-boyutlu
integral alt manifolduna M nin Legendre egrisi denir. Bir baska deyisle, y:1 - M
egrisinin teget vektor alami V; olmak fiizere her i =1,2,...,s i¢in n;(V;) =0 sartim

saglayan y egrisine Legendre egri denir (Ozgiir ve Giiveng, 2012).
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3.2 S-Uzay Formu

Tamm 3.2.1 (2n + s)-boyutlu M manifoldu (qb,fi,nj,g), i,j=1,2,..,s, S-yapisi
ile verilsin. M nin her noktasindaki diizlem kesitleri i¢in kesitsel egriligi bir ¢ sabitine esit

ise M, S-manifolduna S-uzay formu denir ve M(c) ile gosterilir (Blair, 2002).

Teorem 3.2.1 M(c), (2n + s)-boyutlu bir S-uzay formu olsun. M nin Riemann

egrilik tensorii VX, Y, Z € y(M) i¢in

RX,Y)Z = 33 ;-1 {n: COn; (D p2Y — (VN (2)p2X — g(oX, dZ)n:(V)E; +

9(@Y, pZIn(X)E;} + == {—g (@Y, pZ)P2X + g(BX, pZ) 7V} +

—{g(X, 7)Y — g(Y, pZ)PX + 29(X, Y)}

dir (Cabrerizo, Fernandez ve Fernandez, 1993).

Teorem 3.2.2 y,(MZ”“,gb,El-,nj,g), i,j=12,..,5, S-uzay formunda bir

Legendre egri, ¢ # s ve ¢V, Il V, olsun. O halde

{viovi =20, &)

y nin Frenet catisidir ve y nin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart k; = +c — s

esitligini saglayan bir helis ve ¢ > s olmak iizere k, = v/s olmasidir (Ozgiir ve Giiveng,

2012).

38



3.3 R?"*$(—35) Uzay1

M = R?™S uzay1, {Xq, X, cee) X, V1, Var -o» Vi Z1» Z2) -, Z } KOOIdinat fonksiyonlar

ile verilsin. X € y(M) igin

a
aZj

d d
X = Z?=1 (Xia_xi + Yla_y) + Z§=1Zj
olmak Uzere

a .
§=25-0=12..5
1 .
n) = 2z — By 7idx), (= 12, ., 5)
A 9 n d n S 0
¢X zzizlyia—xi— i=1Xia_yi+ (21’:1 Ylyl)( j=1aZj>

g =Y5om; @y + 1T, (dx)? + (dyy)?

esitlikleri verilsin. Bu durumda, (R?™**,¢,¢;,1;, g) sabit ¢ = —3s ¢-kesitsel egriligine
sahip bir uzay formudur. Bu uzay formu kisaca R?"*$(—3s) ile gésterilir (Hasegawa ve
Okuyama, 1986).

Lk=12..nj=12,..5s i¢in R¥*S(—3s) uzay formu iizerinde

a
Xi=25-

i

0 a
Yo = 0% =2 (4 7 D )

£ =2-"

aZj

39



olmak tizere
{Xli XZ' ey Xni Xn+1' Xn+2i e XZ‘m Elﬂ 5;2' e ES}
bir ortonormal tabandir. Bu tabana gore Levi-Civita konneksiyonu

inXk = VXn+an+k =0
Vx Xntk = Ok Xj=1§;
VX = =6 Xj=1¢;

V& = Ve Xi = =Xy
VipeiSi = Ve Xnei = =X

dir (Hasegawa ve Okuyama, 1986).

Yukaridaki sonuglar n = 1 i¢in tekrar diizenlenirse asagidakiler elde edilir:

M = R2*5(—=3s) uzay formu {x,v,z,z,,..,2z,} koordinat fonksiyonu ile verilsin. Bu

uzay formu tizerinde
N
X=e Lt a+z 9 ¢ o
_elax 92 ay . 1§lazl X
l=

olmak tizere,
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£ = 26i (i=12,..,5)

nj = é(dzj —ydx), (=12, ..,5)

g ==(dx? +dy?) + T5_,n; @,

olur. R?*$(—3s) iizerinde i = 1,2, ..., s i¢in

0 a i}
e =¢e= _'82=¢e=2(£+y2f=1€i)1 €i=26_2i

ax

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

olmak tizere {e, e, &;,¢,, ..., &} bir ortonormal tabandir. Bu tabana gore Levi-Civita

konneksiyonu

Vee = Vyepe =0
Vepe = i1 &
Vpee = = Xiz1 &
Veéi = Vg e = —ge

Veeli = Ve, pe = e

dir.
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DORDUNCU BOLUM

S-MANIFOLDLARDA GENELLESTIRILMIiS VEKTOREL CARPIM VE
LEGENDRE EGRILERI

4.1. (2 + s)-Boyutlu Catilandirilmis Metrik Manifoldlarda Genellestirilmis
Vektorel Carpim

Tanmim 4.1.1 A, s X (s + 1) tipinde bir matris olsun.

e Ajri=12,.s5j=i+1,i+2,..,s+1L,k=12..,s, matrisi A matrisinin i.
Ve j. siitunlari ile k. satirinin silinmesi ile elde edilen matristir.

Ozel olarak, s = 1 igin detd;,; = 1 dir.

o /Tmn ,m=23,..,ssn=m+1m+2,..,s+1, matrisi A matrisinin i. ve j.
stitunlarinin kaldirilip ilk siitunun soluna A matrisinin ilk siitununun yeni bir siitun
olarak eklenmesiyle elde edilen matristir.

a1 Q12 Q13 A1g

Ornegin s = 3 alnirsa A = [am Az QA3 Qg
(31 A3z O3z A3y

matrisi i¢in,

Az1 Qo4
Ayszq = [ ]

asz; O0dszg

ve

elde edilir. (Can ve Camci, 2023)
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Tamm 4.12 M= (M?*S,¢,n,¢,9) (i,j=12..,5)

catilandirilan metrik manifold olsun. M2*S deki vektorel ¢carpim

Xl XXZ X e X XS+1

S s s+1

5[5 5 cortatrnpaais )

k=1 \i=1 j=i+1

X1 PXy o DX
N X)) mX) - n(Xsi1)
ns(Xl) ns(XZ) 775(Xs+1)

biciminde tanimlanir. Burada X, X;, X3, ... X541 € y(M) ve

mX) m&) - n1Xsgq)
A= 772(_X1) 7]2(‘X2) 772(){5+1)
(XD M6(X)  Me(Xers)

(2 + s)-boyutlu

(4.1)

(4.2)

olmak tizere /Tijk,i =12,..5,j=i+1,i+2,..,s+1,k=1,2,..,s matrisi Tanim 4.1.1

de tanimlandig1 gibidir. (Can ve Camci, 2023)

ki bu da bize Tanim 2.6.1°deki Camci’nin 3- boyutlu hemen hemen kontak metrik

manifoldlarda tanimladig1 vektorel carpimi verir.

Ornek 4.1.1 R?**2(x;,x,,x3,x4) 4-boyutlu Oklid uzayinda m(xy, xp, X3, %) =

(x1,x2,0,0) olacak sekilde izdiistim fonksiyonu ve J(xq, X3, X3, x4)=(%2, —X1, —X4, X3)

hemen hemen kompleks doniistimii vardir.
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d):]on’

doniisimii  tanimlanirsa  ((R**2(xy, x5, %3, %4),  @,85,m5,9) (6,7 = 1,2)  yedilisi
catilandirilan metrik manifolddur. Burada ¢; = (0,0,1,0) , ¢, = (0,0,0,1) , n; =dxs ,
n, = dx, ve g de 4-boyutlu Oklid uzayinda standart Oklid metrigidir.

XlIXZIX3 € T(R2+2) Olmak ﬁzere Xl X XZ X X3 == Xl AXZ /\X3 E|de Edi"r kl
X1 AX, A Xz, R?*2 deki alisilmis vektdrel ¢arprmdr.

Gergekten, (M?**2,¢,¢,,1;, 9) (i,j = 1,2) catilandirilan metrik manifoldunda

mX) mXz) n1(X3)

X, X,, X2 € M?*? icin (4.1) ve (4.2) esitliklerinden A=[
7R ¢in (4.1) (4.2) s n2(X1) 12(X2) 12(X3)

olmak tizere

Xy X Xy X Xz = Y (B2, T3 1 (D) RD(X,, X )detA;jp ) & +

dX; »X; $X3
mX) mXz) n(X3)
(X)) m(Xz) n2(X3)

X1 XXy X X3 = (¢(X1'X2)n2(x3) — O(Xy, X3)n(X3) + ¢(X2'X3)772(X1))51
+(—‘D(X1'X2)771(X3) + & (X, X3)n (X3) — ¢(X2'X3)771(X1))52
dX1 dX, dX3

+ [m &) mX2) n:1(X3)
(X)) 12(X3) n(X3)

elde edilir.

J? = —I oldugunu gosterelim.

J?(xq, %2, X3,X4) = ](](Xp X2, X3, x4))
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= J(xp, —X1—, X4, X3)

= (—X1, —X2, —X3, —X4)

dir. O halde J2 = —I olur. ¢ =] om olarak tammlandifindan VX = (x,x,, X3,%,) €
x(M) igin

¢X = U ° T[)(X) = ](T[(X)) = ](xlle' 010) = (xZ' —X1 010)
¢2X = ¢(¢(X) = (I)(Xz, —X1, 0,0) = (_xlr —X2, 010)

= —(x1, X2, X3, x4) +x3(0,0,1,0) + x,(0,0,0,1)

O|UI’ O halde ¢2X = _X + r]l(X)El + UZ(X)SZZ dlr Ayrlca Tll(fl) = 772(52) = 1V6
11(&2) = n2(&1) = 0 oldugu kolayca goriiliir. X = (x1,x2,x3,%4) , ¥ = (¥1,¥2,¥3,¥4) €

TR?*2 olmak tizere

g(¢Xr ¢Y) = g((x2' —X1 0'0)' (yZ' —V1, 0'0)) =X1Y1 T X2)> (4.3)

g&X,Y) =0 (X1 (Y) —n.(X)n,(Y)
= X1Y1 T X2Y2 T X3Y3 T X4Ya—X3Y3 — X4 V4

(4.4)

(4.3) ve (4.4) esitliklerinden

g(@X,pY) = g(X,Y) —n:(XIn.(¥) — n2(X)n,(Y)

elde edilir. O halde ((R**2(xy,x2,%3,%4),0,¢,mj,9) (,j=12), n=1 igin
catilandirilan  metrik  manifolddur.  X; = (x4, %2, x3,%4) , Xo = V1, Y2, V3, Vs), X3 =

(24,23, 23,24) € TR?*? igin
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D (X1, X2) = X1y2 — %21
D(Xy, X3) = X127, — X224

D (X3, X3) = y1Z — Y274
m(X1) = x5, n2(X1) = x4
mXz) =ys, 1:(X2) =y,

M (X3) =23, N(X3) =z,

degerleri (4.1) esitliginde yerine yazilirsa

X1XX2><X3: y = Xl/\Xz/\X3

bulunur.

Teorem 4.1.1 M = (M?**S,¢,é,1m;,9),(i,j = 1,2,...,s) (2 + s)-boyutlu uzayda
catilandirilan metrik manifold olsun. VX;,X,, ..., Xsy1 € TM igin (4.1) vektorel carpimi

asagidaki ozellikleri saglar.

I.  Vektorel carpim lineer ve antisimetriktir.
. Xy XX, X X3X..XXeyq carpmt Xy, X5, X5, ..., Xg41 vektorlerinin  herbirine
diktir.
.  ¢X =¢& x& X ..x& x Xdir. (Can ve Camci, 2023)

Ispat: i. ® temel iki formu ve determinant fonksiyonu lineer ve antisimetrik

oldugundan ispat1 agiktir.

i g( Xy XX, X X3 X ..XXey1,X:) =0, (t=1,2,...,5 + 1) oldugunu gostermeliyiz.
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t = 1 icin ispat1 yapalim. (4.1) esitliginden

g( Xy X Xy X X3 X .. X X1, X1)

S s s+1

=z Z Z (_1)i+j+kq)(xi'xj)det1‘iijk Nk (X1)

k=1 \i=1 j=i+1

(4.5)
0 9(@X2,X1) - 9(PXsi1,X1)
+ n1(X1) n1(Xz2) N1 (Xs+1)
ns(Xl) ns(XZ) T]S(XS+1)
(4.5) denklemindeki determinant1 1. satira gore agilirsa
i=1(2§:%(_1)2+j+k¢(x1:Xj)detiquk Nk (X1) (4.6)
elde edilir. (4.6) esitligini (4.5) esitliginde yerine yazilirsa
g(Xy X Xy X X3 X X X1, X1)
N s s+1 N ) (4.7)
= Z Z Z (-1 k(X X; )detA;jy | (Xy)
k=1 \i=2 j=i+1
elde edilir. (4.7) denklemini agarsak
S s+1
g( Xy X Xy X X3 X oo X Xgp1, Xq) = Z Z (D)™ (X, X;)det 4 (4.8)
i=2 j=i+1

elde edilir. Burada /Tij ,i=23,..,s,j=i+1,i+2,..,5s+ 1 matrisi Tanim 4.1.1 de

tanimlandig gibidir. Kolayca goriiliir ki detji ; = 0dir. O halde
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g(Xy XXy X X3 X X Xg41,X1) =0

bulunur. Benzer yolla g(X; XX, X X3 X ... X Xe11,X;) =0(t=2,..,5s+1) oldugu
ispatlanabilir.

. vX,&,&,...,66€TM  i¢in & =Y, ,i=12,..,s ve X =Y, dersek (4.1)
esitliginden

glAEZA---AfsAX=Y1AY2A---AY5+1

=35 o, ;:il+1(—1)i+j+kq’(yi;Yj)dett‘Iijk)fk +

O) RN ) TR ) G (4.9)
771(.Y1) 771(}’2) 7]10{5+1)
Ns (.Yl) Ns ('YZ) y N (Y.s+1)

elde edilir. (3.3), (3.4) ve (3.27) esitliklerinden (4.9) esitliginde

o(Y,Y) =0, i,j=12..,s+1 (4.10)

dir. ¢Y; = ¢pé; =0, Yy,; = X ifadelerini ve (4.10) esitligini (4.9) denkleminde yerine
yazarsak (3.3) esitliginden

0 0 0 ¢x
anenngax=|0 0 7 0 m®)_ 4y
00 - 1 nyX)

bulunur.
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4.2. S-manifoldlarda Legendre Egriler

Teorem 4.2.1 (M?*S,¢,¢;,m;,9) S-manifold olsun. y:I € R > M?*S birim hizli

egrisinin Serret Frenet vektorleri Vi, V5, ..., Voiq, Voyn ve egrilikleri kq, ky, ..., kg1 0OlSun

€ = 11 olmak {izere y egrisi Legendre egri ise

Vy = egpVy
V3 = % a=1%s

kzz\/g

ve

dir. (Can ve Camci, 2023)

Ispat gjj:l > R

5"%’(5):9(‘/1',51') , 1<i<s+2,1<i<s olarak

tanimlansin. Bu durumda

§1=011V1 + 02 Vo + o+ 0(12)1 Vs = Yt onVi

$a = 012Vh + 09V + - + O(s+2)2Vs42 = Yt onVi (4.11)

st = Ulsvl + UZSVZ + et U(s+2)sVs+2 = 2-12 O-isVi

olur. (4.11) denklemi kisaca
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_ \s42 .
=210V, j=12,..,s

seklinde yazilabilir. Kabul edelim ki y Legendre egri olsun. Bu durumda

011 =012 = =0153=0 (4.12)

olur. Ayrica Teorem 4.1.1 den

PV; =& X & X XXV

oldugundan
Vi Vo V3o Vs Vst2
011 021 031 .« O(s+1)1 O(s+2)1
o o} o .. O le
BV, = 12 %2z 32 - (sJ:r1)2 (STZ)Z (4.13)
O1s Ozs O35 - O'(s+1)s O'(s+2)s
1 0 0 O 0 0

yazilir. (4.13) determinant1 son satira gore agilirsa

VZ V3 Vs+1 Vs+2
021 031 - Os+1)1 O(s+2)1

PV; = (—1)5t1|022 032 . O(s+1)2  O(s+2)2 (4.14)
O2s 03s - O(s+1)s O(s+2)s

elde edilir. (4.12) denkleminden
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011 =0=9g1,&)

(4.15) esitligin tiirevi alinirsa (3.27) ve (3.31) denklemlerinden

klg(VZJ 51) = g(Vl; ¢V1) =0

k10'21:0 ) kli()

0,1 =0

elde edilir. Benzer igslemler yardimiyla (4.12) esitliginden

Opp = Op3 =+ =035 =0

bulunur. (4.14), (4,15) ve (4.16) denklemlerinden

VZ V3 Vs+1 Vs+2

0 031 . Os+11 Oi+2)1
PVy = (DSt 0 035 .. Oii1)2 Ogs42)2

0 O35 - O'(s+1)s O-(S+2)S

elde edilir. Burada (4.18) determinanti

031 -+ O(s+1)1 O(s+2)1

032 -« O@+1)2 O(s+2)2
PV, = (_1)S+1 : : : : 2

O3s U(s+1)s U(s+2)s
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olur. (4.12), (4.16) ve (4.17) denklemlerinde bulunan ifadeler (4.11) denkleminde yerine

yazilirsa

1 =03 V3 ++ 0(s+2)1Vs+2

$y =03,V + + U(s+2)2Vs+2 (4.20)
$s =03sV3 + -+ G(s+2)sVs+2
elde edilir. (4.20) denklem sistemi matris formunda yazilirsa

& 031 041 -+ O(s+2)1][ V3

| 932 G4z - O(s+2)2(| V,

N I : : : : (4.21)
Es O35 Oas - O(s42)s] [Vgyo

B

elde edilir. {&;,&,,...,&} ve {Vs, ...,V 2} sistemleri ortonormal oldugundan B matrisi

ortonormaldir. Yani BT = B~ dir. Bu durumda B matrisinin determinanti

IB| = +1 (4.22)

dir. O halde ¢ = +1 olmak iizere (4.19) ve (4.22) esitliklerinden

oV, = eV, (4.23)

elde edilir.(4.23) esitliginin ¢ altinda goriintiisiinii alinirsa

PV = PV, = =V, + N1 (V1)é1 + -+ ns(V1)és (4.24)
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elde edilir. (4.12) denkleminden

PV, = -1 (4.25)

elde edilir. (4.16) esitliginde 05, = g(V,,&;) = 0 olup bu esitligin tiirevini alirsak

—k1g(V1, &) + ko g(V3,80)E+ g(Vo, V1) =0

elde edilir. (4.12) esitliginden

kyo31 = g(Va, oV4) (4.26)

bulunur. Benzer sekilde (4.17) deki esitliklerinin tiirevini alirsak

4.27
ko053, = kp033 =+ = kyo35 = g(Vo, V1) ( )
elde edilir. (4.19) esitliginden,
031 -« O(s+1)1  O(s+2)1
032 . O(s+1)2 O(s+2)2
gV, V) = (_1)S+1 : : S: S:
(4.28)
03s -+ O(s+1)s O(s+2)s

— (_1)S+1|B| — (_1)S+1.(_1)S+1
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elde edilir. O halde (4.28) denklemi

gV, V) =1 (4.29)
seklinde olur. (4.29) esitligini (4.26) ve (4.27) denklemlerinde yerine yazarsak

k,031 = ky03, = k033 =+ = kyo3, = 1 (4.30)
elde edilir. Burada k, # 0 olmalidir. Bu durumda (4.30) denkleminden

031 = 032 = *** = O3s Zk% (4.31)
elde edilir. Burada B matrisi ortonormal oldugundan

(031)% + (03)2 + + + (03)2 =1 (4.32)
(4.31) ve (4.32) denklemlerinde € = +1 olmak iizere

(4.33)

Rk

031 =032 = '+ =035 =
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Ve

elde edilir. (4.32) esitliginden tiirev alirsak

—k29(V2,81) + k3g(Vy, &1) + g(V3,¢V,) =0 (4-34)
bulunur. (4.16) ve (4.17) denklemlerinden (4.34) denklemi
ko0, 0 (4.35)
seklinde elde edilir. Benzer sekilde
k304, = k3043 = -+ = k3045 = 0 (4.36)
elde edilir. Burada B matrisi ortonormal oldugundan
(4.37)

(041)% + (042)% + -+ (045)* =1
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dir. (4.35), (4.36) ve (4.37) denklemlerinden

k3:0

elde edilir. (4.21) denkleminden

61 V3
Iﬂ _B I Vy (4.38)
&l W

dir. BT = B~ oldugundan (4.38) denklemi

Vs $1
Va | = pr|2 (4.39)
Vs+2 fs

seklinde olur. (4.21) denklemindeki B matrisinde (4.33) esitligindeki degerler yerine

yazilirsa
£ £ £
Vs Vs Vs
BT =| 941 042 Oss (4.40)
Ois+2)1  O(s+2)2 " O(s42s)s

olur. (4.40) esitligini (4.39) denkleminde yerine yazarsak
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&
V3 = \/_E g{:l fa
bulunur.

Sonug¢ 4.2.1 Teorem 3.2.2 de Ozgiir ve Giiveng ¢V, |l V, oldugunu kabul ederek
Teorem 4.2.1 deki sonuglarin aynilarin1 biharmonik Legendre egriler igin elde etmislerdir.

O halde Legendre egrilerin ayn1 zamanda biharmonik olduklari1 sonucuna varilabilir.

y:1 > R?*S(—3s) birim hizli bir Legendre egri olsun. y egrisini, t yay parametresi

olmak lizere

y(@®) = (x(8), y(), z,(0), ..., 25(1))

ile gosterelim. y Legendre egri oldugundan V; y nin teget vektdr alani olmak iizere

nj(V1) =0,(j = 1,2,...5) dur.

n; (V1) =n;(x"(0),y"(©), 21(D), ..., 25(D))

(3.32), (3.33) ve (3.34) esitliklerinden,

mV) =0=z () —y®x'(t) =0
(V) =0= Zé(f) —y(@®x'(t) =0 (4.41)

ns (V) = 0= 2.(6) — y(©)x' () = 0

y(@) = (x(©),y(0), f(O) + 1, f (&) + € oee, f(E) + )
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yazilir. y egrisinin teget vektor alam {e, e, &, &,, ..., &} tabani cinsinden yazilirsa (3.35)

ve (4.41) esitliklerinden

v, = %(y’e + x'¢e) (4.42)

elde edilir. Ayrica y birim hizli oldugundan

()2 + ()2 =4

dir. O halde asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 4.2.1 6(t) = ct + ¢, olmak iizere,

x(t) = %cos@ + xo

y(t) = %sin@ + v

L 2Yo _2
f) == sin26 + . cos6 -t

icin y:1 > R?*S(=3s), y(t) = (x(t),y(®), f(t) + c1, f() + 3 ..., f(£) + ¢5)  edrisi
Legendre egridir ve birim hizlidir. {e, ¢e, &;,¢,, ..., &} tabanina gére y egrisinin teget

vektor alani
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V, = cosBe — sinB¢e (4.43)

dir. (3.32), (3.33) ve (3.34) esitliklerinden n;(V;) =0,i = 1,2,...,s oldugu goriliir. y

egrisinin egrilikleri hesaplanirsa, (3.36) esitlikleri yardimiyla

Vy, e = cosb 2i—1éi

Vy,e = sinf Y;_ ¢ (4.44)
Vvlfi = —sinfe—cosO¢e, i=12,..,s
bulunur. (4.43) denkleminden
Vy, Vi = —csinbe — ccosbpe + cosOVy, e — sindVy, pe (4.45)
elde edilir. (4.44) deki esitlikleri (4.45) denkleminde yerine yazilirsa
Vy, Vi = —csinfle — ccosOge (4.46)

elde edilir. Vy, V; = k;V, oldugundan (4.46) denkleminden k; = c elde edilir. O halde

V, = —(sinfBe + cosO¢e) (4.47)

dir. (4.43) ve (4.47) denklemlerinden,
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¢V, = cosO¢e + sinfe = -V,

bulunur.
Ei=y'=VW
EZ = VV1V1

(VVl (VV]_ Vl)'VVl Vl)
(VV]_ VI;VV]_ Vl)

(vV]_ (VV]_Vl)'Vl)

E3 = VV1 (VV1V1) - (V1,V1)

Vv, Vi — Vi

olmak tizere,

E.
V3 = 3
llE3l

oldugundan,

Vy, (Vy, V1) = Vy, (—csinfe — ccosboe)

= —c%cosfe + c?sinfpe — c ¥5_, &

(Vy,(Vy, V1), Vp) = —c?
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elde edilir. Ayrica, k, = (Vy, V,,V3) denkleminde

Vy, V2 = —(cosbe — sinfe + ¥i_; &;)

denklemini yerine yazarsak k, = /s bulunur. Benzer sekilde k3 = (Vy, V3, V,) ve

VV1V3 = _k2V2 + k3V4

denklemlerinde

Vy, Vs = Vs(sinbe + costpe)

ifadesi yerine yazilirsa k3V, = 0 dolayisiyla k; = 0 elde edilir.

Teorem 4.2.2 (M?*2,¢,&;,1n;,g) S —manifold olsun. y:I ¢ R — M?*2 birim hizli
egrisinin Serret Frenet vektorleri Vi, V,, V5, V, ve egrilikleri kq, ko, ks olsun. y egrisi

Legendre egri ise

Ve=5(1—&)
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dir. (Can ve Camci, 2023)

Ispat: Lemma 2.4.3 den V, = —V; AV, A V5 dir. (4.1) denkleminden

Vy = (Q(VL dVIn,(V3) — g(Vy, oV3)n,(V2) + g(Va, V3)1, (V1))SC1 +
(_Q(VL dVo)ni(Vs) + gy, @Va)n, (V) — g(Vs, ¢V3)771(V1))852 +

dV; ¢V, dV3
V) 1 (Vy) n(Vs)
(V) n2(V2)  ma(Vs)

(4.48)

bulunur. (4.16), (4.17), (4.23), (4,25), (4,31) ve (4,48) denklemlerinden,
Vi=5(—&)

elde edilir.

Ornek 4.2.2 R?>*2(—6) uzayinda

y(®) = In|V1+ 2 +t|,2V1 + t2,4t + ¢y, 4t + ¢;) bir Legendre egridir. Bu egrinin

teget vektor alani (4.42) denkleminden

1
V= Newws (te + ¢e) (4.49)

bulunur. (3.36) denkleminden
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Vne=—==+&)
Ve = == (1 + &)

Vinéi = == (—tde +e),i = 1,2
dir. (4.49) ve (4.50) denklemlerinden

1

Vy, Vi = 5 (e — tge)
(1+t2)2

k= VWil = o

Vo = = (e — tepe)
ve

¢V; = —ﬁ(e —tgpe) = -V,
elde edilir.

Vy, Vo = =k Vi + k,Vs
esitligi yardimiyla

Vy, Vo = — - 3 (te + ¢pe) — (& +&2)

(1+t2)2
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kiVy = . 3 (te + ¢e)

(1+t2)2

oldugundan

kyVs = _(51 + s;z) (4.51)
dir. (4.51) esitliginden k, = V2 ve Vs = — 222 elde edilir.

V2

VV1V3 e _k2V2 + k3V4

esitligi yardimiyla k3 V, = 0 bulunur. O halde k; = 0 dir. Lemma 2.4.3 den

e pe 3 ¢2
1 _ t 0
v 1+t2 V1+t2 1 (f f )
4 = |t 1 = 52761
e e 0 0 v
0 0 —-——= ——
V2 V2
bulunur.

Teorem 4.2.3 (M?*3,¢,&;m;,9), (i,j = 1,2,3) S-manifold olsun. y, M?*3 de
Legendre egri olmak tizere bu egri 3-boyutlu K-kontak uzayina imbedding yapilir. (Can ve
Camci, 2023)

Ispat: (M2+3,qb, Ej,ni,g) , (i,j = 1,2,3) S- manifold ve
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yil cR-> M?™3 s> y(s)

Legendre egri olsun.

0(s) = [ kyds (4.52)

olmak tizere

U, = cos8.V, — sinf. Vg

U, = sin8.V, + cos6.V; (4.53)
vektorleri tanimlansin. (4.53) denkleminden
Vy, Uy = —0'sinBV, + cosOk,Vs — 0'cosOVs + sinbk,V, (4.54)

dir. (4.52) ve (4.54) denklemlerinden

Vy,U; =0

ve benzer sekilde,

Vlez == 0

dir. O halde U,ve U, vektorleri sabittir. (4.53) denkleminden kolayca goriiliir ki
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{VlJ VZ' V3' UlJ UZ}
bir ortonormal tabandir.

fi:I-R
s = f1(s) ={y(s) —y(0),U,)

ve

fo:I->R
s = f2(s) = (y(s) —y(0),Uy)

fonksiyonlar1 tanimlanirsa, (4.53) ve Uy, U, vektorleri sabit oldugundan
fi(s) =y (), Up) +{y(s) —y(0),uy") = (V1,U;) = 0
f1(s) = c (sabit)

f1(0) =(y(0) —y(0),U;) =c=0

olup Vs € I igin f;(s) = 0 olur. Benzer sekilde Vs € I i¢in f,(s) = 0 oldugu gorilir. O

halde

y(s) —y(0) € Sp{Vy,V,,V3}
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dir. Simdi

w={Xex(MlgX,U,) =0,9(X,U,) = 0}
kiimesi tanimlanirsa,

w = Sp{Vy,V,, Va}

oldugundan y(s) —y(0) € w dur.

T:xy(M) - w

_ M+ +A
X opX)=Xx+2—2"73

seklinde ~ tanimlanmak  {izere X €D ={X € y(M)[n;(X) =0,i = 1,2,3} ve
X =X+ L&+ A8 + L85 ve § = L2 gir

n=n+n,+n,d=¢ veg=3g

olarak almirsa, (w3, f,&,n, §) beslisi K-kontak metrik manifold olur. Gergekten, § = 3g
ise [{ = X dir. O halde V=V olur. Her X, Y € x(M) i¢in

dn(X,Y) = (dny +dn, +dn3z)(X,Y) = 3dn,(X,Y)

= 30(X,Y) = 3g(X, ¢Y) = §(X, $Y)
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olacagindan
(X, Y) = dn(X,Y)

dir. Ayrica,

= +&,4 1
Vaxé = Vox (@) = g(vnxs;1 + Vixés + anf3)

= S 9@X) = ~p(X) = —G(nX)
elde edilir. V;(s) = y'(s) olmak iizere,
nV) =y +n2 +03) (V) =n.(V1) + (V) +13(V,) =0
oldugundan y egrisi w uzaymda Legendre egridir.

Sonu¢ 4.2.2 3-boyutlu K-kontak uzaylar Sasaki uzaylardir. O halde M?*3 deki

Legendre egriler Sasaki uzayina imbedding yapilabilir.
4.3. R?*$ Uzayinda Silindirde Yatan Sonlu Tipte Legendre Egriler

Tanmim 4.3.1 M manifoldu R2"*S(—3s) S-uzay formunun kompakt C* manifoldu

ve x:M - R*™$(—3s) bir izometrik immersiyon olsun. Burada x in koordinat
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fonksiyonlart A =1,...,2n i¢in x4 1S X = (X4, X2n+1, X2n42, » Xonss) Olarak

yazilabilir. Bu durumda,

xg— (Xa)o = Z?':qu(xA)t (4.59)

olmak tizere py = {inft: (x4): # 0} ve q4 = {sup t: (x4); # 0} olarak tanimlanir. Eger
p = inf {p,}, ¢ = sup {q4}, x, sabit bir vektdr ve x,: M - R*"*5(—3s) doniisiimleri de

sabit olmayan diizgiin doniistimler iken (4.55) denkleminin spektral ayrigimi

X — Xy = Z‘Z=p Xt Dy, = Aexe (4.56)

olur. (4.56) denkleminin ¢ altindaki gorintiisii alinirsa

d*x = p*xo + XL, P2x; (4.57)

spektral ayrisimi elde edilir. Burada Ag(x:es) = A:g(x;, eq) dir. (4.57) spektral
ayrisiminda sifirdan farkli k tane ¢2x, ler varsa R2"+S(—3s) S-uzay formunda kompakt M

manifolduna k-tiplidir denir.

Tamm 4.3.2 R?*S(—3s) uzaymda N1*5(r) silindiri

N'*5(r) = {Xe R**$(=35): g(X — X0, X — Xo) — Zi_1(mi(X — Xo))? = r?} (4.58)
veya

N ={X = (0,1, 21, ., 25): (x = %) + (y — ¥0)* = (2r)?%} (4.59)
bi¢cimde tanimlanir. Burada r sabittir.
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y:l > R?75(=35), y(t) = (x(t), y(t), 2z, (1), ..., z;(t)), egrisi N1*S(r) silindirinde

yatan bir egri olsun. Burada t yay parametresidir. O halde (4.59) denkleminden

(x —x0)* + (y — yo)? = 4r?

olur. Boylece

x(t) = 2rcos6(t) + x,

y(t) = 2rsinf(t) + y, (4.60)
ve

y(t) —vo = (2rcosO(t), 2rsind(t), z,(t), ..., zs(t)) (4.61)
dir. (4.61) denklemi {e, ¢e, &1, &5, ..., €} tabani cinsinden yazilirsa

y(t) —yo = rsinf(t)e + rcosO(t)pe + 0,&; + - + 0.& (4.62)

elde edilir. Burada o; = z; — rcosf(t)y dir.

Teorem 4.3.1 y, N'*S(r) silindirinde yatan bir egri olsun. y egrisinin 1-tipten

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 8’ niin sabit olmasidir.

Ispat: Eger egri 1-tipten ise (4.57) denkleminden

Agly —vo.€) =Ag(y —vo,€1), i =1,2
g 0 Ci g 0 Ci (4.63)

elde edilir. Bir egrinin Laplace’

M= (4.64)
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dir.

f=90—voe) =9 —voe)

(4.65)

ve

9=9 —voe2) =g —vo ¢e) (4.66)
dersek, (4.62), (4.65) ve (4.66) denklemlerinden

f =rsinf (4.67)
ve

g = rcosé (4.68)
olur. O halde (4.64), (4.67) ve (4.68) denklemlerinden

Af = —1(0"cosf — (8")?sind) (4.69)
ve

Ag = —g" =1r(0"sinf + (8")?cosh) (4.70)
elde edilir. (4.63), (4.69) ve (4.70) denklemlerinden

—7r(0"cos8 — (0")?sinf) = Arsinf “71)

r(0"sinB + (6")%cosf ) = ArcosO

denklemleri elde edilir. (4.71) denklem sistemi ¢oziiliirse 8" = 0 bulunur. Dolayisiyla 6’

sabittir.
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Tersine 8’ sabit olsun. O halde 8(t) = ct + ¢, yazilabilir. O halde (4.62) denkleminden

gy —vo,e) = rsinf

4.72
gy —vo, fe) = rcosd e

elde edilir. (4.63) ve (4.72) denklemlerinden 8" = c olmak iizere

Ag(y —yo,e) =rc?sind = c*g(y — yo, e)

ve

Ag(y — vo, pe) = rc*cost = c*g(y — vo, pe)
elde edilir. O halde y, 1-tiptendir.

Teorem 4.3.2 y:1 » R?**S(—3s) birim hizli egrisinin Serret Frenet vektorleri
Vi, Vo, s Vi1, Voyn, egrilikleri ky, ks, ..., kgyq Ve & =+1 olmak iizere 7y, N*S(r)

silindirinde yatan bir Legendre egri olsun. Eger y egrisi 1-tipten ise

k]_:%,kzz\/g, k3:0,V2:€¢V1

ve

V3 = % fx=1 fs

dir.
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Ispat: y(t) = (x(t), y(t),z,(t), ..., z5(t)), N*+S(v) silindirinde yatan bir Legendre
egri olsun. y, Legendre egri oldugundan n;(V;) =0,( =1,2...,s) dir. (4.41) deki

denklemlerden

z1(t) = z3(t) = -+ = zg(t) = y(O)x'(t)

oldugundan, z;(t) = f(t) denilirse, (4.60) esitliklerinden

f(©) = =r2(26(¢t) — sin20(t)) + 2ryycoso (t)

bulunur. O halde

y(t) = (2rcosO(t) + xg, 2rsinf(t) + yo, f (t) + ¢4, ..., f(t) + ¢5)

N*3(r) silindirinde yatan bir Legendre egridir. (4.42) denkleminden y egrisinin teget

vektor alani

V, =160'cosbe — r0'sinf¢pe (4.73)

dir. (3.36) denkleminden

Vy,e =10'sind }i_; &
Vy, e = 18'sinb ¥i_; & (4.74)
Vy,éi =10'cosbpe —rB'sinfe, i =1,2....,s
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(4.73) ve (4.74) denklemlerinden

Vy Vi = (r8"cosd —r(0")*sinf)e — (r0"sinb + r(8")*cosb)pe

elde edilir. O halde, (4.75) denkleminden

k12 — ||VV1V1||2 — r2(9/)4 + r2(9//)2

bulunur. y egrisi birim hizli oldugundan (4.73) denkleminden

r2(6")? =

olur. y egrisi 1-tipten oldugundan Teorem 4.3.2, (4.76) ve (4.77) denklemlerinden

bulunur. (4.77) denkleminden € = +1 olmak tizere

rf' =¢

dir. (4.73) ve (4.79) denklemlerinden

Vi, = €(cosBe — sinbge)

elde edilir. (4.80) denkleminin ¢ altindaki gortintiisii alinirsa,
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¢V, = e(cosBe + sinf¢e)

elde edilir. Vy, V; = k;V, oldugundan (4.75), (4.77) ve (4.78) denklemlerinden

V, = —(sinBe + cosO¢e)

(4.81)

(4.82)

bulunur. (4.81) ve (4.82) denklemlerinden V, = e¢V; elde edilir. (4.74) ve (4.82)

denklemlerinden

Vy, Vo = —(8'cosbe — @'sinfpe + 10" ¥5_; &;)

dir. Ayrica (4.73) ve (4.78) denklemlerinden

k,V, = 0'cosfe — 0'sinf¢e

elde edilir.

VV1V2 = _k1V1 + k2V3

oldugu biliniyor. O halde (4.83), (4.84) ve (4.85) denklemlerinden

kyVs = —T9'2f=1 ¢i

bulunur. O halde (4.79) ve (4.86) denklemlerinden

ve
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Vs==5 (4.88)

bulunur. (4.74), (4.77), (4.79), (4.88) denklemlerinden ve Teorem 4.3.1 den

Vy, Vs = —Vs(cosOpe — sinbe) (4.89)

elde edilir. O halde (4.82) ve (4.87) denklemlerinden

k,V, = s(cosO¢e — sinfe) (4.90)

dir. (4.89), (4.90) denklemleri ve Vy, V3 = —k,V, + k3V, esitligi kullanilirsa
k3V4 =0
dir. Dolayisiyla k3 = 0 olur.

Sonug 4.3.1 R?*5(—3s) S-uzay formunda N1*5(r) silindirinde yatan bir Legendre

egri 1-tipten ise sabit egrilige sahiptir.
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BESINCI BOLUM
SONUC

Bu c¢alismada 3-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifoldlarda tanimlanan
vektorel carpimin bir genellestirmesi yapilmistir ve (2 + s)-boyutlu catilandirilan metrik
manifoldlarda genellestirilmis bir vektorel carpim tanimlanmistir. Bu tanimlanan vektorel
carpim kullanilarak (2 + s)-boyutlu  S-manifoldlarda Legendre egrilerin egrilikleri
hesaplanmistir. Ayrica, (2 + s)-boyutlu S-manifoldlarda silindirde yatan 1-tipten Legendre

egrilerin egrilikleri elde edilmistir.

Bu calismanin devaminda, genellestirilmis vektorel c¢arpim kullanilarak

S-manifoldlarda slant egrilerin egrilikleri hesaplanmasi planlanmaktadir.
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