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ÖZET 

 

İDEAL YAPISINDA YENİ BİR ARAŞTIRMA 

 

Ayşe Nur TUNÇ 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı Doktora Tezi 

Danışman : Prof. Dr. Erdal EKİCİ 

06/01/2017, 54 

 

Bu tezde ideallerdeki kümeler kullanılarak tanımlanan P⋆-kapalı kümeler 

sunulmaktadır. Bu kavram ideal uzaylardaki kümeler üzerinde yeni bir yaklaşımdır.           

P⋆-kapalı kümelerin sınıfı ∗-operfect kümelerin ve ⋆-açık önI
∗-kapalı kümelerin bir üst 

sınıfıdır.  

Üstelik, bu tezde PC⋆-kapalı kümeler kavramı tanıtılmaktadır. PC⋆-kapalı kümeler, 

önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı kümeleri, ℛ𝒫𝒞I ve önI
∗-kapalı kümeleri, ℛ𝒫𝒞I ve zayıf Irg-kapalı 

kümeleri kapsamaktadır. 

 

Anahtar sözcükler: P⋆-kapalı Küme, P⋆-açık Küme, PC⋆-kapalı Küme, PC⋆-açık 

Küme. 
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ABSTRACT 

 

A NEW INVESTIGATION IN THE STRUCTURE OF IDEAL 

 

Ayşe Nur TUNÇ 

Çanakkale Onsekiz Mart University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Doctoral Dissertation in Mathematics Science 

Advisor : Prof. Dr. Erdal EKİCİ 

06/01/2017, 54 

 

This thesis presents P⋆-closed sets defined by using the sets in ideal. This concept 

is a new approach on the sets of ideal spaces. The class of P⋆-closed sets is a superclass of   

∗-operfect sets and ⋆-open preI
∗-closed sets.  

In this thesis , the concept of PC⋆-closed sets is introduced. PC⋆-closed sets contain 

preI
∗-open and preI

∗-closed sets, ℛ𝒫𝒞I and preI
∗-closed sets, ℛ𝒫𝒞I and weakly Irg-closed 

sets. 

 

Keywords: P⋆-closed Set, P⋆-open Set, PC⋆-closed Set, PC⋆-open Set. 



vii 

 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa No 

 

TEZ SINAVI SONUÇ FORMU ............................................................................................ii 

İNTİHAL (AŞIRMA) BEYAN SAYFASI.......................................................................... iii 

TEŞEKKÜR .......................................................................................................................... iv 

ÖZET ..................................................................................................................................... v 

ABSTRACT .......................................................................................................................... vi 

BÖLÜM 1                                                                                                                                   

GİRİŞ ..................................................................................................................................... 1 

BÖLÜM 2                                                                                                                                 

ÖN BİLGİLER ...................................................................................................................... 4 

BÖLÜM 3                                                                                                                                   

P⋆-KAPALI KÜMELER ....................................................................................................... 7 

BÖLÜM 4                                                                                                                                   

DİĞER ÖZELLİKLER ........................................................................................................ 24 

BÖLÜM 5                                                                                                                                   

PC⋆-KAPALI KÜMELER VE ÖNI
∗-CLOPEN KÜMELER ............................................... 32 

BÖLÜM 6 

PC⋆-AÇIK KÜMELER VE ÖZELLİKLERİ ....................................................................... 41 

KAYNAKLAR .................................................................................................................... 52 

ÖZGEÇMİŞ ........................................................................................................................... I 

 

 

  



 

1 

 

BÖLÜM 1                                                                                                                                   

GİRİŞ 

 

Çeşitli topolojik özellikler ve önemli topolojik konular; kompaktlık, aşırı 

bağlantılılık, bağlantısızlık vb. için, ideal uzaylar aracılığı ile çeşitli küme teorileri şu ana 

kadar çalışılmıştır (örneğin Ekici ve Noiri, 2008, 2009a, 2010a; Ekici, 2011c, 2012; Ekici 

ve Noiri, 2012b; Das ve Chandra, 2013; Li ve Lu, 2014; Ekici ve Elmalı, 2015; Das ve 

ark., 2016).  

Bu yüzden ideal uzaylardaki kümeler çeşitli topolojik problemler için önemli rollere 

sahiptirler. Öte yandan, 2010’da Açıkgöz ve arkadaşları (2010) ∗-operfect kümeler 

kavramını sundular.  

2011’de Ekici (2011a), sürekliliğin ayrışımlarını kurmak için önI
∗-açık kümeler 

kavramını sundu.  

Bu tezde, P⋆-kapalı kümeler olarak adlandırılan ideal uzaylardaki kümeler üzerine 

yeni bir yaklaşım sunulmaktadır. 

P⋆-kapalı kümelerin sınıfı ∗-operfect kümeler ve ⋆-açık önI
∗-kapalı kümelerin bir üst 

sınıfıdır. P⋆-kapalı kümelerin karakterizasyonları elde edilmiştir.  

Birçok makalede, topolojik uzaylardaki kümeler ile çeşitli problemlerin ana 

karakterizasyonları çalışılmıştır, örneğin Ekici (2007a,b, 2008a,b,c, 2009); Ekici ve Noiri 

(2009b, 2010b); Ekici (2013); Lee ve Lee (2014); Ray ve Bhowmick (2014).  

2011’de önI
∗-açık kümeler kavramı sunulmuştur (Ekici, 2011a). Öte yandan,        

önI
∗-açık kümeler ve önI

∗-kapalı kümeler problemlerin ana karakterizasyonları için 

kullanılmıştır (Ekici, 2011a; Ekici ve Özen, 2013).  

Bundan sonra 2015’de önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı kümeler bazı ayrışımların ve de bazı 

karakterizasyonların kurulmasında dikkate alınmıştır (Ekici ve Elmalı, 2015).  

Bu tezde, PC⋆-kapalı kümeler tanıtılmaktadır. PC⋆-kapalı kümeler, önI
∗-açık ve    

önI
∗-kapalı kümeleri, ℛ𝒫𝒞I ve önI

∗-kapalı kümeleri, ℛ𝒫𝒞I ve zayıf Irg-kapalı kümeleri 

kapsamaktadır.  

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölümde tez ile ilgili genel bilgiler verilmektedir.  

İkinci bölümde tezde kullanılan temel tanım ve bilgiler verilmektedir. Ayrıca tez 

çalışmasında kullanılan temel teoremler ifade edilmektedir.  
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Üçüncü bölümde, P⋆-kapalı kümeler olarak adlandırılan ideal uzaylarda kümeler 

üzerine yeni bir yaklaşım sunulmaktadır. 

P⋆-kapalı kümeler sınıfı, ∗-operfect kümeler ve ⋆-açık önI
∗-kapalı kümelerin bir üst 

sınıfıdır. 

Bu bölümde, P⋆-kapalılığa denk ifadeler sunulmuştur. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında bir A kümesi için aşağıdaki gerektirmelerin 

sağlandığı ancak terslerinin doğru olmadığı örneklerle gösterilmektedir. 

 

       P⋆-kapalı 

↑ 

⋆-açık ve önI
∗-kapalı 

                                                                   ↑ 

                                       ⋆-açık ve ⋆-kapalı  ← açık ve ⋆-kapalı 

                                        ↑                                       ↑ 

                                                       ⋆-açık ve kapalı       ←    ∗-amükemmel 

 

Ayrıca P⋆-açıklılığa denk ifadeler sunulmuştur. 

⋆-hiçbiryerde yoğun olmayan bir küme ile P⋆-kapalı kümeler arasındaki geçiş 

ispatlanmaktadır.  

Dördüncü bölümde, P⋆-kapalı ve P⋆-açık kümelerin çeşitli özellikleri ile bir 

fonksiyon altındaki bir P⋆-kapalı A kümesi için f(A) kümesinin de P⋆-kapalı küme olması 

araştırılarak ispatlanmaktadır. 

Beşinci bölümde, PC⋆-kapalı kümeler tanıtılmaktadır.  

Bir ideal topolojik uzayında bir U kümesi önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı küme ise U 

kümesinin PC⋆-kapalı küme olduğu gösterilmektedir. 

PC⋆-kapalı kümelerin önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı kümeleri, ℛ𝒫𝒞I ve önI
∗-kapalı 

kümeleri, ℛ𝒫𝒞I ve zayıf Irg-kapalı kümeleri içerdikleri gösterilmektedir. 

PC⋆-kapalı kümelerin çeşitli denk ifadeleri ispatlanmaktadır. 

Bu bölümde, aynı zamanda PC⋆-kapalı kümelerin özellikleri çalışılmaktadır.  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında bir U kümesinin, PC⋆-kapalı küme olmasının denk 

koşulları verilmektedir. 
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(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında bir U kümesi, önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı küme ise U 

kümesinin PC⋆-kapalı küme olduğu ifadesinin tersinin sağlanmadığı örnekle 

gösterilmektedir. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her bir U kümesinin, PC⋆-kapalı küme olmasının 

denk koşulları gösterilmektedir. 

Altıncı bölümde, PC⋆-açık kümeler kavramı sunuldu ve özellikleri çalışıldı. PC⋆-açık 

kümelerin çeşitli denk ifadeleri ispatlanmaktadır.  

PC⋆-açık küme olmanın denk koşulları sunulmaktadır. 
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BÖLÜM 2                                                                                                                                 

ÖN BİLGİLER 

 

Bu bölümde, tezde kullanılan temel tanım ve bilgiler verilmektedir. Ayrıca tez 

çalışmasında kullanılan temel teoremler ifade edilmektedir. 

(T, σ) ile topolojik uzayı göstereceğiz. (T, σ) topolojik uzayı için, A ⊂ T kümesinin, 

sırasıyla kapanışını ve içini ℭ𝔩(A) ve ℑ𝔫𝔱(A) ile göstereceğiz. 

 

Tanım 2.1. 

T boştan farklı bir küme ve ℑ da T kümesinin kuvvet kümesi P(T)’nin bir alt 

koleksiyonu olsun. Eğer 

(i) A1, A2 ⊂ T için A1 ⊂ A2 ∈ ℑ ise A1 ∈ ℑ, 

(ii) A1, A2 ∈ ℑ ise A1 ∪ A2 ∈ ℑ 

oluyorsa, T kümesinin kuvvet kümesi P(T)’nin alt koleksiyonu ℑ’ya T üzerinde bir ideal 

denir (Kuratowski, 1966).  

 

Not 2.2. 

İdeal topolojik uzay, T kümesi üzerinde ℑ ideali ile (T, σ) topolojik uzayıdır ve 

(T, σ, ℑ) ile gösterilecektir (Kuratowski, 1966).  

 

Tanım 2.3. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A ⊂ T olsun. (. )∗: P(T) → P(T) olmak üzere A 

kümesinin yerel fonksiyonu (ℑ ve σ’ya göre) 

A⋆(ℑ,σ) (ya da A⋆) = {t ∈ T: A ∩ B ∉ ℑ, t ∈ B ∈ σ} 

şeklinde tanımlanır (Kuratowski, 1966).  

 

Not 2.4. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A ⊂ T olsun.  

ℭ𝔩⋆(A) = A ∪ A⋆, 

kapanış operatörü σ⋆ ile gösterilecek olan ve ⋆-topolojisi olarak adlandırılan σ⋆ için 

Kuratowski kapanış operatörüdür (Janković ve Hamlett, 1990).  
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Tanım 2.5. 

(T, σ) topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Eğer 

A ⊂ ℭ𝔩(ℑ𝔫𝔱(A)) 

ise (T, σ) topolojik uzayında A kümesine yarı-açıktır denir (Levine, 1963).  

 

Tanım 2.6. 

(T, σ) topolojik uzay olsun. Yarı-açık kümenin tümleyenine yarı-kapalıdır denir 

(Crossley ve Hildebrand, 1971).  

 

Tanım 2.7. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. 

A ⊂ ℑ𝔫𝔱∗(ℭ𝔩(A)) 

ise A kümesine önI
∗-açıktır denir (Ekici, 2011a). 

 

Tanım 2.8. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Eğer T ∖ A kümesi önI
∗-açık ise A 

kümesine önI
∗-kapalıdır denir (Ekici, 2011a; Ekici ve Özen, 2013). 

 

Tanım 2.9. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Eğer 

A = A∗ 

ise A kümesine ∗-perfecttir (∗-mükemmel) denir (Hayashi, 1964). 

 

Tanım 2.10. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Eğer A kümesi açık ∗-mükemmel ise A 

kümesine ∗-operfecttir (∗-amükemmel) denir (Acikgoz ve ark., 2010). 

 

Tanım 2.11. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Eğer A kümesi önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı 

ise A kümesine önI
∗-clopen küme denir (Ekici ve Elmalı, 2015). 
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Tanım 2.12. 

(T, σ) topolojik uzay ve U ⊂ T olsun. Eğer 

U = ℑ𝔫𝔱(ℭ𝔩(U)) 

ise U kümesine düzenli açık denir (Stone, 1937).  

 

Tanım 2.13.   

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun. Eğer 

U = V1 ∩ V2 

olacak biçimde, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında düzenli açık V1 kümesi ve önI
∗-clopen V2 

kümesi varsa, U kümesine ℛ𝒫𝒞I-küme denir (Ekici ve Elmalı, 2015). 

 

Tanım 2.14.   

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun.  

Eğer 

U ⊂ V 

ve V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında düzenli açık küme iken 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ⊂ V 

oluyorsa, U kümesine zayıf Irg-kapalı küme denir (Ekici ve Özen, 2013). 

 

Teorem 2.15. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun. U kümesi için aşağıdakiler denktir (Ekici ve Elmalı, 2015). 

(1) U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında önI
∗-clopen kümedir. 

(2) U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında ℛ𝒫𝒞I-küme ve önI
∗-kapalı kümedir. 

(3) U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında ℛ𝒫𝒞I-küme ve zayıf Irg-kapalı 

kümedir. 
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BÖLÜM 3                                                                                                                                   

𝐏⋆-KAPALI KÜMELER 

 

Bu bölümde, P⋆-kapalı kümeler olarak adlandırılan ideal uzaylarda kümeler üzerine 

yeni bir yaklaşım sunuldu. P⋆-kapalı kümeler sınıfı, ∗-amükemmel kümeler ve ⋆-açık          

önI
∗-kapalı kümelerin bir üst sınıfıdır.  

 

Tanım 3.1. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. 

A ⊂ B 

olan her yarı-açık B kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(B) ∪ C 

olacak biçimde bir C ∈ ℑ varsa A kümesine P⋆-kapalı küme denir. 

 

Tanım 3.2. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Eğer T ∖ A kümesi P⋆-kapalı küme ise 

A kümesine P⋆-açık küme denir. 

 

Teorem 3.3. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi için aşağıdaki koşullar 

denktir: 

(a) A kümesi, P⋆-kapalıdır. 

(b) A ⊂ B olan her yarı-açık B kümesi için 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(B) ∪ C 

olacak biçimde bir C ∈ ℑ vardır. 

(c) A ⊂ B olan her yarı-açık B kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B) ∈ ℑ 

olur. 

(d) A ⊂ B olan her yarı-açık B kümesi için 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B) ∈ ℑ 

olur. 
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İspat:  

(c) ⇒ (d) ve (d) ⇒ (c) : (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, 

A ⊂ B ⊂ T 

ve B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olsun. Sonra  

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B)) 

kümesi 

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B))  

ve 

 ℑ𝔫𝔱(A) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B)) 

  = ∅ 

kümelerinin birleşimidir.  

O halde  

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B)) ∈ ℑ 

ve  

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B)) ∈ ℑ 

olur.  

(a) ⇔ (b) ve (b) ⇔ (c) : (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, 

A ⊂ B ⊂ T 

ve B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olsun. Buradan istenilen 

sonuca ulaşılır. 

 

Uyarı 3.4. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A alt kümesi için aşağıdaki 

gerektirmeler sağlanır: 

 

       P⋆-kapalı 

↑ 

     ⋆-açık ve önI
∗-kapalı 

↑ 

                                            ⋆-açık ve ⋆-kapalı         ←  açık ve ⋆-kapalı 

                                         ↑                                       ↑ 

                                          ⋆-açık ve kapalı            ←   ∗-amükemmel 
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Uyarı 3.5. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun.  

A alt kümesi için Uyarı 3.4.’de yer alan gerektirmelerin terslerinin doğru olmadığı 

aşağıdaki Örnek 3.6., Örnek 3.7. ve Örnek 3.8.’de gösterilmektedir: 

 

Örnek 3.6. 

T = {k, l, m, n},  

σ = {{k, l, n}, {k, n}, {k}, {n}, {k, l}, ∅, T} 

ve  

ℑ = {{m}, ∅} 

olsun.  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, 

A = {l, n} 

kümesi, P⋆-kapalı kümedir, A kümesi ⋆-açık küme değildir ve A kümesi önI
∗-kapalı küme 

değildir. 

 

Örnek 3.7. 

T = {k, l, m, n}, 

 σ = {{k, l, n}, {k, n}, {k}, {n}, {k, l}, ∅, T} 

ve  

ℑ = {{k}, ∅} 

olsun.  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, 

A = {l} 

kümesi, ⋆-açık ve önI
∗-kapalı kümedir, A kümesi ⋆-kapalı küme değildir. 

B = {l, m, n} 

kümesi, ⋆-açık ve ⋆-kapalı kümedir, B kümesi açık küme değildir. 

 

Örnek 3.8. 

T = {k, l, m, n}, 

 σ = {{k, l, n}, {k, n}, {k}, {n}, {k, l}, ∅, T} 

ve  

ℑ = {{k, m}, {m}, ∅, {k}} 
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olsun. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, 

A = {k} 

kümesi, açık ve ⋆-kapalı kümedir, A kümesi kapalı küme değildir ve 

A⋆ ≠ A 

olur. 

B = {l, m, n} 

kümesi, ⋆-açık kapalı kümedir, B kümesi açık küme değildir. 

T kümesi, ⋆-açık ve kapalı kümedir ve T⋆ ≠ T olur. 

 

Teorem 3.9. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, A 

kümesi için (i) ve (ii) özellikleri denktirler:  

(i) A kümesi P⋆-açıktır, 

(ii) B ⊂ A olan her yarı-kapalı B kümesi için 

ℭ𝔩⋆(B) ∖ C 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

olacak biçimde ℑ idealinde bir C kümesi vardır. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun.  

(i) ⇒ (ii) : Kabul edelim ki; A kümesi P⋆-açık küme ve B kümesi, 

B ⊂ A 

olan yarı-kapalı küme olsun. O halde 

                                                                   T ∖ A 

⊂ T ∖ B 

olur, T ∖ B kümesi yarı-açık kümedir ve T ∖ A kümesi P⋆-kapalı kümedir.                          

                                          ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(T ∖ B) ∈ ℑ  

ve   

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) ∈ ℑ 

ifadelerini elde ederiz. 

C = ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) 

diyelim. 
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O halde 

C ∈ ℑ 

ve  

                                              ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) 

⊂ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) ∪ C 

olur.  

Bu nedenle, 

T ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B))  

ve 

 T ∖ C 

kümelerinin kesişimi,  

T ∖ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) 

kümesinin alt kümesidir.  

Böylece  

ℭ𝔩⋆(B) ∩ (T ∖ C) 

kümesi, ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) kümesinin alt kümesidir.  

Dolayısı ile 

                                                             ℭ𝔩⋆(B) ∖ C 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

olur.  

(ii) ⇒ (i) : Kabul edelim ki; 

B ⊂ A 

olan her yarı-kapalı B kümesi için 

ℭ𝔩⋆(B) ∖ C 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

olacak biçimde ℑ idealinde bir C kümesi olsun. 

T ∖ A ⊂ D ⊂ T 

ve D kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olsun.  

Bu yüzden, 

                                                                       T ∖ D 

⊂ A 

ve T ∖ D kümesi yarı-kapalı kümedir.  

                                                            ℭ𝔩⋆(T ∖ D) ∖ C 
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⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

olacak biçimde ℑ idealinde C kümesi vardır ve bu yüzden 

T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(D)  

ve 

 T ∖ C 

kümelerinin kesişimi  

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

kümesinin alt kümesidir.  

Sonra 

T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

kümesi, 

T ∖ ((T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(D)) ∖ C) 

kümesinin alt kümesidir.  

Bu nedenle,  

                                                            T ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(T ∖ ℭ𝔩(A))) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(D) ∪ C 

olur.  

Bunun üzerine,  

                                                               ℭ𝔩⋆(T ∖ ℭ𝔩(A)) 

                                                             ⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(D) ∪ C  

ve  

                                                                     ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(D) 

⊂ C 

∈ ℑ 

olur.  

Sonuç olarak T ∖ A kümesi P⋆-kapalı kümedir. Böylece A kümesi P⋆-açık kümedir.  

 

Tanım 3.10. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Eğer 

ℑ𝔫𝔱(ℭ𝔩⋆(A)) = ∅ 

ise A kümesine, ⋆-hiçbiryerde yoğun olmayan küme denir (Ekici ve Noiri, 2012a). 
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Teorem 3.11. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, ⋆-hiçbiryerde yoğun 

olmayan bir küme ise A kümesi P⋆-kapalı kümedir. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A ⋆-hiçbiryerde yoğun olmayan küme, 

A ⊂ B ⊂ T 

ve B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olsun. 

ℑ𝔫𝔱(A) = ∅ 

olduğundan dolayı, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B) ∈ ℑ 

olur.  

Böylece A kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

 

Uyarı 3.12. 

Herhangi bir (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayı için, ⋆-hiçbiryerde yoğun olmayan küme 

olma özelliğini taşımayan P⋆-kapalı küme vardır. 

 

Örnek 3.13. 

T = {k, l, m, n}, 

 σ = {{k, l, n}, {k, n}, {k}, {n}, {k, l}, ∅, T} 

ve  

ℑ = {{m}, ∅} 

olsun.  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, 

A = {l, n} 

kümesi P⋆-kapalı kümedir ama A kümesi ⋆-hiçbiryerde yoğun olmayan küme değildir. 

 

Teorem 3.14. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. Aşağıdaki (i) ve (ii) özellikleri denktir: 

(i) (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her küme P⋆-kapalı kümedir, 

(ii) (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her yarı-açık A kümesi için 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱(A) ∈ ℑ 
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olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. 

(i) ⇒ (ii) : Kabul edelim ki; (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her küme P⋆-kapalı 

küme olsun. A ⊂ T yarı-açık küme olsun. 

 ℑ𝔫𝔱(A) kümesi, P⋆-kapalı küme ve ℑ𝔫𝔱(A) kümesi, yarı-açık küme olduğundan 

                                                   ℭ𝔩⋆ (ℑ𝔫𝔱(ℑ𝔫𝔱(A))) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℑ𝔫𝔱(A))) 

                                                   = ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱(A)) 

                                                   ∈ ℑ 

olur. 

 

(ii) ⇒ (i) : (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her yarı-açık A kümesi için 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱(A) ∈ ℑ 

olsun. 

B ⊂ A ⊂ T 

ve A kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olsun.  

O halde,  

                                                ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(B)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(A)) 

                                        ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(A)) 

                                        ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱(A)) 

olur.  

Bu yüzden 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱(A)) ∈ ℑ 

olur.  

Dolayısıyla 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(B)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(A)) ∈ ℑ 

olur.  

Sonuç olarak B kümesi, P⋆-kapalı kümedir. 
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Teorem 3.15. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. Aşağıdaki (i) ve (ii) özellikleri denktir: 

(i) (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her küme P⋆-kapalı kümedir, 

(ii) (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her yarı-açık A kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱(A) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. Teorem 3.14.’te (T, σ, ℑ) ideal topolojik 

uzayında her küme P⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 

her yarı-açık A kümesi için 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱(A) ∈ ℑ 

olur denilmektedir.  

Buradan eğer (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her küme P⋆-kapalı küme ise  

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱(A) ∈ ℑ 

olur.  

Tersine (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her yarı-açık A kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱(A) ∈ ℑ 

ise  

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱(A) ∈ ℑ 

olur ve her küme P⋆-kapalı küme olur. 

 

Teorem 3.16. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, P⋆-kapalı küme olsun. Eğer 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olacak biçimde B kümesi yarı-kapalı küme ise ℭ𝔩⋆(B) ∈ ℑ olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Kabul edelim ki A kümesi P⋆-kapalı 

küme olsun. 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olan B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun.  

O halde 
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                                                                   B 

⊂ T ∖ A 

ve de 

                                                                   A 

⊂ T ∖ B 

ve T ∖ B kümesi yarı-açık kümedir.  

A kümesi, P⋆-kapalı küme olduğundan 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ve (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(T ∖ B)) 

kümelerinin kesişimi, ℑ idealinin elemanıdır. 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) ∈ ℑ 

ifadesine sahibiz.  

                                      ℭ𝔩⋆(B) 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) 

                                       ∈ ℑ 

olduğundan 

ℭ𝔩⋆(B) ∈ ℑ 

olur.  

 

Sonuç 3.17. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, P⋆-kapalı küme olsun. B 

kümesi, 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olacak biçimde yarı-kapalı küme ise 

B ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, P⋆-kapalı küme olsun. B 

kümesi, 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olacak biçimde yarı-kapalı küme olsun. Teorem 3.16.’da (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve 

A ⊂ T kümesi P⋆-kapalı küme iken 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 
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olacak biçimde B kümesi yarı-kapalı küme ise 

ℭ𝔩⋆(B) ∈ ℑ 

olduğunu vermiştik.  

Buradan da 

B ∈ ℑ 

olduğu anlaşılır.  

 

Teorem 3.18. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, P⋆-kapalı küme olsun. Eğer 

B kümesi, 

B ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ A 

olacak biçimde yarı-kapalı küme ise B ∈ ℑ olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, P⋆-kapalı küme olsun. 

Kabul edelim ki B kümesi, 

B ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ A 

olacak biçimde (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun. Bu yüzden 

                                                                   B 

⊂ T ∖ A 

olur. 

O halde 

                                                                   A 

⊂ T ∖ B 

ve T ∖ B kümesi yarı-açık kümedir. A kümesi, P⋆-kapalı küme olduğundan  

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(T ∖ B) ∈ ℑ 

olur.  

Böylece 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) ∈ ℑ 

ve  

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) ∈ ℑ 

olur.  

                                         B 
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⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))
⋆

∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(B)) 

                                         ∈ ℑ 

olduğundan 

B ∈ ℑ 

olur.  

 

Uyarı 3.19. 

Teorem 3.16.’da (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, A ⊂ T, A kümesi P⋆-kapalı küme ve 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olacak biçimde B kümesi yarı-kapalı küme iken 

ℭ𝔩⋆(B) ∈ ℑ 

olduğunu belirttik.  

Ayrıca Teorem 3.18.’de (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, A ⊂ T, A kümesi P⋆-kapalı 

küme ve B kümesi 

B ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ A 

olacak biçimde yarı-kapalı küme ise 

B ∈ ℑ 

olduğunu da belirttik.  

Ancak Örnek 3.20., bize (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A ⊂ T ve B kümesi 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

ve 

B ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ A 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme iken eğer A kümesi P⋆-kapalı 

küme değil ise Teorem 3.16.’nın ve Teorem 3.18.’in sağlanmadığını göstermektedir. 

 

Örnek 3.20. 

T = {k, l, m, n}, 

 σ = {{k, l, n}, {k, n}, {k}, {k, l}, {n}, ∅, T} 

ve  

ℑ = {{l, n}, {n}, {l}, ∅} 

olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 

A = {k}  

ve 
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 B = {l, m} 

olsun.  

O halde A kümesi P⋆-kapalı küme değildir, B kümesi yarı-kapalı kümedir, 

                                                            B 

⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ A 

olur ve 

                                                          B 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olur.  

Fakat 

B ∉ ℑ ve ℭ𝔩⋆(B) ∉ ℑ 

olur. 

 

Teorem 3.21. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, P⋆-kapalı küme ise 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

kümesi, P⋆-açık kümedir.  

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesinin P⋆-kapalı küme olduğunu 

farzedelim. 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

ve B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun. Teorem 3.16.’da 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, A ⊂ T kümesi P⋆-kapalı küme ve 

B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olacak biçimde B kümesi yarı-kapalı küme ise 

ℭ𝔩⋆(B) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

Yani Teorem 3.16.’dan  

ℭ𝔩⋆(B) ∈ ℑ 

olur.  

Böylece 

                                 ℭ𝔩⋆(B) ∖ C 
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⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ A))) 

olacak biçimde 

                                                                C 

= ℭ𝔩⋆(B) 

                                                                  ∈ ℑ 

kümesi vardır.  

 

                                                                C 

= ℭ𝔩⋆(B) 

                                                                  ∈ ℑ 

olan C kümesini ele alalım. 

Teorem 3.9.’da A kümesi P⋆-açıktır ancak ve ancak 

B ⊂ A 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayındaki her yarı-kapalı B kümesi için 

                                                            ℭ𝔩⋆(B) ∖ C 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

olacak biçimde ℑ idealinde bir C kümesi vardır demiştik.  

Bunun sonucu olarak 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∩ (T ∖ A) 

kümesi, P⋆-açık kümedir.  

 

Teorem 3.22. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T kümesi, P⋆-açık küme olsun. Eğer 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) ∪ (T ∖ A) ⊂ B 

ve B kümesi,  (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme ise 

T ∖ B ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesinin P⋆-açık küme olduğunu 

farzedelim. 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) ∪ (T ∖ A) ⊂ B 

ve B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olsun.  
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Bu yüzden, 

                                    T ∖ [ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) ∪ (T ∖ A)] 

                                    = (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A))) ∩ A 

                                    = ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∩ A 

olur.  

                                    T ∖ [ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) ∪ (T ∖ A)] 

                                    = (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A))) ∩ A 

                                    = ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∩ A 

ifadesini ele alalım. 

O halde, T ∖ B kümesi, yarı-kapalı kümedir ve  

                                        T ∖ B 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∖ (T ∖ A) 

olur ve T ∖ A kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

Teorem 3.16.’da (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A ⊂ T kümesi, P⋆-kapalı küme 

iken 

                                                           B 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ A 

olacak biçimde B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme ise 

ℭ𝔩⋆(B) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

O halde, T ∖ B kümesi, yarı-kapalı kümedir ve  

                                        T ∖ B 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A)) ∖ (T ∖ A) 

olur ve T ∖ A kümesi, P⋆-kapalı küme olması elimizde vardır. 

Bu ifadenin sonucu olarak 

ℭ𝔩⋆(T ∖ B) ∈ ℑ 

olur ve  

T ∖ B ∈ ℑ 

olur.  
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Teorem 3.23. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her bir t ∈ T 

için; {t} kümesi, yarı-kapalı kümedir veya {t} kümesi, P⋆-açık kümedir.  

  

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. (T, σ, ℑ) ideal uzayında, t ∈ T için {t} kümesinin 

yarı-kapalı küme olmadığını farzedelim. 

B ⊂ {t} 

ve B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun.  

O halde 

B = ∅ 

ve de  

                                                  ℭ𝔩⋆(B) ∖ B 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩({t})) 

olacak biçimde 

B ∈ ℑ 

vardır.  

Teorem 3.9.’da (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, A ⊂ T kümesi P⋆-açık kümedir 

ancak ve ancak 

B ⊂ A 

olan her yarı-kapalı B kümesi için, 

                                                            ℭ𝔩⋆(B) ∖ C 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

olacak biçimde ℑ idealinde bir C kümesi vardır demiştik.  

Buradan {t} kümesi, P⋆-açık kümedir.  

 

Tanım 3.24. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. Eğer (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her açık 

küme ⋆-kapalı küme ise (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayına, F∗-uzay denir (Acikgoz ve ark., 

2008). 
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Teorem 3.25. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayı F∗-uzay ise 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında, her küme P⋆-kapalı kümedir. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayı F∗-uzay olsun. 

C ⊂ B ⊂ T 

ve B kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olsun.  

O halde,  

                                      ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(C)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B)) 

                                       = ℑ𝔫𝔱(C) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B)) 

                                       = ∅ 

                                       ∈ ℑ 

olur.  

Bu yüzden C kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

Sonuç olarak, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her C kümesi P⋆-kapalı kümedir.  
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BÖLÜM 4                                                                                                                                   

DİĞER ÖZELLİKLER 

 

Bu bölümde, P⋆-kapalı kümelerin diğer özellikleri çalışılmaktadır. 

Ayrıca bir P⋆-kapalı A kümesi için bir f fonksiyonu altında f(A) kümesinin de       

P⋆-kapalı küme olması durumu ispatlanmaktadır. 

 

Teorem 4.1. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ve B kümeleri, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 

kümeler olsun (Janković ve Hamlett, 1990).  

(i) A ⊂ B ise A⋆ ⊂ B⋆, 

(ii) (A⋆)⋆ ⊂ A⋆. 

 

Teorem 4.2. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi, P⋆-kapalı küme ve 

A ⊂ B ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ 

olsun. O halde B kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, A ⊂ T, A kümesi P⋆-kapalı küme ve 

A ⊂ B ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ 

olsun. 

B ⊂ C 

olacak biçimde C kümesinin (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olduğunu 

varsayalım.  

Böylece 

                                                                       A 

⊂ C 

olur.  

A kümesi P⋆-kapalı küme olduğundan, 

(ℑ𝔫𝔱(A))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) ∈ ℑ 

olur. 

                                                            B 
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⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ 

olduğundan 

                                                 (ℑ𝔫𝔱(B))
⋆
 

⊂ ((ℑ𝔫𝔱(A))
⋆
 )

⋆

 

                                                  ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))⋆ 

olur.  

                                         (ℑ𝔫𝔱(B))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) 

                                          ⊂ (ℑ𝔫𝔱(A))
⋆

∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) 

                                          ∈ ℑ 

ifadesini elde ederiz.  

O halde 

(ℑ𝔫𝔱(B))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) ∈ ℑ 

olur.  

Sonuç olarak B kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

 

Teorem 4.3. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A 

kümesi, P⋆-kapalı küme ve eğer 

A ⊂ B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) 

ise B kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A 

kümesinin P⋆-kapalı küme, 

A ⊂ B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) 

ve C kümesinin, 

B ⊂ C 

olacak biçimde (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olduğunu varsayalım. A 

kümesi, P⋆-kapalı küme olduğundan 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) ∈ ℑ 

olur.  

O halde, 
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                                         ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(B)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) 

                                        ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) 

                                        ∈ ℑ 

olur.   

Bu yüzden, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(B)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(C) ∈ ℑ 

ve B kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

 

Teorem 4.4. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her 

açık P⋆-kapalı A kümesi için, ℭ𝔩⋆(A) kümesi P⋆-kapalı kümedir. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. Kabul edelim ki (T, σ, ℑ) ideal 

topolojik uzayında A kümesi açık P⋆-kapalı küme olsun. Teorem 4.3.’te (T, σ, ℑ) ideal 

topolojik uzayında A kümesi P⋆-kapalı küme ve 

A ⊂ B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) 

iken B kümesinin de P⋆-kapalı küme olduğunu gösterdik.  

Böylece ℭ𝔩⋆(A) kümesi P⋆-kapalı kümedir.  

 

Teorem 4.5. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesi P⋆-açık küme, 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) ⊂ B ve B ⊂ A 

ise B kümesi, P⋆-açık kümedir. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesinin P⋆-açık küme, 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) ⊂ B  

ve 

 B ⊂ A 

olduğunu varsayalım.  

Böylece 

                                                                T ∖ A 
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⊂ T ∖ B 

                                                                   ⊂ T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) 

ve T ∖ A kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

                                                                  T ∖ A 

⊂ T ∖ B 

                                                                   ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ A )) 

olduğundan ve Teorem 4.3.’te (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A ⊂ T kümesi P⋆-kapalı 

küme ve 

A ⊂ B ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) 

ise B kümesi P⋆-kapalı kümedir dediğimizden, T ∖ B kümesi P⋆-kapalı kümedir.  

Bu yüzden B kümesi, P⋆-açık kümedir.  

 

Teorem 4.6. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesinin, kapalı P⋆-açık küme 

olduğunu farzedelim. O halde ℑ𝔫𝔱⋆(A) kümesi, P⋆-açık kümedir. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A ⊂ T olsun. A kümesinin, kapalı P⋆-açık küme 

olduğunu farzedelim. Teorem 4.5.’te (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A ⊂ T kümesi     

P⋆-açık küme, 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(A)) ⊂ B  

ve 

 B ⊂ A 

ise B kümesi, P⋆-açık kümedir demiştik.  

Buradan ℑ𝔫𝔱⋆(A) kümesi, P⋆-açık kümedir.  

 

Uyarı 4.7. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A, B ⊂ T olsun. A ve B kümeleri, P⋆-kapalı kümeler 

iken A ∪ B kümesi, P⋆-kapalı küme olmayabilir. 

 

Örnek 4.8. 

T = {k, l, m, n}, 

 σ = {{k, l, n}, {k, n}, {k}, {k, l}, {n}, ∅, T} 
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ve 

ℑ = {{k}, ∅} 

olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 

A = {k}  

ve 

 B = {l} 

kümeleri, P⋆-kapalı kümelerdir ama A ∪ B kümesi, P⋆-kapalı küme değildir. 

 

Uyarı 4.9. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve A, B ⊂ T olsun. A ve B kümeleri, P⋆-kapalı kümeler 

iken A ∩ B kümesi, P⋆-kapalı küme olmayabilir.  

 

Örnek 4.10. 

T = {k, l, m, n, o}, 

 σ = {{k, l, n}, {k, n}, {n}, {k, l}, {k}, ∅, T} 

ve 

ℑ = {{l}, ∅} 

olsun. 

 (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 

A = {k, m, n, o}  

ve 

 B = {l, m, n, o} 

kümeleri, P⋆-kapalı kümelerdir ama A ∩ B kümesi, P⋆-kapalı küme değildir. 

 

Tanım 4.11. 

(T1, σ, ℑ) ve (T2, ρ, ℐ) ideal topolojik uzaylar ve f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, ℐ) fonksiyon 

olsun.  

Eğer (T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her ⋆-kapalı A kümesi için f(A) kümesi,      

⋆-kapalı küme ise f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, ℐ) fonksiyonuna ⋆-kapalı denir (Ekici, 2011b). 

 

Tanım 4.12. 

(T1, σ) ve (T2, ρ) topolojik uzaylar ve f: (T1, σ) → (T2, ρ) fonksiyon olsun. Eğer her 

t ∈ T1 ve f(t) elemanını içeren her yarı-açık A kümesi için 
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f(B) ⊂ A 

olacak biçimde t elemanını içeren (T1, σ) topolojik uzayında B açık kümesi varsa, 

f: (T1, σ) → (T2, ρ) fonksiyonuna s-sürekli denir (Cameron ve Woods). 

 

Teorem 4.13. 

(T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, f: (T1, σ) → (T2, ρ) fonksiyon, f(ℑ) = {f(I): I ∈ ℑ} 

olmak üzere (T2, ρ, f(ℑ)) ideal topolojik uzay ve f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyon 

olsun. 

 f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyonu birebir, örten, ⋆-kapalı ve s-sürekli fonksiyon 

ise (T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında P⋆-kapalı A kümesi için, f(A) kümesi P⋆-kapalı 

kümedir. 

 

İspat:  

(T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, f: (T1, σ) → (T2, ρ) fonksiyon, f(ℑ) = {f(I): I ∈ ℑ} 

olmak üzere (T2, ρ, f(ℑ)) ideal topolojik uzay ve f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyon 

olsun.  

f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyonu birebir, örten, ⋆-kapalı ve s-sürekli fonksiyon 

olsun. A ⊂ T1 kümesi, P⋆-kapalı küme olsun.  

B kümesi, (T2, ρ, f(ℑ)) ideal topolojik uzayında yarı-açık küme olacak biçimde 

f(A) ⊂ B 

olsun.  

Bu nedenle 

                                                                  A 

⊂ f −1(B) 

ve 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(f −1(B)) ∈ ℑ 

olur.  

Buna binaen,  

f(ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A))) ∖ f(ℑ𝔫𝔱⋆(f −1(B))) ∈ f(ℑ) 

olur. 

 f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyonu birebir, örten, ⋆-kapalı fonksiyon ve          

s-sürekli olduğundan, 
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f(ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A))) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B) ∈ f(ℑ) 

olur ve 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(f(A))) 

kümesi, 

f(ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(A))) 

kümesinin alt kümesi olur.  

Bu sebeple, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(f(A))) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(B) ∈ f(ℑ) 

ve f(A) kümesi, P⋆-kapalı kümedir.  

 

Tanım 4.14. 

(T1, σ, ℑ) ve (T2, ρ, ℐ) ideal topolojik uzay olsunlar. f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, ℐ) 

fonksiyon olsun. 

 (T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her ⋆-açık A kümesi için eğer f(A) kümesi ⋆-açık 

küme ise f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, ℐ) fonksiyonuna ⋆-açık denir (Ekici ve Özen, 2012). 

 

Sonuç 4.15. 

(T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, f: (T1, σ) → (T2, ρ) fonksiyon, f(ℑ) = {f(I): I ∈ ℑ} 

olmak üzere (T2, ρ, f(ℑ)) ideal topolojik uzay ve f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyon 

olsun. 

 f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyonu birebir, örten, ⋆-açık ve s-sürekli fonksiyon 

ise (T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her bir P⋆-kapalı A kümesi için f(A) kümesi          

P⋆-kapalı kümedir.  

 

İspat: 

(T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, f: (T1, σ) → (T2, ρ) fonksiyon, f(ℑ) = {f(I): I ∈ ℑ} 

olmak üzere (T2, ρ, f(ℑ)) ideal topolojik uzay ve f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyon 

olsun. 

 f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyonu birebir, örten, ⋆-açık ve s-sürekli fonksiyon 

olsun. Farzedelim ki (T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında A kümesi bir P⋆-kapalı küme 

olsun.  
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Teorem 4.13.’te (T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, f: (T1, σ) → (T2, ρ) fonksiyon, f(ℑ) =

{f(I): I ∈ ℑ} olmak üzere; (T2, ρ, f(ℑ)) ideal topolojik uzay ve              f: (T1, σ, ℑ) →

(T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyon olsun. 

 f: (T1, σ, ℑ) → (T2, ρ, f(ℑ)) fonksiyonu birebir, örten, ⋆-kapalı ve s-sürekli fonksiyon 

ise (T1, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında   P⋆-kapalı A kümesi için, f(A) kümesi  P⋆-kapalı 

kümedir demiştik.  

Bunun sonucu olarak f(A) kümesi, P⋆-kapalı kümedir. 
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BÖLÜM 5                                                                                                                                   

𝐏𝐂⋆-KAPALI KÜMELER VE Ö𝐍𝐈
∗-CLOPEN KÜMELER 

 

Bu bölümde, PC⋆-kapalı kümeler tanıtılmaktadır.  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında bir U kümesinin, PC⋆-kapalı küme olmasının denk 

koşulları verilmektedir. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında bir U kümesi, önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı küme ise U 

kümesinin PC⋆-kapalı küme olduğu ancak tersinin sağlanmadığı örnekle gösterilmektedir. 

PC⋆-kapalı kümelerin ℛ𝒫𝒞I ve önI
∗-kapalı kümeleri, ℛ𝒫𝒞I ve zayıf Irg-kapalı 

kümeleri içerdikleri gösterilmektedir. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her bir U kümesinin, PC⋆-kapalı küme olmasının 

denk koşulları gösterilmektedir. 

 

Tanım 5.1. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun. Eğer 

U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

oluyorsa, U kümesine PC⋆-kapalı küme denir. 

 

Teorem 5.2. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun. U kümesi PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak 

U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun. 
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(⇒) : U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi olsun. 

Kabul edelim ki; 

U ⊂ V 

ve V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun. 

U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi olduğundan 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur. 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) 

kümesinin, 

ℑ𝔫𝔱(U) ∪ (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ 

kümesine eşit olduğu biliniyor.  

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olduğundan, 

(ℑ𝔫𝔱(U) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

kümesi ve 

((ℑ𝔫𝔱(U))
⋆

∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

kümesinin birleşimi, ℑ idealinin elemanıdır.  

Bu yüzden, 

((ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

kümesi, 

(ℑ𝔫𝔱(U) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

kümesi ve 

((ℑ𝔫𝔱(U))
⋆

∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

kümesinin birleşiminin alt kümesidir. 

 Bunun sonucu olarak, 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur.  

 

(⇐) : Kabul edelim ki; 

U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 
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olsun.  

U ⊂ Y 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun.  

O halde 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y)) ∈ ℑ 

olur.  

                                                   ℑ𝔫𝔱(U) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y)) 

ifadesini elde ederiz.  

Bu ifade, 

                                                                      ℑ𝔫𝔱(U) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y)) 

= ∅ 

∈ ℑ 

ifadesini gerektirir.  

Ayrıca 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y))) 

kümesi, 

((ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∪ ℑ𝔫𝔱(U)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y))) 

kümesine eşittir ve de 

((ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y)))  

ve 

 (ℑ𝔫𝔱(U) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y))) ∈ ℑ 

kümelerinin birleşimine eşittir.  

Böylece U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesidir.  

 

Teorem 5.3. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun. Eğer U kümesi, önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı küme ise U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal 

topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesidir. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir alt 

kümesi olsun. 
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 U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının önI
∗-açık ve önI

∗-kapalı alt kümesi olsun. 

U ⊂ V 

olan, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının V yarı-açık alt kümesini alalım. 

                                                           T ∖ U 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ U)) 

ifadesini elde ederiz. 

O zaman 

                                                                     T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ U)) 

⊂ U 

olur.  

Bu ifade 

                                                                      ℭ𝔩⋆(T ∖ ℭ𝔩(T ∖ U)) 

⊂ U 

ve 

                                                                      ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) 

⊂ U 

ifadelerini gerektirir.  

Sonuç olarak 

                                                                      ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) 

⊂ U 

                                                                      ⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

ifadesini elde ederiz. 

U ⊂ V 

olduğundan, 

                                                     ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) 

olur.  

Bu yüzden 

                                                                     ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) 

= ∅ 

∈ ℑ 
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ve de U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi olur.  

 

Uyarı 5.4. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt 

kümesinin, önI
∗-kapalı ve önI

∗-açık küme olması gerekmemektedir: 

 

Örnek 5.5. 

T = {a, b, c, d, e}, 

 σ = {∅, {a}, {d}, {a, b}, {a, d}, {a, b, d}, T} 

ve 

ℑ = {∅, {b}} 

olsun. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 

U = {b, d} 

kümesi, PC⋆-kapalı kümedir ama U kümesi, önI
∗-kapalı ve önI

∗-açık küme değildir. 

 

Uyarı 5.6. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir 

alt kümesi olsun. 

 U kümesi için, Teorem 2.15. ve Teorem 5.3.’ten, Uyarı 5.4.’ten ve Örnek 5.5.’ten 

aşağıdaki gerektirmeler elde edilir. 

 

       PC⋆-kapalı 

↑ 

önI
∗-clopen (önI

∗-açık ve önI
∗-kapalı) 

↑↓ 

ℛ𝒫𝒞I-küme ve önI
∗-kapalı 

↑↓ 

ℛ𝒫𝒞I-küme ve zayıf Irg-kapalı 

 

Teorem 5.7. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir 

alt kümesi olsun. U kümesi, PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak 
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U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için, 

(ℑ𝔫𝔱(U))
⋆
 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∪ Y 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

vardır. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir 

alt kümesi olsun.  

Teorem 5.2.’de (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının U kümesi, bir alt kümesi iken; U 

kümesi, PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak 

U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için, 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

Bu teoremden sonuca ulaşılır.  

 

Teorem 5.8. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir 

alt kümesi olsun. 

 U kümesi, PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak 

U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∪ Y 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

vardır. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir 

alt kümesi olsun.  



 

38 

 

Teorem 5.7.’de (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının bir U alt kümesi, PC⋆-kapalı 

kümedir ancak ve ancak 

U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için 

                                                         (ℑ𝔫𝔱(U))
⋆
 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∪ Y 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

vardır demiştik.  

Bu teoremden istenilen neticeye ulaşılır.  

 

Teorem 5.9. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her küme   

PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt 

kümesi için, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun.  

(⇒) : Kabul edelim ki; (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her küme, PC⋆-kapalı küme 

olsun. V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun.  

Bu ifade 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

ifadesini gerektirir. 

 

(⇐) : Kabul edelim ki; (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık Y alt kümesi 

için, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y)) ∈ ℑ 

olsun. 

U ⊂ V 

ve V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun. 

                                                ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 
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                                               ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

                                               ∈ ℑ 

ifadesini elde ederiz. 

Böylece 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) ∈ ℑ 

olur.  

Sonuç olarak U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesidir.  

  

Teorem 5.10. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her küme   

PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık alt 

kümesi V için, 

(ℑ𝔫𝔱(V))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. 

(⇒) : (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında her bir kümenin, PC⋆-kapalı küme olduğunu 

varsayalım. V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun.  

Teorem 5.2.’de (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının U kümesi bir alt kümesi iken; U 

kümesi PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak 

U ⊂ V 

olan, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur demiştik. V kümesi, PC⋆-kapalı küme olduğundan ve yarı-açık küme olduğundan 

Teorem 5.2.’den 

(ℑ𝔫𝔱(V))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

ifadesini elde ederiz. 

 

(⇐) : (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık alt kümesi Y için, 

(ℑ𝔫𝔱(Y))⋆ ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(Y))) ∈ ℑ 

olsun. 

U ⊂ V ⊂ T 
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ve V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun.  

Bu ifade 

                                          (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

                                           ⊂ (ℑ𝔫𝔱(V))
⋆

∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

                                           ∈ ℑ 

ifadesini gerektirir.  

 Buradan 

                                          (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

                                           ⊂ (ℑ𝔫𝔱(V))
⋆

∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) 

                                           ∈ ℑ 

ifadesini ele alalım. 

Dolayısıyla 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V))) ∈ ℑ 

olur. Teorem 5.2.’de (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının U kümesi bir alt kümesi iken; U 

kümesi PC⋆-kapalı kümedir ancak ve ancak 

U ⊂ V 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-açık V alt kümesi için 

(ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

Böylece U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesidir.  
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BÖLÜM 6 

𝐏𝐂⋆-AÇIK KÜMELER VE ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde, PC⋆-açık kümeler kavramı sunuldu ve özellikleri çalışıldı. 

PC⋆-açık küme olmanın denk koşulları sunulmaktadır. 

 

Tanım 6.1. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının alt 

kümesi olsun.  

Eğer T ∖ U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi ise U 

kümesine, PC⋆-açık küme denir. 

 

Teorem 6.2. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında bir 

küme olsun. U kümesi, PC⋆-açık kümedir ancak ve ancak 

V ⊂ U 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-kapalı alt kümesi V için 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) ∖ Y ⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

kümesi vardır. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay olsun. U kümesi (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında bir 

küme olsun. 

(⇒) : (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında U kümesi, PC⋆-açık küme olsun ve 

V ⊂ U 

olacak biçimde (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında V kümesi yarı-kapalı alt küme olsun.  

Bu ifade 

                                                                  T ∖ U 

⊂ T ∖ V 

ifadesini, T ∖ V kümesinin yarı-açık küme olduğunu ve T ∖ U kümesinin (T, σ, ℑ) ideal 

topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi olduğunu gerektirir.  
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T ∖ U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi olduğundan, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ V)) ∈ ℑ 

olur. 

                                                     ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) ∩ ℭ𝔩⋆(T ∖ ℭ𝔩(T ∖ V)) 

                                                      = ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) ∩ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) 

                                                      ∈ ℑ 

ifadesini elde ederiz. 

Y 

                                                                     = ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) ∩ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) 

alalım.  

O halde 

                                                      ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ V)) ∪ Y 

olur. 

                                            (T ∖ Y) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ V))) 

                                             ⊂ T ∖ (ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U))) 

ifadesini elde ederiz.  

Böylece 

                                             ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) ∖ Y 

⊂ T ∖ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) 

                                             = ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

olur.  

En sonunda 

                                                             ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) ∖ Y 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

vardır.  

 

(⇐) : 

D ⊂ U 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-kapalı D alt kümesi için, 
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ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(D)) ∖ Y ⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

kümesinin var olduğunu farzedelim. 

T ∖ U ⊂ V 

ve V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun.  

O halde 

                                                                      T ∖ V 

⊂ U 

ve T ∖ V kümesi, yarı-kapalı kümedir.  

Bu gerektirir ki; 

                                                            ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ V)) ∖ Y 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

kümesi vardır.   

                                                 ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ V)) ∩ (T ∖ Y) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

ifadesini elde ederiz.  

Ayrıca 

                                                   T ∖ (ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U))) 

⊂ T ∖ (ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ V)) ∖ Y) 

olur.  

O halde  

                                               ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∪ Y 

olur.  

Bu ifade gerektirir ki; 

                                                             ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) 

⊂ Y 

olur.  

Dolayısıyla 
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ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(V)) ∈ ℑ 

olur.  

Son olarak T ∖ U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında PC⋆-kapalı kümedir ve U 

kümesi, PC⋆-açık kümedir.  

 

Teorem 6.3. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının         

PC⋆-kapalı alt kümesi olsun. 

Y ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi olsun.  

O halde 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının         

PC⋆-kapalı alt kümesi olsun. 

Y ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi olsun.  

Bu durum 

                                                                  Y 

⊂ T ∖ U 

ve 

                                                                   U 

⊂ T ∖ Y 

ifadelerini gerektirir. 

U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi olduğundan, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ Y)) ∈ ℑ 

olur. 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y))) ∈ ℑ 

ifadesini elde ederiz.  

Ayrıca 

                                  ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) 
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⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ (T ∖ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y))) 

olur.  

Dolayısıyla 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

olur.  

 

Sonuç 6.4. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının         

PC⋆-kapalı alt kümesi olsun. 

Y ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi olsun.  

O halde 

ℑ𝔫𝔱(Y) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının         

PC⋆-kapalı alt kümesi olsun. 

Y ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi olsun.  

Teorem 6.3.’te (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının U kümesi PC⋆-kapalı alt küme, 

                                                          Y 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi iken 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

Buradan 

ℑ𝔫𝔱(Y) ∈ ℑ 

elde edilir. 

 

Uyarı 6.5. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, U kümesi (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı 

alt kümesi, 
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Y ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi olsun.  

Bu koşullar her zaman 

ℭ𝔩⋆(Y) ∈ ℑ  

veya 

Y ∈ ℑ 

ifadelerini gerektirmez: 

 

Örnek 6.6. 

T = {a, b, c, d, e}, 

 σ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, d}, {a, b, d}, T} 

ve 

ℑ = {∅, {c}} 

olsun.  

O halde (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 

U = {a, b} 

kümesi, PC⋆-kapalı kümedir.  

Ayrıca 

Y = {c, d, e} 

kümesi yarı-kapalı kümedir ve 

                                                          Y 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

olur.  

Fakat 

                                                                     ℭ𝔩⋆(Y) 

= Y 

∉ ℑ 

olur.  

 

Teorem 6.7. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında        

PC⋆-kapalı küme olsun.  

O halde (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında 
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ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

kümesi, PC⋆-açık kümedir. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında        

PC⋆-kapalı küme olsun. 

Y ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı alt küme olsun. 

 Teorem 6.3.’te (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında U kümesi PC⋆-kapalı alt küme, 

Y ⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi iken 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

Buradan 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

ifadesini elde ederiz.  

O halde 

                                                                     ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∖ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) 

= ∅ 

                                   ⊂ ℑ𝔫𝔱⋆ (ℭ𝔩(ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U)) 

olacak biçimde 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

vardır.  

Teorem 6.2.’de (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında U kümesi PC⋆-açık kümedir ancak 

ve ancak 

V ⊂ U 

olan (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının her yarı-kapalı alt kümesi V için 

                                                            ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(V)) ∖ Y 

⊂ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

olacak biçimde 

Y ∈ ℑ 

kümesi vardır demiştik.  
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Böylece 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında PC⋆-açık kümedir.  

 

Teorem 6.8. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında       

PC⋆-açık küme olsun. 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) ∪ (T ∖ U) ⊂ V 

ve V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun.  

O halde 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ V)) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında       

PC⋆-açık küme, 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) ∪ (T ∖ U) ⊂ V 

ve V kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-açık alt kümesi olsun. 

                                                          ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

⊂ V 

olduğundan, 

                                                T ∖ V 

⊂ T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(U)) 

                                                = ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) 

olur.  

Ayrıca 

                                                                      T ∖ U 

⊂ V 

olduğundan, 

                                                                      T ∖ V 

⊂ U 

ve de T ∖ V kümesi, yarı-kapalı kümedir.  

O halde 
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                                                        T ∖ V 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ U)) ∩ U 

olur.  

Teorem 6.3.’te (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının PC⋆-kapalı alt kümesi U kümesi, 

                                                          Y 

⊂ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayının yarı-kapalı alt kümesi iken 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

Buradan 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(T ∖ V)) ∈ ℑ 

olur.  

 

Teorem 6.9. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında        

PC⋆-kapalı küme olsun. 

Y ⊂ (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun.  

O halde 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay, U kümesi (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında PC⋆-kapalı 

küme, 

Y ⊂ (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ U 

ve Y kümesi (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun.  

O halde 

                                                                   Y 

⊂ T ∖ U 

ve T ∖ U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında PC⋆-açık kümedir.  

Bu gerektirir ki; 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∖ Z 
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kümesi, 

ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ U )) 

kümesinin alt kümesi olacak biçimde 

Z ∈ ℑ 

vardır. 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ U))) 

                                 ⊂ Z 

ve 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∩ (T ∖ ℑ𝔫𝔱⋆(ℭ𝔩(T ∖ U))) ∈ ℑ 

ifadelerini elde ederiz.  

Ayrıca 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) 

kümesinin ve 

ℭ𝔩⋆(T ∖ ℭ𝔩(T ∖ U)) 

kümesinin kesişimi, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) 

kümesi ve 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) 

kümesinin kesişimine eşittir. 

Y ⊂ (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ 

olduğundan; 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) 

kümesi, 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) 

kümesinin alt kümesidir.  

Böylece 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∩ ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(U)) 

                                         ∈ ℑ 

ve de 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) 

kümesi, ℑ idealinin elemanıdır.  
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Sonuç 6.10. 

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında        

PC⋆-kapalı küme olsun. 

Y ⊂ (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun.  

O halde 

ℑ𝔫𝔱(Y) ∈ ℑ ve (ℑ𝔫𝔱(Y))⋆ ∈ ℑ 

olur. 

 

İspat:  

(T, σ, ℑ) ideal topolojik uzay ve U kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında        

PC⋆-kapalı küme olsun. 

Y ⊂ (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme olsun.  

Teorem 6.9.’da (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında U kümesi PC⋆-kapalı küme, 

Y ⊂ (ℑ𝔫𝔱(U))⋆ ∖ U 

ve Y kümesi, (T, σ, ℑ) ideal topolojik uzayında yarı-kapalı küme iken 

ℭ𝔩⋆(ℑ𝔫𝔱(Y)) ∈ ℑ 

olur demiştik.  

Buradan 

ℑ𝔫𝔱(Y) ∈ ℑ ve (ℑ𝔫𝔱(Y))⋆ ∈ ℑ 

ifadelerine ulaşılır.  
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