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OZET

IDEAL YAPISINDA YENI BiR ARASTIRMA

Ayse Nur TUNC
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman : Prof. Dr. Erdal EKIiCI
06/01/2017, 54

Bu tezde ideallerdeki kiimeler kullanilarak tanimlanan P*-kapali kiimeler
sunulmaktadir. Bu kavram ideal uzaylardaki kiimeler iizerinde yeni bir yaklasimdir.
P*-kapali kiimelerin sinifi *-operfect kiimelerin ve *-agik Onj-kapali kiimelerin bir st
smifidir.

Ustelik, bu tezde PC*-kapali kiimeler kavrami tanitilmaktadir. PC*-kapali kiimeler,
onj-acik ve onj-kapali kiimeleri, RPC; ve 6nj-kapal kiimeleri, RPC; ve zayif I.s-kapali

kiimeleri kapsamaktadir.

Anahtar sozciikler: P*-kapali Kiime, P*-a¢ik Kiime, PC*-kapali Kiime, PC*-agik

Kiime.



ABSTRACT
A NEW INVESTIGATION IN THE STRUCTURE OF IDEAL

Ayse Nur TUNC
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematics Science
Advisor : Prof. Dr. Erdal EKICI
06/01/2017, 54

This thesis presents P*-closed sets defined by using the sets in ideal. This concept
is a new approach on the sets of ideal spaces. The class of P*-closed sets is a superclass of

x-operfect sets and x-open pre;-closed sets.
In this thesis , the concept of PC*-closed sets is introduced. PC*-closed sets contain

prej-open and pre;-closed sets, RPC; and prej-closed sets, RPC; and weakly I.,-closed

sets.

Keywords: P*-closed Set, P*-open Set, PC*-closed Set, PC*-open Set.
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BOLUM 1
GIRIS

Cesitli  topolojik 6zellikler ve ©nemli topolojik konular; kompaktlik, asiri
baglantililik, baglantisizlik vb. i¢in, ideal uzaylar aracilig1 ile ¢esitli kiime teorileri su ana
kadar ¢alisilmigtir (6rnegin Ekici ve Noiri, 2008, 2009a, 2010a; Ekici, 2011c, 2012; Ekici
ve Noiri, 2012b; Das ve Chandra, 2013; Li ve Lu, 2014; Ekici ve Elmali, 2015; Das ve
ark., 2016).

Bu yiizden ideal uzaylardaki kiimeler ¢esitli topolojik problemler i¢in 6nemli rollere
sahiptirler. Ote yandan, 2010°da Acikgdz ve arkadaslari (2010) =-operfect kiimeler
kavramini sundular.

2011°de Ekici (2011a), siirekliligin ayrisimlarini kurmak ig¢in onj-agik kiimeler
kavramini sundu.

Bu tezde, P*-kapali kiimeler olarak adlandirilan ideal uzaylardaki kiimeler tizerine
yeni bir yaklagim sunulmaktadir.

P*-kapali kiimelerin sinifi *-operfect kiimeler ve x-agik ony-kapali kiimelerin bir st
sinifidir. P*-kapali kiimelerin karakterizasyonlari elde edilmistir.

Bircok makalede, topolojik uzaylardaki kiimeler ile c¢esitli problemlerin ana
karakterizasyonlari ¢alisilmistir, 6rnegin Ekici (2007a,b, 2008a,b,c, 2009); Ekici ve Noiri
(2009b, 2010b); Ekici (2013); Lee ve Lee (2014); Ray ve Bhowmick (2014).

2011°de o6nj-acik kiimeler kavrami sunulmustur (Ekici, 2011a). Ote yandan,
onj-acik kiimeler ve oOnj-kapali kiimeler problemlerin ana karakterizasyonlart igin
kullanilmistir (Ekici, 2011a; Ekici ve Ozen, 2013).

Bundan sonra 2015’de 6n;-acik ve 0nj-kapali kiimeler bazi ayrisimlarin ve de bazi
karakterizasyonlarin kurulmasinda dikkate alinmistir (Ekici ve Elmali, 2015).

Bu tezde, PC*-kapali kiimeler tanitilmaktadir. PC*-kapali kiimeler, onj-agik ve
onj-kapal kiimeleri, RPC; ve onj-kapal kiimeleri, RPC; ve zayif I.g-kapali kiimeleri
kapsamaktadir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

[k boliimde tez ile ilgili genel bilgiler verilmektedir.

Ikinci béliimde tezde kullanilan temel tamim ve bilgiler verilmektedir. Ayrica tez

calismasinda kullanilan temel teoremler ifade edilmektedir.



Ucgiincii boliimde, P*-kapali kiimeler olarak adlandirilan ideal uzaylarda kiimeler
lizerine yeni bir yaklasim sunulmaktadir.

P*-kapali kiimeler smnifi, *-operfect kiimeler ve *-agik onj-kapali kiimelerin bir st
siufidir.

Bu boliimde, P*-kapaliliga denk ifadeler sunulmustur.

(T,0,3) ideal topolojik uzayinda bir A kiimesi i¢in asagidaki gerektirmelerin

saglandig1 ancak terslerinin dogru olmadig1 6rneklerle gosterilmektedir.

P*-kapali
T
*-a¢ik ve Onj-kapali
T
x-acik ve x-kapali «— acik ve *-kapali

T T

*x-acik ve kapali < *-amiikemmel

Ayrica P*-agikliliga denk ifadeler sunulmustur.
x-hicbiryerde yogun olmayan bir kime ile P*-kapali kiimeler arasindaki gegis
ispatlanmaktadir.

Dordiincii boliimde, P*-kapali ve P*-acik kiimelerin gesitli o6zellikleri ile bir
fonksiyon altindaki bir P*-kapali A kiimesi i¢in f(A) kiimesinin de P*-kapali kiime olmasi
arastirilarak ispatlanmaktadir.

Besinci boliimde, PC*-kapali kiimeler tanitilmaktadir.

Bir ideal topolojik uzayinda bir U kiimesi onj-ag¢ik ve onj-kapali kiime ise U
kiimesinin PC*-kapali kiime oldugu gosterilmektedir.

PC*-kapali kiimelerin Onj-agik ve Onj-kapali kiimeleri, RPC; ve oOn;-kapali
kiimeleri, RPC; ve zayif Ig-kapali kiimeleri igerdikleri gosterilmektedir.

PC*-kapali kiimelerin ¢esitli denk ifadeleri ispatlanmaktadir.

Bu boliimde, ayn1 zamanda PC*-kapali kiimelerin 6zellikleri ¢alisiimaktadir.

(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda bir U kiimesinin, PC*-kapali kiime olmasinin denk

kosullar1 verilmektedir.



(T, 0,3) ideal topolojik uzaymda bir U kiimesi, 0nj-acik ve onj-kapali kiime ise U
kiimesinin PC*-kapali kiime oldugu ifadesinin tersinin saglanmadigi Ornekle
gosterilmektedir.

(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda her bir U kiimesinin, PC*-kapali kiime olmasinin
denk kosullar1 gosterilmektedir.

Altinct boliimde, PC*-agik kiimeler kavrami sunuldu ve 6zellikleri galigildi. PC*-ag1k
kiimelerin ¢esitli denk ifadeleri ispatlanmaktadir.

PC*-a¢ik kiime olmanin denk kosullar1 sunulmaktadir.



BOLUM 2
ON BILGILER

Bu boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve bilgiler verilmektedir. Ayrica tez
calismasinda kullanilan temel teoremler ifade edilmektedir.
(T, o) ile topolojik uzay:r gosterecegiz. (T, o) topolojik uzay1 i¢in, A c T kiimesinin,

sirastyla kapanigini ve igini €I(A) ve Int(A) ile gosterecegiz.

Tanim 2.1.

T bostan farkli bir kiime ve J da T kiimesinin kuvvet kiimesi P(T)’nin bir alt
koleksiyonu olsun. Eger

(DA;, A, cTigcinA; c A, eJiseA; €S,

(i)A;, A, €JiseA;UA, ESJ
oluyorsa, T kiimesinin kuvvet kiimesi P(T)’nin alt koleksiyonu J’ya T tiizerinde bir ideal
denir (Kuratowski, 1966).

Not 2.2.
Ideal topolojik uzay, T kiimesi iizerinde J ideali ile (T,o) topolojik uzayidir ve
(T, 0,) ile gosterilecektir (Kuratowski, 1966).

Tanim 2.3.
(T,0,3) ideal topolojik uzayinda A c T olsun. (.)*:P(T) = P(T) olmak iizere A
kiimesinin yerel fonksiyonu (I ve o’ya gore)
A*(3,0) (yadaA")={te T:ANB ¢ J3,t € B € ¢}
seklinde tanimlanir (Kuratowski, 1966).

Not 2.4.
(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda A < T olsun.
Cr*(A) = AUA~,
kapanig operatorii o* ile gosterilecek olan ve *-topolojisi olarak adlandirilan ¢ igin

Kuratowski kapanis operatoriidiir (Jankovi¢ ve Hamlett, 1990).



Tanim 2.5.
(T, o) topolojik uzay ve A c T olsun. Eger
A c CI(Int(A))
ise (T, o) topolojik uzayinda A kiimesine yari-agiktir denir (Levine, 1963).

Tanim 2.6.
(T, o) topolojik uzay olsun. Yari-agik kiimenin tiimleyenine yari-kapalidir denir
(Crossley ve Hildebrand, 1971).

Tanm 2.7.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun.
A c 3nt*(CI1(A))

ise A kiimesine onj-agiktir denir (Ekici, 2011a).

Tanim 2.8.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. Eger T \ A kiimesi Onj-acik ise A
kiimesine 6nj-kapalidir denir (Ekici, 2011a; Ekici ve Ozen, 2013).

Tanim 2.9.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A < T olsun. Eger
A=A"

ise A kiimesine *-perfecttir (+-miikemmel) denir (Hayashi, 1964).

Tamm 2.10.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. Eger A kiimesi agik *-miikemmel ise A

kiimesine *-operfecttir (*-amiikemmel) denir (Acikgoz ve ark., 2010).

Tanim 2.11.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. Eger A kiimesi 6nj-agik ve on;-kapali

ise A kiimesine on;-clopen kiime denir (Ekici ve Elmali, 2015).



Tanmm 2.12.
(T, o) topolojik uzay ve U c T olsun. Eger
U = 3Int(CIL(V))

ise U kiimesine diizenli agik denir (Stone, 1937).

Tanim 2.13.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, 0,J) ideal topolojik uzayinin bir alt
kiimesi olsun. Eger
U=V, NV,
olacak bigimde, (T, 0, ) ideal topolojik uzayinda diizenli a¢ik V; kiimesi ve 6nj-clopen V,

kiimesi varsa, U kiimesine RPC;-kiime denir (Ekici ve Elmali, 2015).

Tanim 2.14.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, 0,J) ideal topolojik uzayinin bir alt
kiimesi olsun.
Eger
UcV
ve V kiimesi, (T, 0, 3J) ideal topolojik uzayinda diizenli agik kiime iken
(Snt(U))Y* c Vv

oluyorsa, U kiimesine zayif Io-kapal kiime denir (Ekici ve Ozen, 2013).

Teorem 2.15.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, 0,J) ideal topolojik uzayinin bir alt
kiimesi olsun. U kiimesi i¢in asagidakiler denktir (Ekici ve Elmali, 2015).

(1) U kiimesi, (T, 0, 3) ideal topolojik uzayinda 6nj-clopen kiimedir.

(2) U kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda RPC;-kiime ve 6n;-kapali kiimedir.

(3) U kiimesi, (T,0,3) ideal topolojik uzaymda RPCi-kiime ve zayif I.g-kapali

kiimedir.



BOLUM 3
P*-KAPALI KUMELER

Bu boéliimde, P*-kapali kiimeler olarak adlandirilan ideal uzaylarda kiimeler tizerine
yeni bir yaklasim sunuldu. P*-kapali kiimeler sinifi, *-amiikemmel kiimeler ve *-agik

on; -kapal1 kiimelerin bir iist sinifidir.

Tanim 3.1.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun.
AcCB
olan her yari-acik B kiimesi i¢in
(Int(A))* c Int*(B) U C

olacak bigimde bir C € J varsa A kiimesine P*-kapali kiime denir.

Tamm 3.2.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. Eger T \ A kiimesi P*-kapal1 kiime ise

A kiimesine P*-a¢ik kiime denir.

Teorem 3.3.

(T,0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi i¢in asagidaki kosullar
denktir:

(a) A kiimesi, P*-kapalidir.

(b) A c B olan her yari-agik B kiimesi igin

Cr* (3Int(A))
c3nt*(B)ucC

olacak bi¢cimde bir C € J vardir.

(c) A c B olan her yari-agik B kiimesi igin

(Snt(A)*\3Int*(B) € I

olur.

(d) A c B olan her yari-agik B kiimesi i¢in

Crr(3nt(A) \ Int*(B) € 3

olur.



ispat:
(c) > (d) ve (d) = (c) : (T, 0,3) ideal topolojik uzay,
AcBcT
ve B kiimesi, (T, 0, ) ideal topolojik uzayinda yari-a¢ik kiime olsun. Sonra
Cr*(3Int(A)) N (T \ Int*(B))
kiimesi
(3nt(A)* N (T \ Int*(B))

ve

Snt(A) n (T \ Int*(B))

=0
kiimelerinin birlesimidir.
O halde
Cr*(Int(A)) N (T \ Int*(B)) €3
ve
(Snt(A)* N (T\3Int*(B)) €3
olur.

(a) © (b) ve (b) & (¢) : (T, 0,3) ideal topolojik uzay,
AcBcT
ve B kiimesi, (T,0,3) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime olsun. Buradan istenilen

sonuca ulasilir.

Uyan 3.4.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve Ac T olsun. A alt kiimesi i¢in asagidaki

gerektirmeler saglanir:

P*-kapali
T

*-ac1k ve on;-kapal

1

*-acik ve *-kapali «— acik ve *-kapali

T T

*-ac1k ve kapali «— *-amiikemmel



Uyar 3.5.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun.
A alt kiimesi i¢in Uyar1 3.4.’de yer alan gerektirmelerin terslerinin dogru olmadigi

asagidaki Ornek 3.6., Ornek 3.7. ve Ornek 3.8.’de gosterilmektedir:

Ornek 3.6.
T = {k,1, m,n},
o = {{k,1,n}, {k,n}, {k}, {n}, {k, 1}, @, T}
ve
3 = {{m}, 0}
olsun.
(T, 0,33) ideal topolojik uzayinda,
A ={l,n}
kiimesi, P*-kapali kiimedir, A kiimesi *-a¢ik kiime degildir ve A kiimesi 6nj-kapali kiime
degildir.
Ornek 3.7.
T = {k, 1, m, n},
o = {{k,1,n}, {kn}, {k}, {n}, {k,1},0, T}
ve
3 = {{k}, 0}
olsun.
(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda,
A={l}
kiimesi, *-a¢ik ve 6nj-kapali kiimedir, A kiimesi *-kapal1 kiime degildir.
B = {l,m,n}

kiimesi, *-agik ve *x-kapali kiimedir, B kiimesi ag¢ik kiime degildir.

Ornek 3.8.
T = {k, 1, m, n},
o = {{k 1,n}, {k n}, {k}, {n}, {k, 1}, 8, T}
ve
3 = {{k,m}, {m}, 8, {k}}



olsun.

(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda,

A= {k}
kiimesi, acik ve *x-kapali kiimedir, A kiimesi kapal1 kiime degildir ve
A*# A
olur.
B = {l,m,n}

kiimesi, x-ag¢ik kapali kiimedir, B kiimesi agik kiime degildir.

T kiimesi, *-a¢1k ve kapali kiimedir ve T* # T olur.

Teorem 3.9.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. (T, o,3) ideal topolojik uzayinda, A
kiimesi i¢in (i) ve (ii) 6zellikleri denktirler:
(i) A kiimesi P*-agiktir,
(if) B c A olan her yari-kapali B kiimesi i¢in
Crr(B) \ C
c 3nt*(CI(A))

olacak bi¢gimde 5 idealinde bir C kiimesi vardir.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun.
(i) = (ii) : Kabul edelim ki; A kiimesi P*-agik kiime ve B kiimesi,
BcA
olan yari-kapali kiime olsun. O halde
T\ A
cT\B
olur, T\ B kiimesi yari-acik kiimedir ve T\ A kimesi P*-kapali kiimedir.
Cr*(Snt(T\ A) \ Int* (T\B) €
ve
Cr*(Int(T\ A)) \ (T\Cr'(B)) €
ifadelerini elde ederiz.
C = Cr*(SInt(T\ A)) \ (T \ CI*(B))
diyelim.
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O halde

Ces
ve
Cr* (Int(T \ A))
c (T\CI*(B))uC
olur.
Bu nedenle,
T\ (T\ Cr"(B))
ve
T\C
kiimelerinin kesigimi,
T\ CI*(Int(T \ A))

kiimesinin alt kiimesidir.
Boylece
Cr(B)n(T\0
kiimesi, Int*(CI(A)) kiimesinin alt kiimesidir.
Dolayzsi ile
Cr(B)\ C
c 3nt*(CI(A))
olur.
(i) = (i) : Kabul edelim ki;
BCcA
olan her yari-kapali B kiimesi i¢in
Crr(B)\ C
c 3nt*(CI(A))
olacak bi¢imde ¥ idealinde bir C kiimesi olsun.
T\AcDcT
ve D kiimesi, (T, 0, 3) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime olsun.
Bu yiizden,
T\D
cA
ve T \ D kiimesi yari-kapali kiimedir.
Cr(tT\D)\C

11



c Snt*(GIL(A))

olacak bi¢cimde J idealinde C kiimesi vardir ve bu yiizden

T \ Int*(D)
ve
T\C
kiimelerinin kesisimi
JInt*(CI1(A))
kiimesinin alt kiimesidir.
Sonra
T\ Int*(CI(A))
kiimesi,
T\ ((T\3nt"(D)) \ O)
kiimesinin alt kiimesidir.
Bu nedenle,
T\ (T\ er(T\ €(Y))
c3Int*(D)uC
olur.
Bunun iizerine,
Cr*(T \ €I(A))
c 3nt*(D) U C
ve
Cr* (Int(T\ A)) \ Int*(D)
cC
€I
olur.

Sonug olarak T \ A kiimesi P*-kapali kiimedir. Boylece A kiimesi P*-agik kiimedir.

Tanim 3.10.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. Eger

Int(Crr(A)) = ¢

ise A kiimesine, *-hi¢biryerde yogun olmayan kiime denir (EKici ve Noiri, 2012a).

12



Teorem 3.11.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi, *-hi¢biryerde yogun

olmayan bir kiime ise A kiimesi P*-kapali kiimedir.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A < T olsun. A x-higbiryerde yogun olmayan kiime,
AcBcT
ve B kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime olsun.
JInt(A) =0
oldugundan dolayz,
Cr*(Int(A)) \ Int*(B) € 3
olur.

Boylece A kiimesi, P*-kapali kiimedir.

Uyan 3.12.
Herhangi bir (T, o, ) ideal topolojik uzay1 igin, *-hi¢biryerde yogun olmayan kiime

olma ozelligini tasimayan P*-kapali kiime vardir.

Ornek 3.13.
T = {k,1, m, n},
o = {{k |, n}, {k, n}, {k}, {n}, {k, 1}, 9, T}
ve
3 = {{m}, ¢}
olsun.

(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda,
A={l,n}

kiimesi P*-kapal1 kiimedir ama A kiimesi *-hi¢biryerde yogun olmayan kiime degildir.

Teorem 3.14.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. Asagidaki (i) ve (ii) 6zellikleri denktir:

() (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, her kiime P*-kapali kiimedir,

(i) (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, her yari-agik A kiimesi i¢in
Cr*(Int(A)) \ Int(A) € 3

13



olur.

Ispat:

(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun.

(i) = (ii) : Kabul edelim ki; (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda her kiime P*-kapali
kiime olsun. A c T yari-acik kiime olsun.

JInt(A) kiimesi, P*-kapali kiime ve Int(A) kiimesi, yari-agik kiime oldugundan
o1 (Snt(Int(A))) 0 (T \ Int* (Int(A)))

= CI*(Int(A)) n (T \ Int(A))

o~

EJ
olur.
(i) = () : (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, her yari-a¢ik A kiimesi i¢in
Cr*(Int(A)) \ Int(A) €
olsun.

BcACT

ve A kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime olsun.

O halde,
Cr*(3Int(B)) N (T \ Int*(A))
c CI*(Int(A)) N (T \ Int*(A))
c Cr*(3Int(A)) N (T \ Int(A))
olur.
Bu yiizden
Cr*(Int(A)) N (T \ Int(A) €
olur.
Dolayisiyla
Cr*(3nt(B)) N (T \ Int*(A) €3
olur.

Sonug olarak B kiimesi, P*-kapali kiimedir.
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Teorem 3.15.

(T, 0, 3) ideal topolojik uzay olsun. Asagidaki (i) ve (ii) 6zellikleri denktir:

() (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, her kiime P*-kapal1 kiimedir,

(ii) (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, her yari-agik A kiimesi i¢in
(Snt(A)*\ Int(A) €3

olur.

Ispat:

(T,0,3) ideal topolojik uzay olsun. Teorem 3.14.’te (T,o0,J) ideal topolojik
uzayinda her kiime P*-kapali kiimedir ancak ve ancak (T, o,J) ideal topolojik uzayinda
her yari-agik A kiimesi i¢in

Cr* (3Int(A)) \ Int(A) € 3
olur denilmektedir.
Buradan eger (T, 0, ) ideal topolojik uzayinda her kiime P*-kapali kiime ise
(Snt(A))* \ Int(A) €3
olur.
Tersine (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda her yari-agik A kiimesi i¢in
(Snt(A)*\3Int(A) € I
ise
Cr*(Int(A)) \ Int(A) € I

olur ve her kiime P*-kapali kiime olur.

Teorem 3.16.
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi, P*-kapali kiime olsun. Eger
B c CI*(3nt(A)) \ A

olacak bi¢gimde B kiimesi yari-kapali kiime ise €I*(B) € J olur.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. Kabul edelim ki A kiimesi P*-kapali
kiime olsun.
B c CI*(Int(A)) \ A
olan B kiimesi, (T, 0, 3) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime olsun.
O halde
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cT\A
ve de

A

cT\B
ve T \ B kiimesi yari-agik kiimedir.

A kiimesi, P*-kapali1 kiime oldugundan
Cr* (Int(A)) ve (T \ Int*(T \ B))
kiimelerinin kesisimi, ¥ idealinin elemanidir.
Cr*(Int(A)) \ (T\ CI*(B)) € 3

ifadesine sahibiz.

Cr*(B)
c CI*(Int(A)) \ (T \ €I*(B))
€I
oldugundan
Crr(B) e
olur.
Sonug¢ 3.17.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi, P*-kapali kiime olsun. B
kiimesi,
B c CI*(3nt(A)) \ A

olacak bicimde yari-kapali kiime ise

BeS
olur.
Ispat:
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi, P*-kapali kiime olsun. B
kiimesi,

B c CI*(3nt(A)) \ A
olacak bi¢imde yari-kapali kiime olsun. Teorem 3.16.’da (T, 0, ) ideal topolojik uzay ve
A c T kiimesi P*-kapali kiime iken
B c CI*(Int(A)) \ A
16



olacak bicimde B kiimesi yari-kapali kiime ise

CrB) e
oldugunu vermistik.
Buradan da
BESJ
oldugu anlasilir.
Teorem 3.18.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A < T olsun. A kiimesi, P*-kapali kiime olsun. Eger
B kiimesi,
B c (3nt(A)*\ A

olacak bi¢imde yari-kapali kiime ise B € J olur.

ispat:
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi, P*-kapali kiime olsun.
Kabul edelim ki B kiimesi,
B c (3nt(A)*\ A
olacak bigimde (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime olsun. Bu yiizden
B
cT\A
olur.
O halde
A
cT\B
ve T \ B kiimesi yari-agik kiimedir. A kiimesi, P*-kapali kiime oldugundan

Cr* (3Int(A)) \ Int*(T\B) € 3

olur.
Boylece
Cr*(3nt(A)) \ (T\ CI*(B)) €
ve
(Snt(A)*\ (T\ Cr'(B)) € 3
olur.
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c (3nt(A)"\ (T \ Cr*(B))
€S

oldugundan
olur.

Uyan 3.19.
Teorem 3.16.”da (T, o, J) ideal topolojik uzay, A c T, A kiimesi P*-kapali kiime ve
B c CI*(Int(A)) \ A
olacak bi¢imde B kiimesi yari-kapali kiime iken
Cr'(B) €
oldugunu belirttik.
Ayrica Teorem 3.18.’de (T, o,3) ideal topolojik uzay, A c T, A kiimesi P*-kapali
kiime ve B kiimesi
B c (Int(A))*\ A
olacak bi¢imde yari-kapal1 kiime ise
BeS
oldugunu da belirttik.
Ancak Ornek 3.20., bize (T, 0,) ideal topolojik uzaymda A c T ve B kiimesi
B c CI*(3nt(A)) \ A
ve
B c (3nt(A)*\ A
olan (T,0,3) ideal topolojik uzaymda yari-kapali kiime iken eger A kiimesi P*-kapali

kiime degil ise Teorem 3.16.’nin ve Teorem 3.18.’in saglanmadigin1 géstermektedir.

Ornek 3.20.
T = {k, 1, m, n},
o = {{k Ln}, {k n}, {k}, {k 1}, {n}, @, T}
ve
3 = {{Ln},{n}, {1}, 0}
olsun. (T, 0,T) ideal topolojik uzayinda
A = {k}

ve
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B = {l,m}
olsun.
O halde A kiimesi P*-kapali1 kiime degildir, B kiimesi yari-kapali kiimedir,
B
c (3nt(A)*\ A

olur ve
B
c CI*(Int(A)) \ A
olur.
Fakat
Bg3veCGlr*(B) ¢33
olur.
Teorem 3.21.
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi, P*-kapali kiime ise

Cr*(3Int(A)) \ A

kiimesi, P*-a¢ik kiimedir.

Ispat:
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesinin P*-kapali kiime oldugunu
farzedelim.
B c CI*(3nt(A)) \ A
ve B kiimesi, (T,0,3) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime olsun. Teorem 3.16.’da
(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, A c T kiimesi P*-kapali kiime ve
B c CI*(3Int(A)) \ A
olacak bi¢imde B kiimesi yari-kapali kiime ise
CrB) e
olur demistik.
Yani Teorem 3.16.’dan
C*(B) e
olur.
Boylece
Cr(B)\C
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c Int* (CI(ET (Int(A)) N (T \ A)))

olacak bigimde
C

= CI*(B)

€SI
kiimesi vardir.

C
= CI*(B)
€I

olan C kiimesini ele alalim.
Teorem 3.9.°da A kiimesi P*-agiktir ancak ve ancak
BcA
olan (T, o, 3) ideal topolojik uzayindaki her yari-kapali B kiimesi i¢in
Crr(B)\C
c 3nt*(CI(A))
olacak bi¢imde J idealinde bir C kiimesi vardir demistik.
Bunun sonucu olarak
Cr*(Int(A)) N (T \ A)

kiimesi, P*-a¢1k kiimedir.

Teorem 3.22.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T kiimesi, P*-agik kiime olsun. Eger
Snt*(GI(A)) U (T\ A) c B

ve B kiimesi, (T, o,3J) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime ise

T\BeSJ
olur.
Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesinin P*-a¢ik kiime oldugunu
farzedelim.

Int*(CI(A)) U (T \ A) c B

ve B kiimesi, (T, 0, 3J) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime olsun.
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Bu yiizden,
T\ [Snt*(CI(A)) U (T\ A)]
= (T\3nt*(CI(A)) N A
= Cr*(Int(T\A))NA
olur.
T\ [Snt*(CI(A)) U (T\ A)]
= (T\ 3nt*(CI(A)) N A
= CI*(Int(T\ A)) N A
ifadesini ele alalim.
O halde, T \ B kiimesi, yari-kapali kiimedir ve
T\B
c G (Int(T\ A)) \ (T \ A)
olur ve T \ A kiimesi, P*-kapali kiimedir.
Teorem 3.16.’da (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda A c T kiimesi, P*-kapali kiime
iken
B
c Cr*(3nt(A)) \ A
olacak bi¢imde B kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime ise
Cr*(B) e
olur demistik.
O halde, T \ B kiimesi, yari-kapali kiimedir ve
T\ B
c Cr*(3Int(T\ A)) \ (T\ A)
olur ve T \ A kiimesi, P*-kapali kiime olmasi elimizde vardir.
Bu ifadenin sonucu olarak
Cr*(T\B)eESJ
olur ve
T\BeSJ

olur.
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Teorem 3.23.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. (T, o,<S) ideal topolojik uzayinda, her bir t € T

icin; {t} kiimesi, yari-kapali kiimedir veya {t} kiimesi, P*-a¢ik kiimedir.

Ispat:
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay olsun. (T, 0, 3J) ideal uzayinda, t € T i¢in {t} kiimesinin

yari-kapali kiime olmadigini farzedelim.

B c {t}
ve B kiimesi, (T, o, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime olsun.
O halde
B=09
ve de
Cr*(B)\ B
c 3Int*(CI({t}))
olacak bigimde
BES
vardir.

Teorem 3.9.°da (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, A ¢ T kiimesi P*-agik kiimedir
ancak ve ancak
BcA
olan her yari-kapal1 B kiimesi i¢in,
Crr(B)\C
c 3nt*(CI(A))
olacak bi¢imde J idealinde bir C kiimesi vardir demistik.

Buradan {t} kiimesi, P*-ag¢ik kiimedir.

Tanim 3.24.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. Eger (T, 0,J) ideal topolojik uzayinda, her agik
kiime *-kapali kiime ise (T, 0, ) ideal topolojik uzayina, F*-uzay denir (Acikgoz ve ark.,
2008).
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Teorem 3.25.
(T,0,3) ideal topolojik uzay olsun. (T,o,3) ideal topolojik uzayr F*-uzay ise

(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda, her kiime P*-kapali kiimedir.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve (T, o, ) ideal topolojik uzay1 F*-uzay olsun.
CcBcT
ve B kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime olsun.
O halde,

Cr*(Int(C)) n (T \ Int*(B))
= Snt(C) n (T \ Int*(B))

m
(SIS

olur.
Bu yiizden C kiimesi, P*-kapali kiimedir.

Sonug olarak, (T, o, ) ideal topolojik uzayinda her C kiimesi P*-kapali kiimedir.
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BOLUM 4
DIiGER OZELLIKLER

Bu bolimde, P*-kapali kiimelerin diger 6zellikleri ¢alisiimaktadir.
Ayrica bir P*-kapali A kiimesi i¢in bir f fonksiyonu altinda f(A) kiimesinin de

P*-kapali kiime olmasi durumu ispatlanmaktadir.

Teorem 4.1.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A ve B kiimeleri, (T, 0,J) ideal topolojik uzayinda
kiimeler olsun (Jankovi¢ ve Hamlett, 1990).

(i) A c Bise A* c B*,

(i) (A")* c A,

Teorem 4.2.
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi, P*-kapali kiime ve
A c B c (3nt(A))*

olsun. O halde B kiimesi, P*-kapali kiimedir.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay, A c T, A kiimesi P*-kapal1 kiime ve
A c B c (3nt(A)”
olsun.
BcC
olacak bigimde C kiimesinin (T, o, J) ideal topolojik uzaymnda yari-agik kiime oldugunu
varsayalim.

Boylece

cC
olur.
A kiimesi P*-kapali kiime oldugundan,
(Snt(A)* \ 3Int*(C) € I
olur.
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< (Jnt(A))”

oldugundan
(3nt(B))"
< ((3ntw)")’
c (JInt(A)”
olur.

(Int(B))* \ Int*(C)
c (Int(A))" \ Int*(C)
€I
ifadesini elde ederiz.
O halde
(Snt(B))* \ Int*(C) € I
olur.

Sonug olarak B kiimesi, P*-kapali kiimedir.

Teorem 4.3.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. (T,o,3) ideal topolojik uzayinda A
kiimesi, P*-kapal1 kiime ve eger
A c B c CI*(3nt(4))

ise B kiimesi, P*-kapali kiimedir.

Ispat:

(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. (T, o,3) ideal topolojik uzayinda A
kiimesinin P*-kapali kiime,

A c B c GI*(3nt(A))
ve C kiimesinin,
BcC
olacak bi¢imde (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime oldugunu varsayalim. A
kiimesi, P*-kapal1 kiime oldugundan
Cr* (3Int(A)) \ Int*(C) € 3

olur.

O halde,
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CI*(Int(B)) \ Int*(C)
c CI*(Int(A)) \ Int*(C)
€I
olur.
Bu yiizden,
Cr*(3nt(B)) \ Int*(C) € 3

ve B kiimesi, P*-kapali kiimedir.

Teorem 4.4.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. (T, 0,T) ideal topolojik uzayinda her

acik P*-kapal1 A kiimesi i¢in, €1*(A) kiimesi P*-kapal1 kiimedir.

ispat:

(T,0,3J) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. Kabul edelim ki (T,o,3) ideal
topolojik uzayinda A kiimesi agik P*-kapali kiime olsun. Teorem 4.3.’te (T, c,J) ideal
topolojik uzayinda A kiimesi P*-kapali kiime ve

A c B c CI*(3nt(4))
iken B kiimesinin de P*-kapali kiime oldugunu gosterdik.

Boylece C1*(A) kiimesi P*-kapali kiimedir.

Teorem 4.5.
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesi P*-agik kiime,
Int*(CI(A)) cBveBc A

ise B kiimesi, P*-a¢ik kiimedir.

Ispat:
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesinin P*-agik kiime,
Int*(CI(A)) c B
ve
BcA
oldugunu varsayalim.
Boylece
T\A
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cT\B

c T\ 3nt*(CI(A))
ve T \ A kiimesi, P*-kapal1 kiimedir.

T\A

cT\B

c G (Int(T\ A))
oldugundan ve Teorem 4.3.’te (T, 0,T) ideal topolojik uzayinda A c T kiimesi P*-kapali
kiime ve

A c B c GI*(3nt(A))

ise B kiimesi P*-kapali kiimedir dedigimizden, T \ B kiimesi P*-kapal1 kiimedir.

Bu yiizden B kiimesi, P*-a¢ik kiimedir.

Teorem 4.6.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesinin, kapali P*-a¢ik kiime

oldugunu farzedelim. O halde Int*(A) kiimesi, P*-a¢ik kiimedir.

ispat:

(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A c T olsun. A kiimesinin, kapali P*-a¢ik kiime
oldugunu farzedelim. Teorem 4.5.’te (T,0,J) ideal topolojik uzaymnda A c T kiimesi
P*-agik kiime,

Int*(CI(A)) € B
ve
BcA
ise B kiimesi, P*-acik kiimedir demistik.

Buradan 3nt*(A) kiimesi, P*-acik kiimedir.

Uyan 4.7.
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay ve A,B c T olsun. A ve B kiimeleri, P*-kapal1 kiimeler

iken A U B kiimesi, P*-kapali kiime olmayabilir.

Ornek 4.8.
T = {k,1, m, n},
o = {{k 1, n}, {k,n}, {k}, {k,1}, {n}, @, T}
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ve

3 = {{k}, 0}
olsun. (T, 0,J) ideal topolojik uzayinda
A ={k}
ve
B = {1}

kiimeleri, P*-kapali kiimelerdir ama A U B kiimesi, P*-kapali kiime degildir.

Uyar 4.9.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve A,B c T olsun. A ve B kiimeleri, P*-kapal1 kiimeler

iken A N B kiimesi, P*-kapal1 kiime olmayabilir.

Ornek 4.10.
T = {k 1, m,n, 0},
o = {{k1,n}, {kn}, {n}, {k 1}, {k}, ®, T}
ve
I ={{1},0}
olsun.
(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda
A = {k,m,n, o}
ve
B = {l,m,n, 0}

kiimeleri, P*-kapali kiimelerdir ama A N B kiimesi, P*-kapali kiime degildir.

Tamm 4.11.

(Ty,0,3) ve (T, p,7) ideal topolojik uzaylar ve f: (T, 0,3) = (T, p,J) fonksiyon
olsun.

Eger (T;,0,3) ideal topolojik uzayinda her x-kapali A kiimesi igin f(A) kiimesi,
x-kapali kiime ise f: (T, 0,3) — (T, p, 7) fonksiyonuna *-kapali denir (Ekici, 2011b).

Tamm 4.12.
(Ty, 0) ve (T,, p) topolojik uzaylar ve f: (T;, 0) — (T,, p) fonksiyon olsun. Eger her

t € T, ve f(t) elemanini i¢eren her yari-agik A kiimesi i¢in
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f(B) c A
olacak bicimde t elemanim iceren (T;,0) topolojik uzayinda B agik kiimesi varsa,

f: (Ty, 0) — (T,, p) fonksiyonuna s-siirekli denir (Cameron ve Woods).

Teorem 4.13.

(Ty,0,3) ideal topolojik uzay, f:(T;,0) — (T,,p) fonksiyon, f(JI) = {f(I):1 € I}
olmak iizere (T, p,f(3)) ideal topolojik uzay ve f:(Ty,0,3) = (Tz, p, f(3)) fonksiyon
olsun.

f: (Ty, 0,%) = (Ty, p, f(3)) fonksiyonu birebir, orten, *-kapali ve s-siirekli fonksiyon
ise (Ty,0,3) ideal topolojik uzayinda P*-kapali A kiimesi i¢in, f(A) kiimesi P*-kapali

kiimedir.

ispat:

(Ty,0,3) ideal topolojik uzay, f:(T,,0) — (T,,p) fonksiyon, f(I) = {f(I):1 € I}
olmak iizere (T, p,f(3)) ideal topolojik uzay ve f:(Ty,0,3) — (Ty, p, f(3)) fonksiyon
olsun.

f: (Ty,0,3) - (Tz, o} f(S)) fonksiyonu birebir, 6rten, *-kapali ve s-siirekli fonksiyon
olsun. A c T; kiimesi, P*-kapali kiime olsun.

B kiimesi, (Tz, P, f(S)) ideal topolojik uzayinda yari-agik kiime olacak bigimde

f(A) c B
olsun.
Bu nedenle
A
c f~1(B)
ve
Cr*(Int(A)) \ Int*(F1(B) €3
olur.
Buna binaen,
fEr (Int(A))) \ f(Snt*(f71(B))) € £(3)
olur.

f: (T, 0,3) > (T, p,f()) fonksiyonu birebir, &rten, *-kapali fonksiyon ve

s-siirekli oldugundan,
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f(Cr*(3Int(A))) \ Int*(B) € £(I)
olur ve
CI* (Int(f(A)))
kiimesi,
f(Cr*(Int(A)))
kiimesinin alt kiimesi olur.
Bu sebeple,
CI*(Int(f(A))) \ Int*(B) € £(I)
ve f(A) kiimesi, P*-kapal1 kiimedir.

Tamm 4.14.

(Ty,0,3) ve (T, p,J) ideal topolojik uzay olsunlar. f:(Ty,0,3) — (Ty,p,7)
fonksiyon olsun.

(Ty, 0,3) ideal topolojik uzayinda her x-agik A kiimesi i¢in eger f(A) kiimesi *-agik
kiime ise f: (T, 0,F) — (T, p, 7) fonksiyonuna x-agik denir (Ekici ve Ozen, 2012).

Sonug 4.15.

(Ty,0,3) ideal topolojik uzay, f:(Ty,0) - (T,,p) fonksiyon, f(JI) = {f():1 € 3}
olmak iizere (T, p,f(3)) ideal topolojik uzay ve f:(Ty,0,3) — (Ty, p, f(3)) fonksiyon
olsun.

f: (Ty,0,3) - (TZ, 0, f(S)) fonksiyonu birebir, orten, x-agik ve s-siirekli fonksiyon
ise (Ty,0,3) ideal topolojik uzaymda her bir P*-kapali A kiimesi i¢in f(A) kiimesi
P*-kapali kiimedir.

Ispat:

(Ty,0,3) ideal topolojik uzay, f:(T;,0) — (T,,p) fonksiyon, f(J) = {f(I):1 € I}
olmak iizere (T, p,f(3)) ideal topolojik uzay ve f:(Ty,0,3) — (Ty, p, f(3)) fonksiyon
olsun.

f: (Ty,0,3) - (TZ, o} f(S)) fonksiyonu birebir, Orten, *-agik ve s-siirekli fonksiyon
olsun. Farzedelim ki (T;,0,3) ideal topolojik uzayinda A kiimesi bir P*-kapali kiime

olsun.
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Teorem 4.13.’te (Ty, 0, ) ideal topolojik uzay, f: (T;, 0) = (T, p) fonksiyon, f(J) =
{f(1):1 € 3} olmak iizere; (T, p, f(3)) ideal topolojik uzay ve f: (T, 0,3) =
(T,, p, f(3)) fonksiyon olsun.

f: (T, 6,3) - (Ty, p, f(S)) fonksiyonu birebir, drten, *-kapali ve s-siirekli fonksiyon
ise (T;,0,3) ideal topolojik uzayinda P*-kapali A kiimesi i¢in, f(A) kiimesi P*-kapali
kiimedir demistik.

Bunun sonucu olarak f(A) kiimesi, P*-kapali kiimedir.
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BOLUM 5
PC*-KAPALI KUMELER VE ON;-CLOPEN KUMELER

Bu bolimde, PC*-kapali kiimeler tanitilmaktadir.

(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda bir U kiimesinin, PC*-kapali kiime olmasinin denk
kosullar1 verilmektedir.

(T, 0,3) ideal topolojik uzaymda bir U kiimesi, 0nj-acik ve onj-kapali kiime ise U
kiimesinin PC*-kapali kiime oldugu ancak tersinin saglanmadigi 6rnekle gosterilmektedir.

PC*-kapali kiimelerin RPC; ve oOnj-kapali kiimeleri, RPC; ve zayif I.g-kapal
kiimeleri i¢erdikleri gosterilmektedir.

(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda her bir U kiimesinin, PC*-kapali kiime olmasinin

denk kosullar1 gosterilmektedir.

Tanim 5.1.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzayinin bir alt
kiimesi olsun. Eger
UucVv
olan (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi i¢in
Cr* (Int(U)) \ Snt* (CL(V)) € 3

oluyorsa, U kiimesine PC*-kapali kiime denir.

Teorem 5.2.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzayinin bir alt
kiimesi olsun. U kiimesi PC*-kapali kiimedir ancak ve ancak
UcV
olan (T, o, 3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi i¢in
(Snt(U)* \ Int*(CL(V)) €3
olur.

Ispat:

(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzayinin bir alt

kiimesi olsun.
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(=) : U kiimesi, (T,0,3) ideal topolojik uzaymmin PC*-kapali alt kiimesi olsun.
Kabul edelim ki;
UcV
ve V kiimesi, (T, o, ) ideal topolojik uzaymin yari-agik alt kiimesi olsun.
U kiimesi, (T, 0,3) ideal topolojik uzaymin PC*-kapali alt kiimesi oldugundan
Cr* (3Int(V)) \ Int*(CL(V) €
olur.
Cr* (3Int(V))
kiimesinin,
Int(U) U (Int(U))*
kiimesine esit oldugu biliniyor.
Cr* (Int(V)) \ Int*(CL(V)) € 3

oldugundan,

(3nt(V) \ Int*(€1(V)))

kiimesi ve

((3nt(W)"\ Int*(€1(V)))

kiimesinin birlesimi, ¥ idealinin elemanidir.

Bu ylizden,
(Qnt(U))" \ Int*(CI(V)))
kiimesi,
(Snt(U) \ Int*(CL(V)))
kiimesi ve

((3nt(W)) "\ Int* (C1(V)))
kiimesinin birlesiminin alt kiimesidir.
Bunun sonucu olarak,
Snt(U)* \ Int*(C(V)) € 3

olur.

(<) : Kabul edelim ki;
UcV
olan (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi i¢in
Snt(U)* \ Int*(C1(V)) € 3
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olsun.
ucy
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzaymin yari-agik alt kiimesi olsun.
O halde
(Snt(U)* \ Int*(CI(Y)) €3
olur.
Int(U)
c Snt*(CI(Y))
ifadesini elde ederiz.
Bu ifade,
Snt(U) \ Int*(CI(Y))
=0
€I
ifadesini gerektirir.
Ayrica
Cr* (3Int(W)) N (T \ Int*(CL(Y)))
kiimesi,
((Snt(U))* U Int(U)) N (T \ Int*(CI(Y)))
kiimesine esittir ve de
((Int(U))* \ Int*(CUY)))
ve
(Snt(U) \ Int*(C1(V))) € 3
kiimelerinin birlesimine esittir.

Boylece U kiimesi, (T, o, 3) ideal topolojik uzaymin PC*-kapali alt kiimesidir.

Teorem 5.3.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzayinin bir alt
kiimesi olsun. Eger U kiimesi, 0nj-agik ve onj-kapali kiime ise U kiimesi, (T, o, J) ideal

topolojik uzayinin PC*-kapali alt kiimesidir.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzaynin bir alt
kiimesi olsun.
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U kiimesi, (T, 0,3) ideal topolojik uzaymnin 6nj-agik ve onj-kapali alt kiimesi olsun.
UcyV
olan, (T, 0,3) ideal topolojik uzaymin V yari-agik alt kiimesini alalim.
T\ U
c Int*(CI(T \ U))

ifadesini elde ederiz.

O zaman
T \ Snt*(CI(T \ U))
cUu
olur.
Bu ifade
Cr*(T \ CI(T \ U))
cU
ve
Cr* (3Int(V))
cU
ifadelerini gerektirir.
Sonug olarak
Cr* (Int(V))
cUu
c Snt*(CL(Y))
ifadesini elde ederiz.
Uucv
oldugundan,
Cr* (3Int(V))
c Snt*(CI1(V))
c Int*(C1(V))
olur.
Bu yiizden

Cr* (3Int(V)) \ Int*(C1(V))
=0

o~

SIR)
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ve de U kiimesi, (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin PC*-kapali alt kiimesi olur.

Uyan 5.4.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. (T, 0, 3) ideal topolojik uzaymin PC*-kapali alt

kiimesinin, 6ny-kapali ve 6nj-agik kiime olmasi gerekmemektedir:

Ornek 5.5.
T ={a,b,c,d, e},
o = {@,{a},{d},{a,b},{a,d},{a,b,d}, T}
ve
3 = {0, {b}}
olsun.
(T, 0,3) ideal topolojik uzayinda
U = {b,d}

kiimesi, PC*-kapali kiimedir ama U kiimesi, 6nj-kapali ve 6nj-acik kiime degildir.

Uyar 5.6.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzayimnin bir
alt kiimesi olsun.

U kiimesi i¢in, Teorem 2.15. ve Teorem 5.3.’ten, Uyar1 5.4.’ten ve Ornek 5.5.’ten

asagidaki gerektirmeler elde edilir.

PC*-kapali
T
on;-clopen (6n;-acik ve on;-kapalr)

Tl
RPC;i-kiime ve 6n;-kapali

Tl
RPCi-kiime ve zayif [g-kapali

Teorem 5.7.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzaymnin bir

alt kiimesi olsun. U kiimesi, PC*-kapali kiimedir ancak ve ancak
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UcVv
olan (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi igin,
(Int(w))”
c Int*(C(V))vy
olacak bi¢cimde
YES

vardir.

Ispat:

(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzaymin bir
alt kiimesi olsun.

Teorem 5.2.’de (T, 0,3) ideal topolojik uzaymin U kiimesi, bir alt kiimesi iken; U
kiimesi, PC*-kapali kiimedir ancak ve ancak

UcV
olan (T, o, 3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi igin,
Snt(U)* \ It (CL(V) € 3

olur demistik.

Bu teoremden sonuca ulasilir.

Teorem 5.8.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzaymin bir
alt kiimesi olsun.
U kiimesi, PC*-kapali kiimedir ancak ve ancak
UcV
olan (T, o, 3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi igin,
Cr*(3Int(V)) c Int*(CI(V) U Y
olacak bigimde
YES

vardir.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzaymin bir

alt kimesi olsun.
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Teorem 5.7.’de (T,0,J) ideal topolojik uzaymm bir U alt kiimesi, PC*-kapali
kiimedir ancak ve ancak
UcVv
olan (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi i¢in
(Int(w))”
cInt*"(C(V))vy
olacak bigimde
YES
vardir demistik.

Bu teoremden istenilen neticeye ulasilir.

Teorem 5.9.

(T,0,3) ideal topolojik uzay olsun. (T,o,3) ideal topolojik uzayinda her kiime
PC*-kapali kiimedir ancak ve ancak (T, o, ) ideal topolojik uzayinin her yari-acik V alt
kiimesi igin,

Cr*(Int(V)) \ Int*(CI(V)) € I

olur.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun.
(=) : Kabul edelim ki; (T, 0, 3) ideal topolojik uzayinda her kiime, PC*-kapali kiime
olsun. V kiimesi, (T, 0,3J) ideal topolojik uzayinin yari-agik alt kiimesi olsun.
Bu ifade
Cr*(Int(V)) \ Int*(CI(V)) € 3

ifadesini gerektirir.

(<) : Kabul edelim ki; (T, 0,3) ideal topolojik uzaymin her yari-agik Y alt kiimesi
i¢in,
CI*(Int(Y)) \ Int*(CI(Y)) € 3
olsun.
UcV
ve V kiimesi, (T, 0, 3) ideal topolojik uzaymin yari-agik alt kiimesi olsun.

Cr* (Snt(W)) N (T \ Int*(CI(V)))
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c I (3nt(V)) n (T\ 3nt*(€1(W)))

o~

€I
ifadesini elde ederiz.
Boylece
Cr (Int(U)) N (T \ Int*(CU(V))) €3
olur.

Sonug olarak U kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinin PC*-kapali alt kiimesidir.

Teorem 5.10.

(T,0,3) ideal topolojik uzay olsun. (T,o,3J) ideal topolojik uzayinda her kiime
PC*-kapali kiimedir ancak ve ancak (T,o,3J) ideal topolojik uzaymin her yari-agik alt
kiimesi V i¢in,

Snt(V)Y* \ Int*(C(V)) € T

olur.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun.
(=) : (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda her bir kiimenin, PC*-kapali kiime oldugunu
varsayalim. V kiimesi, (T, o, J) ideal topolojik uzaymnin yari-agik alt kiimesi olsun.
Teorem 5.2.°de (T, 0,J) ideal topolojik uzaymnin U kiimesi bir alt kiimesi iken; U
kiimesi PC*-kapali kiimedir ancak ve ancak
UcvVv
olan, (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi igin
(Snt(U)* \ Int*(CL(V)) €3
olur demistik. V kiimesi, PC*-kapali kiime oldugundan ve yari-agik kiime oldugundan
Teorem 5.2.°den
Snt(V)* \ Int*(CI(V) €3
ifadesini elde ederiz.

(<) : (T, 0,3) ideal topolojik uzaymnin her yari-agik alt kiimesi Y igin,
(Snt(Y)* N (T\ Int*(CI(V) €T
olsun.

UcVcT
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ve V kiimesi, (T, o, J) ideal topolojik uzaymin yari-agik alt kiimesi olsun.

Bu ifade
(Snt(U))* N (T \ Int*(CL(V)))

c (Int(V)" n (T\ Int*(€1(W)))
SR
ifadesini gerektirir.
Buradan
(Snt(U))* N (T \ Int*(CLU(V)))

c (3nt(V) n (T \ Snt*((SI(V)))

o~

ES

ifadesini ele alalim.
Dolayistyla

(Snt(U)* N (T \ Int*(CI(V))) € 3
olur. Teorem 5.2.’de (T, 0,3) ideal topolojik uzaymm U kiimesi bir alt kiimesi iken; U
kiimesi PC*-kapal1 kiimedir ancak ve ancak

UucVv
olan (T, o, 3) ideal topolojik uzayinin her yari-agik V alt kiimesi i¢in
(Snt(U)* \ Int*(CL(V)) €3

olur demistik.

Boylece U kiimesi, (T, 0,3) ideal topolojik uzaymin PC*-kapali alt kiimesidir.
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BOLUM 6
PC*-ACIK KUMELER VE OZELLIKLERIi

Bu boliimde, PC*-agik kiimeler kavrami sunuldu ve 6zellikleri ¢alisildi.

PC*-a¢ik kiime olmanin denk kosullar1 sunulmaktadir.

Tanim 6.1.

(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzaymnin alt
kiimesi olsun.

Eger T \ U kiimesi, (T, o,J) ideal topolojik uzayinin PC*-kapali alt kiimesi ise U

kiimesine, PC*-agik kiime denir.

Teorem 6.2.
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi (T, 0,J) ideal topolojik uzaymda bir
kiime olsun. U kiimesi, PC*-ac1k kiimedir ancak ve ancak
Vcu
olan (T, 0, 3) ideal topolojik uzayinin her yari-kapali alt kiimesi V i¢in
Cr*(Int(V)) \ Y © Snt*(CL(U))
olacak bi¢cimde
YESI

kiimesi vardir.

Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay olsun. U kiimesi (T, 0,J) ideal topolojik uzaymnda bir
kiime olsun.
(=) : (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda U kiimesi, PC*-a¢ik kiime olsun ve
VcU
olacak bi¢cimde (T, 0, ) ideal topolojik uzayinda V kiimesi yari-kapali alt kiime olsun.
Bu ifade
T\U
cT\V
ifadesini, T \ V kiimesinin yari-agik kiime oldugunu ve T \ U kiimesinin (T, o, J) ideal

topolojik uzayinin PC*-kapali alt kiimesi oldugunu gerektirir.
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T \ U kiimesi, (T, 0,3) ideal topolojik uzaymin PC*-kapali alt kiimesi oldugundan,
CI*(Int(T\ U)) \ Int*(CU(T\ V) €T
olur.
CI*(Int(T \ U)) n CI* (T \ CI(T \ V))
= CI*(3Int(T \ U)) n Cr*(Int(V))

o~

€S
ifadesini elde ederiz.
Y
= CI*(3Int(T \ U)) N CI*(Int(V))
alalim.
O halde

Cr*(Int(T\ U))

c Snt*(CT\ V) UY
olur.

(T\Y) N (T\ Int*(CI(T \ V)))
c T\ (Cr*(3nt(T\ U)))

ifadesini elde ederiz.

Boylece
Crr(Snt(V)) \ Y
c T\ CI*(Int(T \ U))
= Int*(CI(V))
olur.
En sonunda

Crr (Int(M) \ Y
c 3Int*(C1(V))
olacak bi¢cimde
YESI

vardir.

(=):
DcU

olan (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin her yari-kapali D alt kiimesi igin,
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Cr*(3nt(D)) \ Y < 3nt*(CL())

olacak bigimde
YES
kiimesinin var oldugunu farzedelim.
T\UcV
ve V kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinin yari-agik alt kiimesi olsun.
O halde
T\V
cUu
ve T \ V kiimesi, yari-kapali kiimedir.
Bu gerektirir ki;
Cr(Snt(T\ V) \ Y

c Snt*(CI(V))
olacak bi¢cimde
YES
kiimesi vardir.
Cr(St(T\V)) N (T\Y)
c Int*(C1(V))

ifadesini elde ederiz.

Ayrica
T\ (Snt*(€1(W)))
c T\ (CF(Int(T\ V) \Y)
olur.
O halde
Cr* (Int(T\ U))
c Int*(CI(V)uY
olur.
Bu ifade gerektirir ki;
Cr*(Snt(T\ U)) \ Int*(C1(V))
cyY
olur.

Dolayistyla
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Cr* (Int(T\ U)) \ Int*(C1(V)) € I
olur.
Son olarak T \ U kiimesi, (T, o, 3J) ideal topolojik uzayinda PC*-kapali kiimedir ve U

kiimesi, PC*-acik kiimedir.

Teorem 6.3.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,0,J) ideal topolojik uzayinin
PC*-kapali alt kiimesi olsun.
Y c CI*(3nt(U)) \ U
ve Y kiimesi, (T, o, J) ideal topolojik uzaymin yari-kapali alt kiimesi olsun.
O halde
Cr(Int(Y)) €3

olur.

ispat:
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,0,J) ideal topolojik uzayinin
PC*-kapal1 alt kiimesi olsun.
Yc GI*(Snt(U)) \U
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzaymnin yari-kapali alt kiimesi olsun.

Bu durum

cT\U
ve
U
cT\Y
ifadelerini gerektirir.
U kiimesi, (T, 0, ) ideal topolojik uzaymin PC*-kapali alt kiimesi oldugundan,
Cr*(3Int(V)) \ Int*(CU(T\Y)) €3
olur.
Cr (Int(U)) \ (T \ C*(Int(N))) € I
ifadesini elde ederiz.
Ayrica
Cr*(3Int(Y))
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c CI*(Int(W)) \ (T \ CI*(3Int(Y)))
olur.
Dolayistyla
Cr(3nt()) €3

olur.

Sonug 6.4.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,0,3) ideal topolojik uzayinin
PC*-kapal1 alt kiimesi olsun.
Y c Cr*(3nt(U)) \ U
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzaymin yari-kapal alt kiimesi olsun.
O halde
JInt(Y) €3

olur.

Ispat:
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,0,J) ideal topolojik uzayinin
PC*-kapali alt kiimesi olsun.
Y c Cr*(3Int(U)) \ U
ve Y kiimesi, (T, 0, ) ideal topolojik uzaynin yari-kapali alt kiimesi olsun.
Teorem 6.3.’te (T, 0, 3) ideal topolojik uzaymin U kiimesi PC*-kapali alt kiime,
Y
c C*(Int(U)) \ U
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzaymnin yari-kapali alt kiimesi iken
Cr(3nt(V) e
olur demistik.
Buradan
Int(Y) €3

elde edilir.

Uyar1 6.5.
(T, 0, 3) ideal topolojik uzay, U kiimesi (T, o, J) ideal topolojik uzayinin PC*-kapali

alt kiimesi,
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Y c Cr*(3Int(U)) \ U
ve Y kiimesi (T, o, J) ideal topolojik uzayinin yari-kapali alt kiimesi olsun.

Bu kosullar her zaman

Cr(y)es

veya
YES
ifadelerini gerektirmez:
Ornek 6.6.
T =1{a,b,c,d,e},
o = {0,{a},{b},{a,b},{b,d}, {a,b,d}, T}

ve

I ={0,{c}}
olsun.

O halde (T, o, 3) ideal topolojik uzayinda
U = {a,b}
kiimesi, PC*-kapali kiimedir.
Ayrica
Y ={cd, e}
kiimesi yari-kapali kiimedir ve
Y
c Cr*(3nt(U)) \ U
olur.
Fakat
Cr(y)

olur.

Teorem 6.7.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,0,3J) ideal topolojik uzayinda
PC*-kapal1 kiime olsun.

O halde (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda
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Crr(3nt(U)) \ U

kiimesi, PC*-acik kiimedir.

ispat:
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,o0,J) ideal topolojik uzayinda
PC*-kapali1 kiime olsun.
Y c Cr*(3nt(U)) \ U
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapal alt kiime olsun.
Teorem 6.3.’te (T, 0, J) ideal topolojik uzaymnda U kiimesi PC*-kapali alt kiime,
Y c Cr*(3Int(U)) \ U
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzaymin yari-kapal alt kiimesi iken
Cr(3nt() €
olur demistik.
Buradan
Cr(3Int(Y)) €3
ifadesini elde ederiz.
O halde
Cr* (Int(Y)) \ Er* (Int(Y))
=0
< Snt* (@1(Er (Int(V)) \ U))
olacak bi¢imde
Cr(3nt(Y)) €3
vardir.
Teorem 6.2.’de (T, 0,3) ideal topolojik uzayinda U kiimesi PC*-a¢ik kiimedir ancak
ve ancak
Vcu
olan (T, 0,3) ideal topolojik uzayinin her yari-kapali alt kiimesi V i¢in
Cr(Int(V) \ Y
c 3Int*(C1(U))
olacak bigimde
YES

kiimesi vardir demistik.
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Boylece
Cr*(3Int(U)) \ U

kiimesi, (T, 0, ) ideal topolojik uzayinda PC*-agik kiimedir.

Teorem 6.8.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,o0,J) ideal topolojik uzayinda
PC*-a¢ik kiime olsun.
Int*(CI(U)) U (T\U) c V
ve V kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinin yari-agik alt kiimesi olsun.
O halde
Cr(Int(T\V)) €3

olur.

ispat:
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,o0,J) ideal topolojik uzayinda
PC*-agik kiime,
Snt*(CI(V)) U (T\U) €V
ve V kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinin yari-agik alt kiimesi olsun.
Snt*(C1(V))
cV
oldugundan,
T\V
c T\ Snt*(CI(V))
= Cr*(3Int(T\ U))
olur.
Ayrica
T\ U
cV
oldugundan,
T\V
cUu
ve de T \ V kiimesi, yari-kapali kiimedir.
O halde
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T\V
c C*(Int(T\U))nU
olur.
Teorem 6.3.’te (T, 0,3) ideal topolojik uzaymin PC*-kapali alt kiimesi U kiimesi,
Y
c Cr*(3Int(U)) \ U
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzaymin yari-kapal alt kiimesi iken
Cr(3nt(V) €3
olur demistik.
Buradan
Cr(Int(T\ V) €3

olur.

Teorem 6.9.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,o0,3) ideal topolojik uzayinda
PC*-kapali kiime olsun.
Y c (Int(U)*\ U

ve Y kiimesi, (T, 0, ) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime olsun.

O halde
Cr(3nt(V) €3
olur.
Ispat:
(T, 0,3) ideal topolojik uzay, U kiimesi (T, 0, ) ideal topolojik uzayinda PC*-kapali
kime,

Y c (3nt(U))*\ U
ve Y kiimesi (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime olsun.
O halde
Y
cT\U
ve T \ U kiimesi, (T, 0,J) ideal topolojik uzayinda PC*-agik kiimedir.
Bu gerektirir ki;
Crr(Snt(V) \ Z
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Kiimesi,

Snt*(CI(T\ U))
kiimesinin alt kiimesi olacak bi¢gimde
VAR
vardir.
€ (3nt(M) n (T \ Int* (6UT\ 1)))
cZ
ve

Crr(Int(Y)) N (T\ Snt*(CT\ D)) €T

ifadelerini elde ederiz.

Ayrica

Cr* (3Int(Y))

kiimesinin ve
Crr(T\ CI(T\ U))

kiimesinin kesisimi,

Cr* (3Int(Y))
kiimesi ve

Cr* (3Int(V))

kiimesinin kesisimine esittir.
Y c (3nt(U))*
oldugundan;
Cr* (3Int(Y))
kiimesi,
Cr* (3Int(V))
kiimesinin alt kiimesidir.
Boylece
CI*(Int(Y)) N Cr*(Int(V))
€3
ve de
Cr* (3Int(Y))

kiimesi, J idealinin elemanidir.
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Sonug 6.10.
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,o0,3) ideal topolojik uzayinda
PC*-kapal1 kiime olsun.
Y c (Int(U)*\ U
ve Y kiimesi, (T, 0, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapali kiime olsun.
O halde
JInt(Y) e Jve (Snt(V) €3

olur.

Ispat:
(T,0,3) ideal topolojik uzay ve U kiimesi, (T,o0,3) ideal topolojik uzayinda
PC*-kapali kiime olsun.
Yc (3nt(U)*\U
ve Y kiimesi, (T, o, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapal kiime olsun.
Teorem 6.9.°da (T, o, ) ideal topolojik uzayinda U kiimesi PC*-kapali kiime,
Y c (Int(U)*\ U
ve Y kiimesi, (T, o, J) ideal topolojik uzayinda yari-kapal kiime iken
Cr(3nt(Y)) €3
olur demistik.
Buradan
JInt(Y) e Jve (Snt(Y))* €I

ifadelerine ulasilir.

o1
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