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OzZET

Sira istatistikleri dagiimdan bagimsiz olma 6zelligi, yogunluk
fonksiyonu ve momentlerinin elde edilebilmesi Ozellikleri, Arneklem
hakkindaki tim bilgiyi icermesi sayesinde istatistiksel calismalarda c¢ok
Onemli bir yere sahiptir. Sira istatistikleri pek ¢ok mihendislik tasanminda ve
dagilis teorisi calismalarinda sans degiskenin olasilik yogunluk
fonksiyonunun kantil degerlerinin elde edilmesinde kullanilan 6nemli
araclardir. Bu calismada sira istatistiklerinin temel kavramlan ve sira
istatistiginin dagihm ozellikleri incelenerek uygulama alanlarina iliskin 6rnek
verilmektedir.

Anahtar Kelimeler. Sira istatistikleri, Maksimumun Dagilimi,
Minimumun Dagilimi, Sira Istatistiklerinin Dagiimi

ABSTRACT

Because order statistics contains all the information about the
sample, characteristics of independent distribution, having density functions
and moments has a very important place in statistical studies. Order statistics
are very important tools for obtaining quantiles of random variable probability
density function in distributional theory and at some engineering design. In
this study is examined fundamental concepts of order statistics and
distributional property of order statistic and gave example about application
areas.

Keywords: Order Statistics, Distribution of Maximum, Distribution of
Minimum, Distribution of Order Statistics

GIRIS
Sira istatistikleri, istatistik teorisinde énemli bir yer tutmakta ve
istatistiksel tahminleme yontemlerinde oldukg¢a yaygin kullanilan bir
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kavramdir. Ayni zamanda sigortacilik, deprem d&lglimleri ve analizi,
dogal afetlerin tahminlenmesi, en zayif halka prensibi gibi
calismalarda da sira istatistiklerinden yararlaniimaktadir.

Matematiksel istatistigin temel problemlerinden birisi, her
zaman sans degiskenin dagiim fonksiyonunun elde edilememesi ve
bunun yerine deneysel degerlerin  kullanilarak  dagiimin
tahminlenmesidir. Sira istatistikleri yeterli istatistikler olduklan igin
orneklem hakkinda tim bilgiyi icerirler. Sira istatistiklerine dayali
bircok istatistik, dagiimdan bagimsiz 6zelligi tasidigi icin parametrik
olmayan istatistiksel ydntemlerde kullanilan en temel yaklagimdir.

Bu calismada sira istatistiklerine ait tanimlar, maksimum ve
minimumun dagiimi, bazi sira istatistiklerinin ortak dagihmi, sira

istatistiginin kosullu dagilimi, sira istatistiginin farkinin dagihmi ve yagis
verileri ile yapilan uygulama incelenecektir.

1. SIRA ISTATISTIKLERI ILE ILGILI TEMEL KAVRAMLAR

(X1, X2, .., X;.) verilen bir populasyondan alinan bir érnek ve
ardisik X1 Xa, w0 Xy degerleri  blyUkliklerine goére siraya
konuldugunda X1:n = X2, =+ = X, olusan yeni siralamanin r-inci
Uyesi Ornegin r-inci sira istatistigidir. Notasyon olarak sira istatistigi
X, yerine X(=) veya ¥ seklinde de gdsterilebilir. iki dnemli terim olan
Xym = Min(Xy,Xz, .., Xy) ve Xpm = Max(Xy, Xy, ..., Xp) u¢ degerler
olarak adlandirilir ve uygulamalarda énemli rol oynarlar.

m,(x), X =x degerleri ile Ornekteki eleman sayisidir ve
binomial tipin rassal bir degiskenidir, E(”:F(X}], clnkd n bagimsiz
Bernolli denemesi tekrarlandiinda gerceklesme (basar) sayisi ile
ayni zamanda meydana gelir. Bir Bernolli deneyi st populasyondan
rastgele bir degerin ¢ekilmesiyle o_Il_ngur. Bu deger x’ e (basan) esit ya
da kiicik olabilir, olasiigi # = £(X) ya da x(hata)’ dan daha biiyiik
oldugunda olasiigi 1 =2 dir. Sonug olarak ™{*} in kimulatif
dagihm fonksiyonu binomial dagiima sahiptir.

Fm.n':_;}i:'rj = PT"GE'I[T}‘IR(X} = '}"‘]
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Fakat {Xrm = x} olay! yani r-inci sira istatistigi X’ e esit ya da
kiigiik bir deger oldugunda, 1M (x) Z 73 olur. (1) denkleminden;

'F:s‘!r':.'l(":(’-j = P[X?":n = .'X.'] =1- an.:x}(’.r"— 1}
= Z (%) Pl - Fel™

k=0 k
- Fix)
T
— r—1 — n—r
= T(T")J;:- w1 — w)* " du
=Ilpynn—r
+1) (2)

elde edilir. Frn (), X, nin kiimlatif dagiim fonksiyonudur
ve I (a.b) tamamlanmamis beta fonksiyonudur.

Eger Ust populasyon tamamen surekli ise (2) denkleminin X’ e
gdre birinci tlrevi alinarak ==’ nin olasilik yogunluk fonksiyonu

Frra(X) = T(:)F”'l'(x}[‘l — F)I" ()

=F" (M1

~Feop T 1)

B{rrn—r+1) (3
belirlenir. B(a, b) beta fonksiyonudur (David, 1970).
1.1 Maksimum’un Dagilimi

Maksimum son sira istatistigi oldugu icin denklem (2) ve
(3)deki r=n durumunu saglamaktadir. Maksimum kimdalatif dagiim
fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu

Fy...(x) = F*(x)
fip(x) = nF" 1x)f(x)
olarak elde edilir.

1.2 Minimum’ un Dagilimi

Bir rassal 6rnegin minimumunun dagiimi denklem (2) ve
(3)’de r=1 yerine konularak elde edilir.

Fr, (x)=1-[1-F(x)]"
fron(x) =01 — Fl) 1" 1f(x)
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1.3 Baz Sira Istatistiklerinin Ortak Dagilimi

Olasillk yogunluk fonksiyonu f(x) ve kumdalatif dagiim
fonksiyonu F(x) olan, bir populasyondan alinan n hacimlik bir sans

R<ry <o <Togic

geeey

w e XX )
orneginin * 7T 7 " K sira istatistikleri
Sira istatistiklerinin bu kiimesinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu
<7<k W, <X, <x,+Ax;1< <k
ornekteki k eleman (xf’xf +ij) aralginda ve /' -1

4 +Ax,

elde etmek icin Ax )l
ise
X J) arallglnda yayllmaktadlr. Ax, =0, 7, =0,

Teow =N +1L X, = e Yk = Cogur.

‘ ?Hj@br'l‘ s

X_' X+&X X

T
-

o
2 x2 X, xs KgAKy Xy "a“;*k

2k+1 mimkiin sonug ile ¢ok terimli deneyi disitndldiginde:
verilen populasyondan rassal olarak n eleman ve 2k+1 araliklari
belirtilmigtir. Bagimsizlik ve tekrarlamali varsayimi altinda her bir
araligin eleman sayisi multinomial sans degiskenidir.

M{n; £ (x1)Axy, x5 )Mxg, ..., f (0 ) AR, [F (xy)
— Flap)], [F () — Fly 0], e [F (psq)
— Flx )1}
Parametreler n (6rnek hacmi) ile ve olasiliklar 2k+1 araliklari

ile iligkilidir. Sonug olarak multinomial sans degiskenlerinin 6zellikleri
kullanilabilir ve istatistik kiimesinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

}:;"_p'rz---u?“,{;;']_(xl-' Xas "'.l-x;l{} —

milLy Fxo)l ’*“([P“ = ”) @

X <x,<..ZXx,

seklinde elde edilir. (4) denklemindeki k=2, ve
olarak verildiginde n hacimlik drnegin maksimumu ve minimumunun
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;
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fl,n:n(xlixz} = Tl(’.l“l
— Df () flxp)[Flxq)
— Flx)]*7% Xy =¥ (5)

olarak belirlenir ve (4) denklemdeki k=2, r ver2— i+1
olarak verildiginde iki ardisik sira istatistiginin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu;

fiitim(x1,2x2)
_ n! flay ) flac )P (a1 - F(-ng]”_i_l.

(i—-1)(n—i-1) '
= X3 (6)

elde edilir ve herhangi iki sira istatistigi K ve K (r<s)’nin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu; denklem (4)’e gore
frﬁ:n(xllxz}
Fr=t(e)[F(x, — Fx))] " [1— Flx)]n—s
= n!f () (xcz) ;

(r—1{s—r—1)1{n —s)! '

X1 = X (?}

olarak elde edilir.

1.4 iki Srra istatistigin Kosullu Dagilimi
iki sira istatistigin kosullu dagiiminda ilgilenilen ana

S . X =x,r<
konularindan biri simulasyon ¢aligsmalandir. Verilen “ s» x2( S)

ile *n"nin olasilik yogunluk fonksiyonu denklem (7) ve (3)’'de yerine
konuldugunda;

J1I:::f.":.‘1.-'-"’.5;.'1. (xl.f'rxz} = M

J;:n(xz}
=1 e ) [# (2, — f"'(xﬂ}]s_r_lf"' )
B r—1G—r—1)
Xy = X9 (g)

elde edilir. Bu ifade (3) denklemi ile karsilastiridiginda,

Lo = %2 parent populasyonundan s-1 hacimlik érnegindeki r'inci sira
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istatistiginin dagilimidir ve Yrnnin dagilimi *2'nin sag tarafinda

kesilmistir.
Yrn = X1 iken *snnin olasilik yogunluk fonksiyonu;
"ﬁ:r:( L, )
f35=-‘1-"3r:n(x1/x1) = f };mz;; -1
(=0 )t = Fle )Ry = F))| ™ 0= Flxg)l (9)
= {?’1_3)!(3—7'_1')!

seklindedir. Benzer olarak bu ifade (3) denklemi ile
karsilastinldiginda parent populasyonundan alinan (n-r) hacimlik

Ornekte (s-r)’inci sira istatistiginin dagiimi Ysn nin dagihmidir ve *in
solunda kesilmistir.

1.5 iki Ardisik Sira istatistiginin Kosullu Dagilimi
iki ardisik sira istatistigi icin Yivtn = 2 kosulu altinda Yin*nin
olasilik yogunluk fonksiyonu denklem (8)'da yerine konularak;

fﬁ[;n;‘xnz:n(xl'{:xd} - fz’+1=?ﬂ (.'X-'g}

_ if(x)F1(xy)
F*(x5)
Ve kumdlatif dagihm fonksiyonu;

(10)

F; af&ivin (x1/x2)

Flx))\

X. =X . X s o .
in I kosulu ile "#+’nin olasilik yogunluk fonksiyonu ve

kiimulatif dagilim fonksiyonu;

ﬁ,z‘+1m(xl:x2}

fx“._m,-xl.:n(?ﬁz [x%1) = )
(=D fle)[1 = Flap)I 1
Bl [1—F(xy )]

ve

(12)
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1—-Flp)\"
IF|.5i'|:+‘_:.'L,-'-Ei,l::.‘l. (x: 'ij-} =1- (m) ;xj-

1.6 iki Sira istatistiginin Farkinin Dagilimi

iki sira istatistigi *sn ve *rn (r=< S)arasmdaki farkin dagilimini
tiretmek icin (6)’de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
dénisimu uygulamaliyiz.

V=X
V= Xs:n - Xr:n] (14)
Tersi alinirsa;
X}"‘:H = U (15)
Koy =UV
Jakobien ile;
10
)zhl
=1 (16)

Boylece (U,V)'nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

1!

e T e W ACVAC

+u)Fr M) [Flu+v)—FlF 1
— Flu+wv)]*=
o=v  (17)

olarak elde edilir ve asagida gosterilen V marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahiptir.
n! =
DG _r-Dm-5 Lf(ﬂf(“
+ ) Fm W) [Flu+v)—F(u)]F™ 11
— Flu+v)]**du

0=v (18)

h(v) =

Girisimcilik ve Kalkinma Dergisi (7:2) 2012
Journal of Entrepreneurship and Development



96 Esin Cumhur PiRINGCILER

2. BIR UYGULAMA ORNEGI

Eger X1.Xs,....Xs birbirini izleyen gunlerde bir nehrin su
seviyeleri ise alt sira istatistiginin 6zellikleri X1:n:Xan, w0 Xien kithgin
modellenmesi icin ve Xn-knXn-k+1m: - Knm Ust sira istatistiginin
ozellikleri ya da maksimum %n:n su baskini riski ve selden korunma
tasarimlar igin kullanilir.

Bir nehirde son 60 yll boyunca metre kip basina yillik
maksimum su baskinlan Tablo 1’ de gdsterilmistir. Gelecek 20 yilda
asanlann ortalama degeri 4 olmasi icin bir su baskini tasarm
degerinin secilecegi varsayilsin (Castillo, 1988:334).

Egder gecmis n denemedeki m.inci en blylk gbézlemi asma
olasigl Pm ise gelecek Ndenemedeki rasanlarin olasilig;

V(N .
“"(”**”J N—|=( )ﬂﬁl[‘- — Pl T
o W
seklindedir. Asanlarin ortalamasi, (. 7,N)  pinomial

degiskenin ortalamasi ¥Pm’ dir, toplam olasilik kurali ve Um:» m.inci
sira istatistiginin ortalamasi m/(n+1)’ dir.
1

Nm
7(n,m,N) = J‘ NP (O )P = Nuyp, =
o n+1
_ 20
r(60,m,20) = M4 — mA12
61
Tablo 1:
Yagis Verileri
24.21 26.46 29.48 30.32 31.60
32.88 33.03 33.63 35.14 35.23
35.59 35.89 35.95 36.7 36.49
36.50 37.13 37.48 38.01 38.21
38.53 38.91 39.26 39.45 40.32
40.36 40.49 40.69 41.03 41.05
41.54 42.62 42.82 42.91 43.05
43.31 43.34 43.42 43.65 43.87
44.71 45.04 45.58 46.00 48.29
48.76 49.28 4943 50.17 50.45
50.73 51.90 52.54 52.94 54.01
57.84 60.10 61.95 67.76 75.70
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Secilmesi gereken deger serideki 12.inci en biylk sira
istatistigidir. Metreklp basina 50.17 olarak bulunur.

Yillik olarak maksimum akigin kimuilatif dagiim fonksiyonu
metre kip basina;

= enf- (5]

Yillik maksimum 60 ve 70 metrekip akisin geri dénus periodu;

Ten — T‘:E'ﬂ} =16.25yll

T7p = T{z?ﬂj = 0724 yil

Bunun anlami 60 ve 70 metrekiip akis gerceklesmesi her
16.25 ve 57.24 yilda bir kez olmaktadir.

Periyottaki karakteristik en blyuk degeri agsma olasilig;

1-Fo(u) =1 —(1—%)!1

Buyik 6rnek icin 1-exp(-1)=0.6321’ dir.

Yillik olarak bir nehrin maksimum su akisinin kiimalatif dagilim
fonksiyonu metrekiip basina asagidaki sekilde verildiginde;

S

Eger birim periyotta belirli bir degeri asanlarin sayisinin
beklenen degeri 1 ise X sans degiskeninin belirli bir degeri x, n birim
period zamani igin karakteristik en blyuk degerdir. Deger n’ e bagh

oldugu icin karakteristik en blylk deger U= olarak gosterilir.

Ayni bakis acisiyla karakteristik en kiiglik deger de ¥ olarak
gOsterilir.

Karakteristik en bliylik deger asagidaki esitligi saglar:
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all—F@)l=1 - Fu)=1—-
n

bes yillk ddnem icin su akisinin karakteristik en buytk degeri;
1
Flug)=1- 5= 0.8

us = 50.2 metrekiiptdr.

Sekil 1. .
E(1) Parent Populasyonundan 1’den 5’e Kadar Alinan Orneklerin
Maksimumunun Olasilik Yogunluk Fonksiyonu Ve Kiimiilatif Dagihm
Fonksiyonu

Lo

.73

0.30

0.28

/4

%

=0 -] [ K- 2.0 3.0 4.0 3.0

Q.00

Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

N
A\

Kimilatif Dagilim Fonksiyonu
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Bir kuraklik fy 'dan daha fazla yagis olmayan b siireci icin

tanimlanmistir. EJer vyagis yogunlugu 10’dan blylk oldugu
varsayllirsa, ortalama #yagmur/yil ‘nin poisson siireci olarak

davrandigini varsayllmaktadir. Ustel bir parent populasyonu £ (/“‘)’den
alinan n hacimlik rasaal 6rnegin maksimumunun olasiligi ile ayni

zamanda kurakliigin olmama oIaS|I|Q|t0 '’dan daha kuglik olacaktir.

Cunku ardisik yagisla arasindaki tim sire !0 'dan daha kiguk olursa
kuraklik olmaz. (Birbirini izleyen yagiglar arasi periyotlar Ustel sans

degiskenleridir. E(/“) Sekil 1° de E(1) parent populasyonundan 1’den
5e kadar alinan &rneklerin  maksimumunun olasilik yogunluk

fonksiyonu ve kimulatif dagiim fonksiyonu gosterilmistir. Eger fy=3
ayve 4= 10 olursa 1y ’dan daha fazla 5 yagis gergeklesmesinden
sonra kurakligin olmama olasiligi 0.65'dir.

SONUC

Sira istatistikleri sigortacilik, deprem dlgimleri ve analizi, dogal
afetlerin tahminlenmesi, en zayif halka prensibi, mihendislik tasarimi
calismalan gibi caligmalarda da kullaniimakta ve bu alanlarda da pek
¢ok uygulamalar bulunmaktadir. Bu calismada sira istatistiklerinin
temel kavramlar ve sira istatistiginin dagihm 6zellikleri, maksimum ve
minimumun dagilimi, bazi sira istatistiklerinin ortak dagiimi, sira
istatistiginin  kosullu dagiimi, sira istatistiginin farkinin  dagilimi
incelenerek uygulama alanlarina iliskin bir yagis verisi 6rnegi
degerlendirilmistir.
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