CANAKKALE ONSEKIZ MART UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
DOKTORA TEZI

YARI-RIEMANN UZAYDA SASAKI MANIFOLDLARIN

YENIDEN YAPILANDIRILMASI VE UYGULAMALARI

Mehmet GUMUS
Matematik Anabilim Dal

CANAKKALE



T.C.
CANAKKALE ONSEKIiZ MART UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
DOKTORA TEZi

YARI-RIEMANN UZAYDA SASAKi MANIiFOLDLARIN YENIDEN
YAPILANDIRILMASI VE UYGULAMALARI
Mehmet GUMUS
Matematik Anabilim Dah
Tezin Sunuldugu Tarih: 04/01/2018

Tez Damismani:

Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI

CANAKKALE



Mehmet GUMUS tarafindan Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI yonetiminde hazirlanan ve
04/01/2018 tarihinde asagidaki jiiri karsisinda sunulan “Yari-Riemann Uzayda Sasaki
Manifoldlarin Yeniden Yapilandirilmasi ve Uygulamalar:r” bashikli ¢calisma, Canakkale
Onsekiz Mart Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dal’nda
DOKTORA TEZI olarak oybirligi ile kabul edilmistir.

JURI
Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Baskan

Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI
Uye

Prof. Dr. Bayram SAHIN
Uye

Prof. Dr. Faruk SOYDUGAN
Uye

Yrd. Dog. Dr. Can AKTAS
Uye

Prof. Dr. Levent GENC
Miidiir

Fen Bilimleri Enstittist



INTIHAL (ASIRMA) BEYAN SAYFASI

Bu tezde gorsel, isitsel ve yazili bicimde sunulan tiim bilgi ve sonu¢larin akademik ve
etik kurallara uyularak tarafimdan elde edildigini, tez icinde yer alan ancak bu
calismaya 6zgii olmayan tiim sonug ve bilgileri tezde kaynak gostererek belirttigimi

beyan ederim.

Mehmet GUMUS



TESEKKUR

Bu tezin ger¢eklestirilmesinde, ¢alismam boyunca benden bir an olsun bilgilerini ve
yardimlarin1 esirgemeyen saygideger danisman hocam Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI’ya,
Prof. Dr. Bayram SAHIN hocama, Yrd. Dog. Dr. Cumali YILDIRIM hocama, calisma
siiresince tiim zorluklar1 benimle gdgiisleyen ve bana sabreden esim Esin ESER GUMUS’e
kizlarim Sudenaz ve Tuana’ya ve hayatimin her evresinde bana destek olan degerli annem

ve babama sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Mehmet GUMUS
Canakkale, Ocak 2018



n
(M, n)

(@.$m

M, $,¢,m)
(¢@.¢$n.9,¢€)
M, $,$,m,9,€)
[.]

T
D,V
R

L

®

M
T,M
Rad(TM)
R3
S,

L

hl

s
r

Ric
S(T™M)
§

A
tr(TM)
ltr(TM)

SIMGELER VE KISALTMALAR

Kontak form

Kontak manifold

Hemen hemen kontak yap1

Hemen hemen kontak manifold

Hemen hemen kontak metrik yap1

Hemen hemen kontak metrik manifold
Lie parantez (braket) operatorii
Projeksiyon morfizmi

Riemann konneksiyonlari

Riemann egrilik tensorii

Lie tiirevi

Tensor carpim

Yari-Riemann manifoldu

p € M noktasindaki tanjant uzay

TM uzayimin radikali

n-boyutlu g-indeksli yar1-Oklidyen uzay
Direkt toplam

Ortagonal direkt toplam

M manifoldunun 1s1gimsi (lightlike) ikinci temel formu
M manifoldunun ekran ikinci temel formu
M manifoldu lizerindeki vektor alanlarinin uzayi
Torsiyon tensorii

Ricci egrilik tensorii

Ekran dagilim

Yap1 vektor alani

Sekil operatorii

Transversal vektor demeti

Is1gimst transversal vektor demeti

tr(TM) tizerindeki lineer konneksiyon
ltr (TM) iizerindeki lineer konneksiyon

Transversal ekran dagilim

\Y



OZET

YARI-RIEMANN UZAYDA SASAKIi MANIiFOLDLARIN YENIDEN
YAPILANDIRILMASI VE UYGULAMALARI

Mehmet GUMUS
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Doktora Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI
04/01/2018 , 85

Bu tez yedi béliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim girig boliimiine ayrilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde temel kavramlar ve teoremler ile yari-Riemann manifoldlar,
quasi-ortonormal taban, kontak manifoldlarla ilgili genel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde dilimlenmis kontak manifoldlar calisilmis olup temel teoremleri
ispatlanmugtir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise, A kiimesi lizerinde yapilandirilmis (A-constructed)
kontak manifoldlar ile <A -constructed Sasaki manifoldlar tanimlanmustr.

Doktora tezimin besinci boliimiinde ise, A -constructed Sasaki manifoldlarin Riemann
egriligi hesaplanmistir.

Bu galisgmanin altinct béliimiinde ise, radikal transersal 1sigims: altmanifoldlar ile
modifiye radikal transversal 1s1gims1 altmanifoldlarin geometrisi ¢alisilmistir.

Tezin yedinci ve son boliimiinde elde edilen sonug ve Oneriler tartisilmistir.

Anahtar sozciikler: Diferansiyel Geometri, Kontak, Sasaki Manifold, Altmanifold
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ABSTRACT

A NEW CONSTRUCTION OF SASAKI MANIFOLDS IN SEMI-RIEMANN
SPACE and APPLICATIONS

Mehmet GUMUS
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematical Science
Advisor : Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI
04/01/2018, 85

This thesis consists of seven chapters.

The first chapter is assigned to the introduction of my thesis.

In the second chapter, the fundamental definitions and theorems, the semi-Riemann
manifolds and the quasi orthonormal base and the contact manifolds and the general
theorems have been given.

The third chapter is parted to the sliced contact manifolds and the basic theorems were
proved.

In the forth chapter, of my thesis A-constructed contact and A-constructed Sasaki
manifolds were defined and the theorems were proved.

In the fifth chapter, the Riemannian curvature of A-constructed Sasaki manifolds was
evaluated.

In the sixth chapter, the geometry of the radical transversal lightlike and the modified
radical transversal lightlike submanifolds worked.

The seventh chapter is dedicated to the conclusions and suggestions about the thesis.

Keywords: Differantial Geometry, Contact, Sasaki Manifold, Submanifold
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BOLUM 1
GIRIS

Matematiksel ¢alismalar, insanlik tarihinin her asamasinda ¢ok Onemli bir yere
sahiptir. Matematigin i¢inde birg¢ok alt dal bulunmaktadir. Bunlardan diferansiyel geometri
matematigin i¢inde dnemli bir yere sahiptir. Diferansiyel geometri alaninda 6zellikle Carl
Friedrich Gauss ve Bernhard Riemann’in egriler ve yiizeyler iizerine ¢alismalar1 gok
onemlidir. Yasadigimiz diinyanin fiziksel olaylarinin agiklanmasinda Gauss ve Riemann’in
“Egriler ve Yiizeyler Teorisi” ile ilgili ¢alismalari ¢ok yararli olmustur. Manifold
teorisindeki hizli gelismeler G. Ricci, T. Levi-Civita, E.B. Christoffel, F. Klein, S. Lie ve E.
Cartan gibi matematikgiler sayesinde gerceklesmistir. O’Neil, Blair ve Sasaki 20. Yiizyilda
yaptiklar1 calismalarla kontak geometriye onemli katkilar saglamiglardir. Tek boyutlu
uzaylarda tanimlanan kontak manifoldlar ve ¢ift boyutlu uzaylarda tanimlanan kompleks ve
hemen hemen kompleks manifoldlar birbirlerini tamamlamislardir. Bu konularda yapilan
yiizlerce ¢alisma bilimin hemen hemen her dalina 151k tutmustur.

Ayrica, kontak geometri optikte, rolativite teorisinde, diferansiyel denklemlerin
coziimlerinde ve bir¢ok konuda katki saglamistir. Dejenere metriklerin tanimlanmasi ile
birlikte “lightlike” altmanifoldlar teorisi hizli bir gelisme gostermistir. Bu konuda Duggal
ve Bejancu’nun ¢alismalar 6nemlidir. Ayrica Sahin ve Duggal’mn 2000°1i yillarda birlikte
yaptiklar1 ¢aligmalar lightlike altmanifoldlar teorisine farkli bir bakis acis1 getirmistir.
(Duggal ve Sahin, 2010, 2017)’in Sasaki manifoldlar ile Keahler manifoldlarin lightlike
altmanifoldlar1 {izerine yaptiklar1 ¢caligsmalar1 6rnek olarak verilebilir.

Kontak geometri, geometride yeni bir alan olmamasina karsilik, matematik ve
matematiksel fizigin degisik alanlarinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Kontak geometrinin
diferansiyel denklemler, optik, genel rolativite ve benzeri alanlarda yararli uygulamalari
vardir. Calismalarinda kontak geometriyi kullanan ilk matematikgiler: Christian Huygens,
Barrow ve Isaac Newton’dur. Sophus Lie, Gray gibi matematikciler, kontak yapilari
diferansiyel denklemler iizerine yaptiklar1 ¢aligmalarda kullanmislardir. Gibbs ise kontak
geometriyi termodinamik {izerine ¢aligirken kullanmigtir. 20. Yiizyil diferansiyel geometri
icin 6nemli bir donemdir. Ciinkii matematik ve fizik g¢alismalarinda semi-Riemann
Geometrisi dnemli bir yer almistir. Burada 6nemli bir nokta 6ne ¢ikmistir. O da teget demet
ile ortagonal tamamlayan demetin arakesitinin sifirdan farkli olmasidir. Bu arakesite O’Neill

radikal uzay adimi vermistir. 1950’lerde Marcel Berger Riemann Geometrisinin dnemli ve



biiyiik gelismelerini yayinlamistir. S. Sasaki 1960°larda Sasaki manifoldlarini tanimlamistir.
Bu ¢alismalardan sonra 1970’lerde arastirmalar Lorentz Geometrisi lizerinde odaklanmustir.

Bir¢cok matematik¢i kontak manifoldlar, hemen hemen kontak manifoldlar, hemen
hemen kontak metrik manifoldlar ve kontak metrik manifoldlar iizerine c¢alismalar
yapmiglardir. Bugiine kadar Sasaki manifoldlarin, Keahler manifoldlarin ve digerlerinin
lightlike altmanifoldlar1 iizerine birgok farkli makale yayimmlanmistir. Bu c¢alismalarin
bazilarim1 (Bejancu ve Duggal, 1995,1996), (Belkelfa ve ark., 2002), (Duggal ve Sahin,
2006, 2017), ve (Yildirim, Sahin, 2010, 2010a)’de gormekteyiz. Calismalarimizda belirsiz-
Sasaki manifoldlar ile altmanifoldlar teorisi arasinda bir bosluk bulunmakta oldugunu
gordiik. Problemin kontak metrik manifoldlardan kaynaklandigini kesfettik. Ciinkii verilen
ornekler dn = @ esitligini saglamadiklari i¢in kontak metrik manifold degildiler. Biz de bu
problemi ortadan kaldiracak yeni bir yapi olusturduk. Sonug¢ olarak, kontak metrik
manifoldlarin ve digerlerinin daha genis bir sinifin1 elde ettik.

Tezin ikinci boliimiinde, ¢calismalarimizda kullandigimiz temel kavramlar ve teoremler
ile semi-Riemann manifoldlar, quasi-orthonormal taban, kontak manifoldlarla ilgili genel
tanimlar ve teoremleri verdik.

Uciincii  boliimde, 6zgiin calismalarimiza yer vermeye basladik. Orneklerde
karsilastigimiz sorunu ¢6zmek i¢in gelistirdigimiz metodu dilimlenmis hemen hemen kontak
manifoldlarda inceledik. A-constructed (A Kiimesi Uzerinde Yapilandirilmis) hemen
hemen kontak manifoldlara ge¢is i¢in kullandi§imiz uyumlu manifold yapisini olusturduk.
Boylece bu boliimde dilimlenmis kontak manifoldlar galisilmis olup temel teoremleri
ispatladik.

Tezin dordiincii boliimiinde ise ana yapimiz olan “cA-constructed kontak manifoldlar”
ile “A-constructed Sasaki manifoldlar’ tanimlanmistir. Bu manifoldlarin geometrisini ve
temel teoremlerini ispatladik. A-constructed Sasaki manifoldlarin 6rnegini verdik.

Doktora tezimin besinci boliimiinde ise “cA-constructed Sasaki manifoldlar” igin
onemli bir 6zelik olan Riemann egriligini hesapladik.

Tezin altinc1 bolimiinde ise radikal transersal lightlike altmanifoldlar ile modifiye
radikal transversal lightlike altmanifoldlarin geometrisini ¢alistik. Bu altmanifoldlarin temel
teoremleri ispatlandi.

Tezin yedinci ve son boliimiinde ise sonuglar tartisilmis olup oneriler belirtilmistir.



BOLUM 2
GENEL BiLGILER

Bu boliimde literatiirde var olan ve tez ile ilgili gerekli olan temel tanimlar, teoremler

ve bilgiler verilmistir. Bu temel tanim ve kavramlar tezin 6zgiin boliimlerinde kullanilmistir.

2.1.Temel Kavramlar ve Tamimlar
Tamm 2.1.1. [Artin E., 1957] V reel m-boyutlu bir vektdr uzayi ve g: V X V — R bir

doniisiim olsun. Eger g doniisiimii, her a,b € R ve her u, v,z € V igin
(i) glau+bv,z) =ag(u,z) + bg(v,2) (1.1)
(i) glu,av + bz) = ag(u,v) + bg(u, z) 1.2)

kosullarini sagliyorsa g doniisiimiine ikilineer doniigiim denir.
Ornek 2.1.1. g déniisiimii, g:R? X R? > R, g((xy,%2), (¥1,¥2)) = X152 + X274
seklinde tanimlansin. g déniisiimiiniin R? uzay: iizerinde ikilineer déniisiim oldugu agiktir.
Tamm 2.1.2. [Artin E., 1957] V bir reel vektor uzayi ve g, V uzay1 tizerinde ikilineer

bir doniisiim olsun. Eger her u, v € V vektorleri igin

gw,v) = g(v,u) (1.3)

esitligi saglaniyorsa g doniisiimiine simetriktir denir.

Ornek 2.1.2. A matrisi, n x n lik simetrik matris olsun. Bu durumda her v,w € R™
icin Q(v,w) = vTAw = < v, Aw > seklinde tanimlanan doniisiim simetriktir.

Tamm 2.1.3. [Artin E., 1957] Simetrik ikilineer dontisiimlere ikilineer form denir.

Ornek 2.1.3. Ornek 2.1.2°de tanimlanan Q doniisiimii ikilineer formdur.

Tamim 2.1.4. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] V bir reel vektor uzayi ve g, V uzayi
tizerinde ikilineer form olsun. Eger V vektdr uzaymin & # 0 bir vektorii ve her v € V igin
g(&,v) = 0 kosulu saglaniyorsa g ikilineer formuna V vektor uzay: iizerinde dejeneredir

denir.



Ornek 2.1.4. g:R3 X R® > R, g((x1,%2,%3), (1, ¥2,¥3)) = x1¥, — x5y, seklinde
tanimlanan g ikilineer formu R3 uzayinda dejeneredir. Ciinkii & = (0, 1,0) vektorii ve her
v € R3i¢in g(&¢,v) = 0 olur.

Tammm 2.1.5. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] V bir reel vektor uzay: ve g, V
tizerinde ikilineer form olsun. Eger her v € V i¢in g(u,v) = 0 esitligi ancak u = 0 ile
miimkiinse g doniisiimiine V vektor uzay1 tizerinde non-dejeneredir denir.

Ornek 2.1.5. R™ vektdr uzayinda Oklidyen metrik non-dejeneredir.

Tamim 2.1.6. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] V bir reel vektor uzayt ve g, V

tizerinde ikilineer form olsun. V uzaymin
RadV ={€V| g & =0,vv eV} (1.5)

ile tanimh alt uzaymna, V uzayinin radikal uzayr ya da null uzayt denir.

Onerme 2.1.1. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] (W, g), reel n-boyutlu 1s131ms1
vektor uzayr ve Rad W uzayida W vektor uzaymin radikal uzayr olsun. Bu durumda W
vektor uzayinda, radikal uzayin tamamlayani olan herhangi bir alt uzay non-dejeneredir. Bu
uzaya ekran uzay denir.

Onerme 2.1.2. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] (V, g), m-boyutlu yari-Oklidyen

uzay, W, V vektor uzaymin alt uzayi olsun. Bu durumda:

(i) boyW +boyWL =m
G Wiy =w (1.6)
(iii) RadW = RadWL =W nWw- dur.

Ornek 2.1.6. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] R yari-Riemann uzayi olsun. Eger

bir M c R} altmanifoldu:

1

M = {(xlfofx3ﬁx4) x3 = —=(x1 +x2),x0, = In(1 + (x; — xz)z)}
V2

kiimesi ile verilirse bu altmanifold ¢(xq,x;) = (xl,xz,\/%(% + x5),In(1 + (x; — x3)?))

dontisimii ile ifade edilir. Burada kismi tirevler alindiginda teget uzayin taban

elemanlarindan biri asagidaki gibi elde edilir:

4



% - (V2 + G = x2)%),0, (14 Gy = 22,2420 = x2)).

ax; V210 —x2)?
Yapilan islemler sonucunda teget uzayin taban elemani olarak U; vektor uzayi
a a 0
Uy = \/5(1 + (x — xz)z)a_ + 1+ (g —x))—+ 2\/2(351 —X3)7—
X1 ax3 ax4

olur. Benzer islemler yapildiginda teget uzayin diger taban eleman1 U, asagidaki gibi elde
edilir:

ad ad 0
U, = \/5(1 + (x1 — xZ)Z)a_xz + 1+ (g — Xz)z)a—x3 - 2\/2(3% - x2)6_x4 .

Sonug olarak teget uzay TM = span{U;, U,} olarak bulunmus olur.

TM* altuzaymni teget uzayin dik tamamlayan uzay: olarak kabul edelim. H € TM*
vektdr alani igin H = (uq,uy, uz, uy) olsun. H € TM* oldugundan g(U;,H) =0 ve
g(U,, H) = 0 oldugu agiktir. Bu durumda g(U,, H) = 0 esitliginden

((uy, Uz, uz, us), (V2(1 + (1 — %2)2),0, (1 + (31 — x2)2), 2v2(x; — x3))) = 0. 1.7
elde edilir. Ayrica g(U,, H) = 0 esitliginden de

((ug, Uz, Uz, ug), (0,V2(1 + (1 — x3)2), (1 + (31 — x2)2), —2V2(x; — x))) =0 (1.8)
ifadesi benzer sebeplerle yazilir. (1.7) ve (1.8) ifadelerinde gerekli islemler yapilirsa

—uV2(1 + (g — x2)%) + us(1 + (1 — x2)2) + ug2V2(x; —x,) = 0
—uV2(1 + (3 — %)% + us (1 + (g — x2)?) — us2v2(x; — x,) = 0.

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini ¢6zmek i¢in x; = x, alindiginda; yapilan

sadelestirmeler sonucunda

Uz = ul\/z
u3 - uZ\/E
u4_ == O



esitlikleri elde edilir. Bdylece TM* uzaymnn taban elemanlarindan birisi

H, = (1,1,v2,0) = H, = 6ix1+ + \/5;73 (1.9)

9
axz
olur. H, € TM* vektdr alami icin H, = (uy, Uy, Uz, uy) olsun. Eger u; = 0 alinr ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa

_ 2v2(xp—x4)

U, =
3 1+(x1—x2)2 4

sonucuna ulasilir. Yapilan benzer islemler sonucunda

U = 4(x3—x1)
27 (A4 (xg—x0)?) A

(1.10)
esitligi elde edilir. (1.10) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa dik uzayin tabaninin diger bir
eleman1 H, vektor alani,

4(xy — x1) 2\/?(952 — X1)

B =0 o — ) ™ Ot O — ) ™

veya
Hy = 40t — 1) + 2VE(, = 1) o (L4 (1 = 1))
dx, J0x; dx,
seklinde elde edilir. Sonu¢ olarak TM* = span{H,,H,} olur. Teget uzayin radikal
dagilimin1 bulmak i¢in K € Rad TM olsun. Biliniyor ki K € TM ve K € Rad TM* dir. Bu
durumda K vektor alani

K =11U1+12U2 (111)

K = Hy + poHy (A4, A, 4,142 € R) (1.12)



seklinde yazilir. (1.11) ve (1.12) esitliklerinde U;, U,, H; ve H, vektor alanlar1 yerine

yazilirsa

K = (g, pq + 4pp(xz — x1), 2‘/5(#1 + 1z (x2 — x1)), U (1 + (x4 — xz)z))

esitligi elde edilir. Bu ifadelerde gerekli islemler ve sadelestirmeler yapildiginda

V214 (o — %)) =1y
V21 + (g — x5)%) = py + 4p, (x, — x7)
(A + )0+ (g — x2)2) = 2V2(uy + up(x, — 1))
(A = 2)2V2(x; — x5) = pp (1 + (3 — %))

esitlikleri elde edilir. Eger x; = x, = 0 alirsak

\/5/11 =t
\/Elz =Mt
A+, = 2N2u,

0= p

elde edilir. Sonu¢ olarak: K vektér alam1 K = /1(1,1,\/5, 0) yani K = AH; seklinde elde
edilir. Béylece Rad TM = span{H,} olur.

Tamim 2.1.7. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] V bir reel vektor uzayi ve g, V
tizerinde ikilineer form olsun. Eger her v € V igin:

(i) g, v) <0 ise g metrigine negatif tantmlidir denir.

(ii) g(,v) > 0 ise g metrigine pozitif tanimhidir denir.

Ornek 2.1.7. R™ uzaymda tamimlanan Oklidyen metrigin pozitif tanimli oldugu
aciktir.

Tamm 2.1.8. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] V bir reel vektor uzayi, g, V tizerinde
ikilineer form ve W, V uzayinin herhangi bir altuzayi olsun. g|y, indirgenmis metriginin
negatif oldugu en bilyiik W altuzayinin boyutuna V uzay: tizerinde ikilineer formun indeksi
denir.

Ornek 2.1.8. RJ uzayinda g metrigi,



g(x,X) = —x12 - x22 - X32 + X4_2 + x62 + x72 + x82 + XQZ

olarak tanimlanirsa, g metriginin indeksi 3 olur.

Tamim 2.1.9. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] V bir reel vektor uzayi ve g, V uzayi
tizerinde ikilineer form olsun. Eger g, V vektor uzay lizerinde non-dejenere ikilineer form
ise, g ikilineer formuna skaler carpim ve V uzayma da yari-Oklidyen uzay denir. Eger,
p.q # O ise V uzayma oz (proper) yari-Oklidyen uzay denir. ikilineer formun dejenere
olmasi durumunda ise V vektor uzayina igigrmst uzay denir.

Tammm 2.1.10. [O’Neill B., 1971] V bir yari-6klidyen uzay ve v € V olsun. Bu
durumda

(i) g(,v) > 0veyav = 0 ise v vektoriine uzayimst (spacelike)

(ii) g(,v) <0 ise v vektoriine zamanimst (timelike)

(iii) g(v,v) = 0ve v # 0 ise v vektoriine wszgumst (lightlike) denir.

Ornek 2.1.9. Ornek 1.1.6 da yapilan islemler sonucunda elde edilen U; ve U, vektor
alanlar1 zamanimsi, H; vektor alani 1s1¢ims1 ve H, vektor alan1 uzayimsi bulunur.
Teorem 2.1.1. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] V bir reel vektor uzayt ve g, V

tizerinde ikilineer form olsun. Bu durumda V vektor uzay: lizerinde:

) gla,a)=0, i#j

i) gla,a;)=1 1<i<p

i) g(aj,a)=-1, p+1<j<gq
iv) glapar) =0, g+1<k<m

olacak sekilde {a,, a5 , ..., a,, } bir taban vardir.

Tammm 2.1.11. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] (V, g) reel m-boyutlu bir yari-
Oklidyen uzay ve W uzay1 da V uzayinm altuzay: olsun. Eger g|,, indirgenmis metrigi
dejenere ise W altuzayina isigimst (dejenere) altuzay denir. Aksi durumda, W altuzayina
non-dejenere altuzay denir. WL = {v € V| g(v,w) = 0, vw € W} altuzayina W uzaymin
diki denir. Genellikle W n W+ #{0} dur.

Onerme 2.1.3. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] Bostan farkli her yari-Oklidyen

uzayin ortonormal bir taban1 her zaman vardir.
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(V, g), m-boyutlu 6z yar1-Oklidyen uzay olsun. Lineer cebirin temel teoreminden V

uzayiin {e, ..., e,,} bir ortonormal tabani vardir. Bu durumda:

i) {el, ...,eq} e;,i = 1...q, zamanims1 vektorler
i) {eq+1, ...,eq+p} e;,i =q+1..q+ p,uzayimsi vektorler

iii) p+qg=m

dir. Burada 1s18ims1 vektorleri igeren bir taban olusturabilir. Bu taban asagidaki farkli
durumlar i¢in olusturulur.

Durum 1. g < p ise:

fi==lequi +edve f; =Z{equi—e} i €{1,..,q) (1.13)
vektorlerini

9(fuf)=9(f.f7) =0 (1.14)

g(fuf) =6y ij€{l,...q} (1.15)

kosullarin1 saglayacak bigimde olusturalim. Bu durumda V yari-Oklidyen uzaymin
{fl,...,fq,fl*,...,ﬁl*,ezqﬂ,...,eqw} taban1 2q tane 1s18ims1 ve p —q tane uzayimsi
vektoriinii igerir.

Durum 2. p < q ise:
1 . 1
fu= TE{eQ+a +eg}ve fy = \/_E{eq“l —e.} a€fl,..,p} (1.16)

vektorlerini (1.2) ve (1.3) esitliklerini saglayacak sekilde tanimlayalim. Bu esitliklerde i, j
indisleri yerine a,b € {1, ...,p} yazalim. Sonug¢ olarak {fl, s fpr f1 oo fpr €pats won eq}
tabani 2p tane 15181ms1 ve g — p tane zamanimsi vektor icerir.

Durum 3. p = q ise:
m = 2p = 2q oldugundan 1s181ms1 vektorleri (1.1) ya da (1.4) esitliklerinden birindeki gibi

tanimlarsak {fl, e fo f15 e fq*} taban1 2q tane 15181ms1 vektdor igerir.
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Tamm 2.1.12. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] (V, g), m-boyutlu 6z yar1-Oklidyen
uzay olsun. (V, g) uzaymm bir B = {fy, ..., fr, fi' o, ", Uy, ..., U; } tabam

g(fi. ;) =95 f7) =05 9(fi, f7) = 6y (1.17)

9a, ) =9ug, 1) 9(ua,ug) = €048 (1.18)
i,je{l, .., rha, B ELL, .. t}

(1.17) ve (1.18) kosullarin1 sagliyorsa bu tabana quasi-ortonormal taban denir.
m-boyutlu 6z yari-Oklidyen V uzaymin bir n-boyutlu 1s1g1ms1 altuzayr W olsun. Eger
W altuzaymm bir tabami n =r+s,1 <s <t i¢in {fy, ..., fr, Uy, ..., Us} VEya n < r igin
{f1, ..., f+} oluyorsa V vektor uzaymin W altuzayi boyunca quasi-ortonormal tabani tabani
B ={f1, ., fr fi's e, [ Uqg, o, ug y OlU,
Onerme 2.1.4. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] W altuzay1 boyunca V vektor
uzayinin quasi-ortanormal tabani vardir.
Ispat: null W = min{n, m — n} oldugunu kabul edilsin. Radikal uzaym tanimindan
W n WL = Rad W oldugu igin
W =Rad W W'
W+ =Rad W1W"
esitliklerini saglayacak sekilde W' ve W'’ ekran altuzaylari vardir. Ayrica V vektor uzayi
V=w_lwnHt
seklinde yazilabilir. W', (W")- uzaymin non-dejenere altuzay: oldugu igin
Wt =w"Lw")*
ayrisimi elde edilir. Burada (W)L |, (W')L altuzayinda W’ altuzaymin ortagonal
tamamlayan altuzayidir. (W'") altuzayinda Rad W uzaymin tamamlayan altuzay: U olsun.
(W)L uzaymin boyutu 2r oldugundan Rad W igin {fi,...,f.} ve U igin {u,, s Uj )

tabanlari dikkate alinabilir. Bu durumda {f", ..., f,'} i¢in:
fr = Af + By (1.19)

vektorleri (1.5) esitliklerini saglayacak sekilde kurgulanir. Yapilan direkt hesaplamalardan

yola ¢ikilarak
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9(fi O =8y © BLg(fi w) = S (1.20)

esitligi elde edilir. det[g(f;,u;)] # 0 oldugu igin (1.20) sisteminin (B}) igin teklikle belli

bir ¢oziimii vardir. (1.13) ve (1.14) tekrar kullanilarak
g(fl-*,fj*) =0e Ai]- + Aji + BihB]}‘g(uh,uk) =0
elde edilir. Sonug olarak:
V=W _1W"1l(RadW @ Span{fy,..., [}

ayrisimi V uzayi igin elde edilir. Boylece V uzayimnin W alt uzayi boyunca quasi-ortonormal
tabani

o) o oo fis o [ Uy ooy Upery W, vee s Wi }

olur.

2.2.Yar1-Riemann Monifoldlar

Tamm 2.2.1. [O’Neill B., 1971] M reel m-boyutlu differansiyellenebilir bir manifold
ve g metrigi de bu manifold lizerinde (0,2) mertebeden simetrik tensor alani olsun. Boylece
g, M manifoldunun her x noktasinda T, M tanjant uzayi tizerine ikilineer form tagir. Bu form
gy ile gosterilsin. Eger M manifoldunun her x noktasi i¢in g, ikilineer formunun indeksi
ayni ve g,, T,M uzayi iizerinde non-dejenere ise bu durumda ikilineer forma yari-Riemann
metrik ve M manifolduna da yari-Riemann manifold denir. Manifoldun indeksinin sifir (bir)
oldugu durumda manifold Riemann (Lorentz) manifold adin alir.

Tamim 2.2.2. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] Eger bir V operatorii M manifoldu
iizerinde her X,Y,S,S" € y(M) vektdr alanlar1 ve differenesiyellenebilir bir f fonksiyonu

i¢in:
(D) Vixsy(S) = fVx(S) + Vy(S) (2.1)
(i) Vx(fS + S = fVx(S) + X(f)S + Vx(S) (2.2)
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kosullarin1 sagliyorsa V baglantis1 (konneksiyonu) M manifoldu iizerinde bir lineer
konneksiyondur.

Metrik tensor alan1 g, V baglantisina gore paralel ise yani VX, Y, Z € y(M) igin:

esitligini sagliyorsa V baglantisina metrik baglant: (Riemann konneksiyon) denir.
Tamim 2.2.3. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] M bir manifold ve V, M iizerinde

konneksiyon olsun. Bu durumda V konneksiyonunun torsiyon tensorii VX,Y € y(M) igin:

T(X,Y) = VyY — VyX — [X, Y] (2.4)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2.1. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] Her yari-Riemann manifold
tizerinde tek bir torsiyonsuz metrik konneksiyon vardir. Her yari-Riemann metrik igin
VX,Y,Z € (M) vektor alanlari

29(VyX,Z) =Xg(Y,Z) + Yg(Z,X) —Zg(X,Y) + g([X,Y],Z) (2.5)

ile verilen (2.5) esitligini saglar. Bu esitlik Kozsul Ozdesligi olarak isimlendirilir.
Tamim 2.2.4. [Yano K. ve Kon M., 1984] (M, g), yari-Riemann manifold olmak iizere
VX,Y,Z € y(M) igin:

R(X, Y)Z = VXVYZ - VyVXZ - V[X,Y]Z (26)

seklinde tanimlanan tensdre V konneksiyonunun egrilik tensdérii denir.
Tamim 2.2.5. [Yano K. ve Kon M., 1984] (M, g) yari-Riemann bir manifold olsun.
VX,Y,Z,W € y(M) vektor alanlar1 i¢in:

<RX,Y)Z,W >= g(R(X,Y)Z, W) 2.7)

seklinde tanimlanan 4. mertebeden tensore Riemann Christoffel egrilik tensorii denir.
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Tamm 2.2.6. [Yano K. ve Kon M., 1984] (M, g) yar1-Riemann bir manifold olsun.
p € M olmak iizere P, T, M uzayinda bir yiizey olsun. P yiizeyinin bir {X, Y} tabani i¢in:

R(X,Y,X,Y)
gX.xX)g(Y,Y)—g(X,Y)?

K(P) = (2.8)

seklinde tanimlanan K (P) sayisina P yiizeyinin kesit egriligi denir.

Tammm 2.2.7. [Duggal K.L. ve Bejancu A. 1996] (M™** g) yari-Riemann
manifoldunda daldirilmis (immersed) bir altmanifold M olsun. M altmanifoldunda

i) g den indirgenmis metrik g metrigi dejenere

ii) g metriginin radikal dagilimi Rad TM nin ranki r (1 < r < m)
kosullar1 saglaniyorsa, M altmanifolduna isigimst altmanifold denir.

Radikal altuzay i¢in Rad(TM) = TM N TM* esitligi saglanir. Vektdr uzaylarinda
TM* =U,ey {u € T,M | g(u,v) = 0,Yv € T,M} oldugu bilinmektedir. TM uzayinda,
Rad(TM) altuzaymnin yari-Riemann tamamlayan bir dagilimi, S(TM) ekran dagilim olsun.
Béylece TM = Rad(TM) L S(TM) olur.

TM* uzayinda, S(TM?) ekran transversal vektdér demetini Rad(TM) uzayinin yari-
Riemann tamamlayan vektor demeti olarak kabul edelim. O halde, Rad (T M) uzaymin keyfi
bir {&;} yerel taban1 i¢in dyle bir {N;} yerel ¢atis1 vardir ki N; kesitlerinin degerleri S(TM*)
uzaymnin ortagonal timleyeni [S(TM)]! uzayinin igindedir. Bu kesitler g (Ei, N]) = §;; ve
g‘(Nl-,Nj) = 0 esitliklerini saglarlar. Boylece {N;} ile gerilen 1s131ms1 transversal vektor
demeti ltr (T M) vardir. TM|,, uzaymin iginde TM teget uzayinin tiimleyen (fakat ortagonal
olmayan) vektor demeti tr(TM) olsun. Bu durumda:

tr(TM) = ltr(TM) L S(TMY),
TM|y = S(TM) L [Rad(TM) @ ltr(TM)] L S(TM1)[6]
esitlikleri saglanir. M manifoldunun (M, g, S(TM),S(TM>)) bir altmanifoldu olsun. Bu
durumda M altmanifoldu i¢in agagidaki tanimlamalar yapilir:

Durum 1: r-1s181msi eger r < min{m, k};

Durum 2: Ko-izotropik eger r = k < m; S(TM*) = {0};

Durum 3: Izotropik eger r = m < k; S(TM) = {0};

Durum 4: Tamamen 1s181ms1 eger ¥ = m = k; S(TM) = {0} = S(TM?).
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Ornek 2.2.1. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] Ornek 2.1.6’da elde edilen vektor
alanlar i¢in gerekli islemler yapildiginda U; timelike, U, timelike, H, lightlike ve H,
spacelike bulunur. Boylece asagidaki esitlikleri yazabiliriz:

Rad TM = span{H,}
TM = span{U,,U,}
TM* = span{H,, H,} dir.
Sonug olarak, lightlike altmanifoldlar teorisine gore S(TM) = span{U,} elde edilir ve
ayrica S(TM*) = span{H,} seklinde yazilir. Boylece M, 1-lightlike altmanifoldtur.
Ornek 2.2.2. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] R3 vektor uzayinda M altmanifoldu

1 ..
Xy = {(x3)% + (x5)?}2 , x4 = x4, x3 > 0, x5 > 0 esitlikleri ile verilsin. Ornek 2.1.6 daki

islemler benzer sekilde tekrarlanarak U;, U,, U3 € TM igin yapildiginda:

0
A PR
2 3

d
U3 =xsﬁ+xza—xs
2

elde edilir. Boylece TM = span{U,,U,, U3} olur. Yine ayni islemler H,, H, € TM* i¢in
yapildiginda:

o = d 4 0
17 ox,  ox,

0 0

szxzax +X3ax +x56x
2 3 5

elde edilir. Boylece TM* = span{H,, H,} olur. Buradan da Rad TM = span{H,, H,} elde
edilir. Sonug olarak M manifoldu, ko-izotropik lightlike altmanifoldtur.

Ornek 2.2.3. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] R3 uzayinda bir M altmanifoldu
X, = %(xz +sinxy) , x4 = \/%(xz —sinx;) , xg = —cosx; denklemleri ile verilsin.

Ornek 2.2.2°de yapilan islemler U;, U, € TM vektér alanlari igin yapildiginda;
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d cosx; 0 cosx; O _ 0
- + sinx; —
axS

Up=—+
1 d0x, V2 0x3 V2 0xy
U_6+1 6+1 i}
27 0x, 20x3 20x,

ifadeleri bulunur. Boylece TM = span{U,, U,} elde edilir. Ayrica H,, H,, H; € TM* vektdr

alanlar1 i¢in yapilan hesaplamalar sonucu

H_cosx16+16+6
1 V2 0x; [20x, 0x3
cosx; 0 1 0 0

— +——+

V2 0xq [20x, 0xy
0 d

H;, =sinx;—+ —
3 Yox,  oxs

H2=

vektdr alanlart ile TM* = span{H,, H,, H;} yazilir. Buradan da Rad TM = TM c TM*
elde edilir. Sonug olarak M, altmanifoldu izotropiktir.

Ornek 2.2.4. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] R% vektor uzayinda bir M yiizeyi
x5 = F(x1,x;) Ve x, = G(xq,%;) esitlikleri ile verilsin. (F, G fonksiyonlar1 R? uzayinin
agik ve baglantili D kiimesi tizerinde diizgiindiir.) F, G fonksiyonlari (Fy,)? + (Gy,)* = 1,
(Fe,)? + (Gy,)* = 1, F F, + Gy, Gy, = 0 kosullari1 sagliyorlarsa M tamamen lightlike

altmanifoldtur.

2.3.Kontak Manifoldlar
Tamm 2.3.1. [Blair D. E., 1976] M, 2n+1-boyutlu, C* diferensiyellenebilir manifold

olsun. Eger bu manifold iizerinde verilen i, 1-formu M manifoldunun her noktasinda
nAd)" =0 (3.1)

esitligini sagliyorsa n 1-formuna kontak form ve (M, n) ikilisine de kontak manifold denir.
Teorem 2.3.1. [Darboux Teoremi] M manifoldu n-boyutlu diferansiyellenebilir bir

manifold olsun ve w, 1-formu M manifoldu iizerinde asagidaki 6zellikleri saglasin:

i) wA(dw)? #0
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ii) (dw)P*tt=0.
Bu durumda M manifoldunun her noktasinda:
w =dyP*t — ¥, yidx? (3.2)

olacak sekilde bir (x%, ... ,xP,y', ..., yP) koordinat komsulugu vardir.
Tamm 2.3.2. [Blair D. E., 1976] M, 2n+1 boyutlu bir manifold ve ¢,¢&,n tensor
alanlar1 M iizerinde sirasiyla (1,1), (1,0) ve (0,1) tipinde tensor alanlar1 olsun. Eger ¢, &, n

tensorleri i¢cin VX € y(M) olmak {izere:

(D) ¢*(X0) = X +n(X)¢ (3.3)
() n@ =1

ozelikleri saglaniyorsa (¢, &,n) TUgliisiine hemen hemen kontak yapr ve (M, ¢,&,n)
dortliisiine de hemen hemen kontak manifold denir.
Teorem 2.3.2. [Blair D. E., 1976] (2n+1)-boyutlu (M, ¢, &,n) hemen hemen kontak

manifoldunda asagidaki 6zellikler saglanir:

@) ¢()=0
({i)ned=0
(iii) rank¢ = 2n dir.

Tamim 2.3.3. [Belkelfa ve ark., 2002] (M, ¢, ¢&,n) dortlisii (2n+1)-boyutlu hemen
hemen kontak manifold olsun ve g metrigi Riemann veya Lorentz metrik iken VX,Y € y(M)

vektor alanlari icin:

9(¢C0, (1)) = g(X,Y) = n(X)n(Y) (3.4)

denklemi saglaniyorsa (¢, ¢&,n,g) dortliisine hemen hemen kontak metrik yap1 ve
(M, p,&,1m,9) beslisine de hemen hemen kontak metrik manifold denir.

Tamm 2.3.4. [Belkelfa M. ve ark., 2002] M manifoldu, (2n+1)-boyutlu manifold ve
(¢, €&,1n, g) hemen hemen kontak metrik yapisi verilsin. Sayet;
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dn(X,Y) = g(X,¢(Y)) (3.5)

esitligi saglaniyorsa (M, ¢, &, 1, g) beslisine kontak metrik manifold, (¢, &,n, g) yapisina
da M manifoldunda kontak metrik yap: denir.
Tamm 2.3.5. [Yano K. ve Kon M., 1984] F, M manifoldu tizerinde (1,1) tipinde bir

tensor alani olsun. N tensorii (1,2) tipinde ve

Np: x(M)Xx(M) — (M)
(X,Y) > Nx(X,Y)

Np(X,Y) = F2[X, Y] + [F(X),F(Y)] — F[F(X),Y] — F[X,F(Y)] (3.6)

seklinde tanimlanirsa, bu tensére Nijenhuis tensdérii denir.

Tamim 2.3.6. [Yano K. ve Kon M., 1984] Bir vektor uzay iizerinde tanimlanan J lineer
doniisiimii, /2 = —I esitligini sagliyorsa J doniisiimiine hemen hemen kompleks déniisiim
denir.

Tamm 2.3.7. [Yano K. ve Kon M., 1984] Sayet Nijenhuis torsiyonu N; &zdes olarak
sifir ise, ] hemen hemen kompleks yapisina integrallenebilir denir.

Tamim 2.3.8. [Yano K. ve Kon M., 1984] Sayet M X R ¢arpim manifoldunda / hemen
hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise; (¢, &, 17) hemen hemen kontak yapisina normal
yapi denir.

Tamm 2.3.9. [Blair David E., 2002] (2n + 1)-boyutlu M manifoldu, (¢, ¢,n) hemen

hemen kontak yapist ile verilsin. M X R ¢arpim manifoldundaki parantez operatorii:

[ Jx(M X RIXy(MxR) - xy(MxXR)

d d d d
((X'f a)(“%)) ~ (0 ) (Vo)
olmak tizere,
(£ %), (v.95)] = @x. Y1 (xX() - Y () ) (37)
biciminde tanimlanir. Bu operator;

i) Anti-simetriktir
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ii) Jakobi 6zdesligini saglar.
Bu sekilde tanimlanan operatdr bir Lie parantezidir.

Tamim 2.3.10. [Sasaki S. ve Hatakeyama Y., 1962] M, manifoldu (2n + 1)-boyutlu
ve (¢, &, 1, g) dortliisii normal kontak metrik yap1 olsun. Bu durumda M manifolduna Sasaki
manifold ve (¢, &, 7, g) yapisina da Sasaki yap: denir.

Sasaki manifoldlarda Gauss ve Weingarten esitlikleri ise asagidaki gibidir:

VY =V Y + h(X,Y), VX,Y € ['(TM) (3.8)
ViV = —A,X + VLV, VX € I'(TM),V € I'(tr(TM)). (3.9)
Burada {VyY, A, X} ve {h(X,Y),VLV} sirasiyla I'(TM) ve I'(tr(TM)) uzayma aittir.

V ve V¢ sirastyla M ve tr(TM) vektor demeti lizerinde lineer baglant1 (konneksiyon) dir.

Ayrica bu manifoldlarda asagidaki esitlikler vardir:

ViV = VY + WX, V) +hs(X,Y), VX, Y €T (TM), (3.10)
VyN = —AyX + V4 (N) + DS(X,N), VN € I'(itr (TM)), (3.11)
VW = —AyX + V(W) + D'(X, W), YW € I'(S(TM4)). (3.12)

TM teget uzaymin S(TM) ekran uzay iizerindeki projeksiyonunu P ile gosterelim.

Daha sonra burada (3.3), (3.5)-(3.8) ve metrik baglant1 V kullanilarak asagidakiler elde edilir:
g X, W) + (¥, DX, W)) = g(AyX,Y) (3.13)

g(D*(X,N),W) = g(N, Ay X). (3.14)

Bir 15181ms1 altmanifoldun teget demetinin ayrisimi yapildiginda asagidaki esitlikler

her X,Y € I'(TM) ve ¢ € I'(RadTM) i¢in yazilir:

Vy4PY = V;PY + h*(X, PY), (3.15)
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Vié = —ApX + V€. (3.16)

Diger taraftan, (3.15) ve (3.16) esitliklerini kullanarak asagidaki denklemler elde

edilir:
g(h'(X,PY), &) = g(A;X, PY) (3.17)
g(h*(X,PY),N) = g(AyX, PY) (3.18)
g (X,$),§) =0, 4z =0. (3.19)

Genellikle M manifoldu tizerindeki indirgenmis baglant1 V, metrik baglant1 degildir.

Fakat V bir metrik baglant1 oldugundan (3.5) esitligi kullanilarak;
(Vxg) (Y, 2) = g(h'(X,Y), Z) + g(h'(X, 2),Y). (3.20)

elde edilir.
Aslinda V* baglantisinin S(T'M) uzayi lizerinde bir metrik baglanti oldugunu belirtmek

onemlidir. Son olarak 15181ms1 altmanifoldlar i¢in Gauss esitligi,

RX,Y)Z =RKXVZ+ Ay Y = AnyyX + AnsxzyY
—Apsy X + (Vxh)(Y,2) — (VyhD) (X, 2) (3.21)
+DY(X,hS(Y,Z)) = DY(Y,h5(X, Z)) + (Vxh)(Y, Z)
—(Vyh*)(X, Z) + D3(X, hi(Y, 2)) - DS(Y, hL(X, Z)) VX,Y,Z € I'(TM).

seklindedir.

19



BOLUM 3
DILIMLENMIS KONTAK MANIFOLDLAR

3.1.Dilimlenmis Hemen Hemen Kontak Manifoldlar

Kontak geometride c¢alisilan hemen hemen kontak metrik manifoldlar; eger
dn(X,Y) = ®(X,Y) = g(X,¢Y) esitligini saghyorsa; hemen hemen kontak metrik
manifoldlar, kontak metrik manifoldlar olarak isimlendirilir. Kontak metrik manifoldlarda
(¢, &, m) tgliisii normal yapi ise, manifolda “Sasaki manifold” denir. Boylece hemen hemen
kontak metrik manifold, kontak metrik manifold degil ise, Sasaki manifold da olamaz.
Yaptigimiz ¢alismalarda gordiigiimiiz kadariyla literatiirde hemen hemen kontak metrik
manifoldlara verilen ornekler dn(X,Y) = ®(X,Y) esitligini saglamamaktadirlar. Boylece

bu manifoldlar Sasaki manifold da olamaz.
Ornek 3.1.1. R2™*! uzayinda n kontak yapisi 7 = %(dz — ™M, yidxY), karakteristik
vektor alani1 & olmak tizere & = 20z olarak, g yari-Riemann metrigini ise,
q
1 2 m
g =n®n+ 3 (—Z dx' @dx' + dy'®dy’ + z dx'®dx' + dy'®dy')
i=1

i=q+1

seklinde ve
¢o(T1(Xi0x' +Y,0y") + Z0z) = TIL,(Yi0x' — X;0y") + T, (Yiy") oz
olsun.
RS manifoldunda X = (Xq, X5, X3, X4, X5, X¢, X7, Xg, Xg) vektor alan1 olup, her bir X;,

X; = (%1, X3, X3, X4, V1, V2, Y3, Va, Z) Qibidir. Ayrican = %(dz — ™, ytdxY), 1-formu icin

dn = % m_dx'Ady’ olur. dn(X,Y) ifadesi hesaplandiginda asagidaki sonug elde edilir:
dT](X, Y) = %(X1Y5 - X5Y1 + X2Y6 - X6Y2 + X3Y7 - X7Y3 + X4_Y8 - X8Y4).

Diger taraftan g(X, ¢Y) ifadesi hesaplandiginda ise asagidaki sonug¢ bulunur:
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1
g(X,¢Y) = Z(X9 — Xyt = Xoy® — X3y® — Xoy ) (Ysy' + Yoy + YVoy° + Yoy* —

1
Yoy' = Yey? —Y;y° — Yoy*) + 2 (X1Ys + X5V + X3Y7 — X7 V3 + X, Yg — XgVs).

Boylece ®(X,Y) = g(X,¢Y) # dn(X,Y) sonucuna ulagilir. @ # dn oldugundan
(R3,n) kontak metrik manifold olamaz. Dolayisiyla Sasaki manifold degildir.
Tamim 3.1.1. [Hungerford T. W., 1974] V, bir vektor uzay1 olsun. S < V altuzayi i¢in:

St={feVv*|f(s)=0,Vs €5}

seklinde tanimlanan kiimeye S altuzayinin sifirlayant (annihilatorii) denir. Ayrica buradan
dadimS + dim S* =dimV oldugu kolayca goriiliir.

Tanim 3.1.2. V bir vektor uzayi, H kiimesi de V vektor uzayinda bir dagilimve S ¢ H
altuzay1 icin m:V — H izdiisim fonksiyonu olsun. S} = {f € H* | f(nX) = 0,VX € V}
seklinde tanimlanan kiimeye S altuzayinin i izdlisiim morfizmi ile olusturulmus dilimlenmig
stfirlayani denir.

Teorem 3.1.1. dim(Di),lti = 1ise £*(&¢) = 1 olacak sekilde teklikle belirlenmis bir &*
1-formu vardir.

Ispat: dim(D;)z, = 1 ise (D))x, = Sp{w} olacak sekilde bir w € H* vektdr alam

vardir. Bu durumda v¢* € (D;)z, igin §* = Aw (A # 0) olarak yazilir. Eger A = $ olarak

. AV (&) = —— -1 di
o€ (D;)z, olur. Ayrica £* (&) w(g)w({) 1 dir.

Kabul edelim ki €*(¢) = 1 ve a(é) = 1 olacak sekilde ikinci bir a fonksiyonu olsun.
Boylece @ = Lyw ve " = A,w seklinde olur. Burada, a(§) = A;w(§) ve £7(§) = ,w(§)

secilirse &* =

esitliklerinden 1, = 1, = ﬁ elde edilir. Sonug olarak ¢* = a olur.

Sonug 3.1.1. Bu durumda w, 1-formu w = @ + &* olacak sekilde yazilir.

Tanmm 3.1.2. M bir manifold ve TM, M manifoldunun teget demeti olsun. Ayrica
H,TM teget uzayi iizerinde bir dagilim ve & € H olsun. m projeksiyon morfizmini, (0,1)
tipinde, w 1-formunu (1,1) tipinde ve ¢, tensor alanlarmi1 m: TM - H (X - n(X)), w :
™ - C*(M,R) (X » w(X)), ¢ : TM - H (X = ¢,(X)) seklinde tanimlayalim. Eger

bu tensor alanlari

2X = —n(X) + w(X)& (4.2)

21



w() =1 (4.2)

esitliklerini sagliyorsa, (M, ¢, w,m, &) beslisine dilimlenmis hemen hemen kontak
manifold denir.
Ornek 3.1.2. R® uzayinda koordinat fonksiyonlar1 (x;, x5, 1, Y2, Z) olsun. w tensér

alanimi ve ¢ yap1 vektor alanini asagidaki gibi tanimlayalim:

1
w = > (dz — y,dxy)

¢ = 0z
w 1-formunun ve & yap1 vektor alaninin tanimlarindan w(¢) = 1 kolaylikla goriiliir. Simdi,

R® uzaymnda H altuzaymi H = Sp{dx,, 0y, 0z} olarak secelim. Bu durumda projeksiyon

morfizmi t asagidaki gibi olusur:

Diger taraftan H altuzayi i¢in R® uzayinda ¢, tensor alan

<
B)

Il
—

[
oo
ococooo
< OO0 O
H
ocooco oo
=N oloNoNo)

seklinde secildiginde
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X3 —X1
0 0
beX =] —X; ve X =] —X; (4.3)

0 0
V143 —y1X1

esitlikleri elde edilir. Boylece (4.3) esitlikleri (4.1) ifadesinde yazilirsa
X3 0
0 1 0

prX = —| X3) +5Xs —»kX) | 0)

0 0
Xs 2

¢zX = —m(X) + w(X)§
elde edilir. Sonuc olarak (RS>, ¢, w,m, &) beslisi dilimlenmis hemen hemen kontak
manifoldtur.

Teorem 3.1.1. (M, ¢, w, , &) beslisi dilimlenmis hemen hemen kontak manifold

olsun. Bu manifoldda asagidaki esitlikler saglanir:

Dwog,=0
i) ¢.(§) =0
tit) Ker, = n=1(Sp{&}).

Ispat: ii) Eger X vektor alam yerine & vektor alani (4.1) ifadesinde yazildiginda
P28 = —m(&) + w(§)é = —& + & = 0 elde edilir. Bu sonug (4.1)’de kullanildiginda;

P2(8) = p2(¢(6)) =0 (4.4)

$7(#n() = —7pz(§) + w($(§))S =0 (4.5)

elde edilir. Dilimlenmis hemen hemen kontak manifoldlarda mwe,, = ¢, 6zelligi vardir ve

(4.5) numarali ifadede bu 6zellik kullanildiginda;
br(§) = w(P ()¢ (4.6)
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esitligi elde edilir. Bu durumda kabul edelim w(¢>n(f)) # 0 olsun. (4.6) esitliginin her iki

tarafinin ¢b,; altinda goriintiisii alindiginda;

$7(8) = 0(Pn(8))pn(§) = 0 (4.7)

olur. Boylece ¢, (¢) = 0 sonucuna ulasilir.

i) Burada x(M) de ¢p3(X) = —¢,(X) esitligi V X € x(M) i¢in dogru oldugu goriiliir.

Ayrica:

P2 () = p2(d2 (X)) (4.8)
esitligi yazildiginda

~$n(X) + 0($(X))§ = —r (X) (4.9)

ifadesi elde edilir. Sonug olarak w o ¢, = 0 olur; ¢iinkii & # 0 dir.
iii) X € Kerg, ise ¢, (X) = 0 esitligi dogrudur. Bu 6zellik (4.1) de kullanildiginda

X = —n(X) + w(X)§ =0 (4.10)

ifadesi elde edilir. (4.10) esitliginden yola ¢ikildiginda w(X) = w(X)¢ esitligine ulagilir. Bu
esitlik X € m~1(Sp{&}) sonucunu verir. Béylece Ker¢, = w1 (Sp{&}) elde edilir.

3.2.Dilimlenmis Hemen Hemen Kontak Metrik ve Dilimlenmis Normal Kontak
Metrik Manifoldlar
Bu boliimde dilimlenmis hemen hemen kontak manifoldlarda Riemann metrigi
tanimlanarak dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifoldlar ve dilimlenmis normal
kontak metrik manifoldlar tanimlandi.
Tanmmm 3.2.1. (M, ¢, &, w, ) beslisi dilimlenmis hemen hemen kontak manifold

olsun. vV X,Y € y(M) vektor alanlar1 igin:

9(@rX, prY) = g(mX, 1Y) — w(X)w(Y) (5.1)

esitligi saglanmyor ise, (M, ¢, &, w, , g) altilisina dilimlenmis hemen hemen kontak metrik

manifold denir.
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Ornek 3.2.1. Ornek 3.1.2°de verilen manifold iizerinde g semi-Riemann metrigi
g = —i(dxf +dy}) + i(dx% +dy)+wQ@w (5.2)
gibi tanimlansin. Bu durumda gerekli islemler yapildiginda,

1
9D X, rY) = _Z(X3Y3 + X1Y1)

g(nX,nY) = —%(XlYl + X:Y3) + w(X)w(Y)

esitlikleri elde edilir. Buradan anlasilacag: gibi
9( DX, pY) = g(nX,nY) — w(X)w(Y)
olur. Sonug¢ olarak (]Rig,qbn, ¢, w,m, g) altilist dilimlenmis hemen hemen kontak metrik

manifoldtur. Dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifoldlardan dilimlenmis kontak

metrik manifoldlara gegis yapmak igin temel 2-form

O (X, Y) = g(nX, ¢,Y) (5.3)
seklinde tanimlanir.

Tamm 3.2.2. (M, ¢, &, w,m, g) altilist dilimlenmis hemen hemen kontak metrik
manifold olsun. Bu manifoldda

dw(X,Y) = eg(nX, ¢ Y) = e (X,Y) (5.4)

esitligi saglaniyorsa, bu tiir manifoldlara dilimlenmis (g)-kontak metrik manifold denir.
Ornek 3.2.2. Omek 3.2.1de (R3,¢,,¢,w,m,g) altilismin dilimlenmis hemen

hemen kontak metrik manifold kosullarini sagladig1 gosterilmisti. Bu manifoldda
dow = %dxl Ady, (5.5)

olur. (5.5) numarali denklem kullanildiginda;
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1
d(l)(T[X, T[Y) = Z (X1Y3 - Y1X3)
elde edilir. Diger taraftan
1
g(@X, ¢ Y) = —Z(X1Y3 —Y1X;3) = 2(XY)

esitligi vardir. Béylece ® = —dw esitligine ulasilir. Bu da bize (R3, ¢, &, w, , g) altilisinin
dilimlenmis (—1)-kontak metrik manifold oldugunu gosterir.
Tamm 3.2.3. (M, ¢, ¢, w, ) dilimlenmis hemen hemen kontak manifold olsun. Bu
durumda 7= morfizmi;
T: y(MXR)- y(MXxR)

(rre) = 7o) = (o)

seklinde tanimlanir. Ayrica 7T morfizmi 72 = 7 esitligini saglar. Yani 7, M X R ¢arpim
manifoldunda bir izdiisiim fonksiyonudur.
M manifoldu tizerinde parantez operatorii [ , ] olmak tizere, 7|, ] = [m, ] esitligi
vardir. M X R ¢arpim manifoldunda parantez operatorii i¢in:
[]: x(M xR) X y(M X R) = x(M x R)

(0. 2). (-0 2) [ 2). ()

olmak tizere,

[(x.r%) . (v.9%)] = (VL x@ - ) (5.6)

esitligi ile tamimlanmigtir (Blair 1976, 2002). Burada 7t[ , | = [7, 7] esitliginin saglandigini

gostermek kolaydir. Diger taraftan, / dontigiimii
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Jix(M X R) - y(M X R)
(X £ 2) =T (X f5) = (uX = FE 0O D) (57)

seklinde tanimlanir. Boylece ] doniistimiiniin

i) J lineer

i) J2 = -7

Ozelliklerini sagladigi agiktir. Yani J doniisimiine, M X R ¢arpim manifoldu {izerinde
dilimlenmis hemen hemen kompleks doniigiim diyecegiz.

Tamm 3.2.4. [Yano K. ve Kon M., 1984] Sayet N; Nijenhius tensorii N; = 0 esitligini
0zdeslik olarak sagliyorsa, J dilimlenmis hemen hemen kompleks yapisina integrallenebilir
denir.

Tammm 3.2.5. Eger M X R ¢arpim manifoldunda ] dilimlenmis hemen hemen
kompleks yapisi integrallenebilirse, (¢, ¢, w,m) dilimlenmis hemen hemen kompleks
yapisina dilimlenmis normal yapt denir.

Dilimlenmis kontak metrik manifoldlarda Nijenhius tensoriiniin bilesenlerinin

hesaplanmasi 6nemlidir. Bunun i¢in

N, <(Xf%) ,(Y,g%)) = N,((x,0),(r,0)) +gN]((X,0),(O,%)) -
1(0.0.(0.2) + om(0.2). (0 2)

ifadesi yazildiginda N]((O ,%) , (0 ,%) = 0 oldugundan sadece N]((X ,0), (Y, 0)) ve

N, <(X ,0), (O , %)) degerlerinin hesaplanmalar1 yeterli olacaktir. Bu ifadelerin bilesenleri

yazildiginda
N, ((X,0),(Y,0)) = (N (X,Y), N2(X,Y)E) (5.8)
N (00,0, (0,5) = (V200N 008) 59)
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esitlikleri elde edilir. (5.8) ve (5.9) de verilen ifadelerde bulunan N, N2, N3 ve N*

bilesenlerinin degerlerinin hesaplanmasi igin:

= (11,0 +|(pex 00 3 ). (67,000 7 )|
1 |(teX. 00 2), (v, 0)] (5.10)
—J1(X,0), (¢, (1) )]

esitligi kullanilir. (5.10) ifadesinde parantez operatdriiniin tanimi kullanilirsa,

Ny ((X,0),(Y,0)) = =([X,Y],0) + ([nX, b V], (pxX (V) — Y 0(0)) T)  (B:11)
—/ (I6X, Y], ~Y0 0 5) = J (IX, Y], X0 (1) £

ifadesi elde edilir. (5.11) numarali ifadede dilimlenmis hemen hemen kompleks doniisiim

tanimi1 kullanildiginda (5.10) ifadesi

N, ((X,0),(7,0)) = ([, Y], 0) + ([deX, ba¥ ], ($rXa(¥) = brY (X)) L)
~(@rlpnX, Y]+ YOOE, 0([$2X,Y]) D) — ($alX, $2Y]  (512)

d
—Xw (Y)f' w([X' d)ﬂ:y]) E)
seklinde olur. (5.12) esitliginde gerekli sadelestirmeler ve islemeler yapildiginda;

Nl(X: Y) = ¢1'2t[X: Y] + [¢TL’XI ¢ny] - ¢TL’[¢TL’X' Y] - ¢)TL'[X' ¢TL’Y] (5-13)
+Xw() -YouX) —w[X,Y])E

elde edilir. Ayrica Ng_ tensoriiniin

Np, (X, Y) = ¢z[X, Y] + [¢n(X), o (V)] — (92 (), Y]) — ¢ ([X, p (V)] (5.14)
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oldugu ve 2dw(X,Y) = Xw(Y) —Yw(X) — w[X, Y] esitligi biliniyor. (5.13) ve (5.14)

esitliklerinden:
NY(X,Y) = Ny (X,Y) + 2dw(X,Y)¢ (5.15)

sonucu elde edilir. Simdi N2(X,Y) tensorii icin

N2(X, V) = ¢ Xw(¥) — Y (X) — w([¢pX, Y]) — w([X, P, Y]) (5.16)
(L x0)(¥) = ¢r(Xw(Y) — w([¢:X,Y]) (5.17)
(L yw)(X) = ¢ (NwX) — w([$.Y, X]) (5.18)

sonuglari elde edilir. (5.17) ve (5.18) ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak
(Lppx@) (V) = (Lpy @) (X) = pr(X)0 (V) — ¢ (Vw(X) — w([¢X, Y] — 0([X, ¢ Y])
esitligi elde edilir. Sonug olarak:

N2(X,Y) = (Lgxw)(¥) = (Lppyw)(X) (5.19)

elde edilir.

Ayrica, N, <(X, 0), (0, %)) = (N3(X),N*(X)) esitligini belirtir ve gerekli islemler

yapildiginda
N3(X) = —[pnX, &1 + ¢rlX, §] (5.20)
N*(X) = éw(X) + w[X, €] (5.21)

olur. Diger taraftan (L¢p,)X = [§, o X] — ¢[X,&] ve (Liw)X =& w(X) + w[X,&]
esitlikleri (5.20) ve (5.21) ifadelerinde kullanilirsa

N3(X) = (Lepr)X (5.22)
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N*(X) = (Lw)X. (5.23)
Sonuglari elde edilir.

Tamm 3.2.6. (M, ¢, &, w, m) dilimlenmis hemen hemen kontak manifoldunun normal
olmast i¢in gerek ve yeter sart N1, N2, N3 ve N* tensorlerinin 6zdeslik olarak sifir olmasidir.

Teorem 3.2.1. (M, ¢, &, w, m) beslisi dilimlenmis hemen hemen kontak manifold

olsun. Bu durumda N* = 0 ise N2 = N3 = N* = 0 dur.
Ispat: N1(X,Y) = 0 olsun. (5.13) esitliginde Y yerine & vektor alani alinirsa;

NY(X,8) = =€ + [rX, ¢r] = DrldrX, E] — PulX, hré] + (X(§) — E0 (X)) (5.24)
olur. (5.24) numaral: esitlikten
&, X] + ¢x[€, ¢ X] — (S0 (X))E =0 (5.25)
sonucuna ulagilir. (5.25) esitliginin her iki tarafina w 1-formu uygulandiginda;
0[§, X] + w(prl§, ¢nX]) = (§0(X))w(§) = 0
veya kisaca, w[é, X]—&w(X) =0 olur. Bu sonu¢ (5.23) esitliginde kullanildiginda

N*(X) =0 elde edilir. (5.23) esitliginde X vektér alam yerine ¢,X vektoér alani
yazildiginda,

[$, P X] = ¢r[S, X] + D[S, 0 (X)E] =0 (5.26)

esitligi elde edilir. (5.26) esitliginde her iki tarafin w 1-formu altinda goriintiisii alindiginda;

w[§ ¢ X] =0 (5.27)

olur. (5.25) esitliginin her iki tarafinin ¢,; altinda goriintiisii alinirsa

brl& X] = [§, P X] =0 (5.28)
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elde edilir. (5.28) ifadesi N3(X) icin kullanilirsa
N3(X) = (Lgpr)X = drlé, X] = [§, P X] = 0

sonucu elde edilir. Ayrica N1(X,Y) = 0 oldugundan N*(¢,(X),Y) = 0 dir. Bdylece (5.13)

esitliginden

—[¢(X), Y] = [X, (V)] + [w(X)E, P (V)] = pr[—X + w(X)E, Y] =0
_¢n[¢n(X)' ¢n(y)] + ¢7I(X)(‘)(Y)E - [¢71’(X)!Y] - [X' ¢”(Y)] - ¢71’(Y)w(x)€
+(1)(X)[f, ¢n(y)] - ¢7r[_X + w(X)E, Y] - ¢7r[¢7r(X)' ¢”(Y)] + ¢n(X)(‘)(Y)§ =0

olur. Her iki tarafa w 1-formu uygulanir ve w[¢, ¢, X] = 0 esitligini kullanilirsa;

P (DY) = Pz (V0 (X) — w[¢p(X),Y] = w[X, ¢ (Y)] = 0 (5.29)

elde edilir. Sonug olarak N2(X,Y) = 0 olur.
Teorem 3.2.2. Dilimlenmis (g)-kontak metrik manifoldlarda N2 ve N* 6zdeslik olarak
sifirdir.

Ispat: (M, ¢, &, w, m, g) altilis1 dilimlenmis (g)-kontak metrik manifold ise,
do(mX,nY) = g(X, ¢p,(Y)) (5.30)

esitligi vardir. (5.21) numarali esitlikte X vektor alani yerine ¢, (X) ve Y vektor alani yerine
¢ (Y) yazildiginda;
do(¢r(X), ¢z (V) = g(b=(X), $7(¥))
= —g(X,¢z(Y))
=—g(X,—¢r(Y))
=g, ¢r(Y))

olur. Boylece

dow(¢r(X), ¢ (1)) = dw(X,Y) (5.31)
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esitligi elde edilir. (5.31) ifadesinde Y vektor alani yerine ¢, (Y) vektor alani yazilirsa

dw(¢.(X),Y) + dw(X, ¢, (¥)) =0.

esitligi elde edilir. Sonug olarak N2(X,Y) = 0 olur. Bu manifoldta

do(X, S;) = g(X' ¢7r('>;)) =0

ve

1
do(X,§) = 5 (Xa(§) = §0(N) - wlX,£)

oldugundan éw(X) — w[X, &] = 0 sonucu elde edilir. Béylece M manifoldunda N*(X) = 0
esitligi her X € y(M) vektor alani igin dogru oldugundan N* = 0 sonucu elde edilir.
Tammm 3.2.7. Dilimlenmis (g)-kontak metrik manifoldu normal ise bu manifolda
dilimlenmis (¢)-Sasaki manifold denir.
Teorem 3.2.3. (M, ¢, &, w,m, g) altilist dilimlenmis hemen hemen kontak metrik

manifold olsun. Bu manifoldda VX € y(M) i¢in kovaryant tiirev;

29((Vxp)Y, Z) = 3d®,(nX, ¢ Y, ¢ Z) — 3d P, (nX, 7Y, 7Z) + g(N (Y, 2), p . X) +
w(XIN?(Y,2) + 2(¢, Y, nX)w(Z) — 2(pZ, nX)w(Y) (5.32)

esitligi ile tanimlanir. (5.32) esitliginde @, (X,Y) = g(nX, ¢,.Y) denklemi ile ifade edilir.
Tamm 3.2.8. h tensori,
h: x(M) - H
X - h(X) =5 (Lepn)X

olacak sekilde tanimlanir. Burada mh = hmr = h esitlikleri asikardir.
Teorem 3.2.4. (M, ¢, &, w, m, g) dilimlenmis (g)-kontak metrik manifoldunda
VX,Y € y(M) i¢in

t(Vyé) = =X — ¢7IEX (5.33)
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esitligi dogrudur. Ayni zamanda, ¢,, Ve h tensorii icin ¢p,h = —h¢p, ve trh = 0 esitlikleri
gecerlidir. Ayrica h tensorii simetriktir.

Ispat: (M, ¢, &, w,m, g) dilimlenmis (g)-kontak metrik manifoldunda Ve =0 ve
V& = 0 dir. Boylece:

g((LE(pn)Xr Y) =g(Vxp X — V%xf - (pn(va) + $:Vx$,Y) (5.34)
= g(—Vg, x¢ + V¢, Y)

elde edilir. (5.34) esitliginde X ve Y vektor alanlarindan birisi ¢ karakteristik vektor alani
olursa (5.32) esitligi sifir olur. X ve Y vektdr alanlari, & ye ortagonal almirsa, N2 = 0 ve

w(X) = w(Y) = 0 oldugundan w[¢, X, Y] + w[nX, ¢p,Y] = 0 esitligi elde edilir. Boylece

yapilan islemler sonucunda,
9((Lepr)X,Y) = 0(Vy _xY) + 0(Vxd,Y) (5.35)

olur. Ciinkii; g(¥,¢) = 0 esitliginden g(Vy_xY,€) + g(¥,Vy_x&) = 0 ifadesi elde edilir.
Boylece g(—Vd,nXE, Y) = w(Vd,n XY) esitligi elde edilir. Benzer sekilde iglemler yapilirsa;
9(D:(Vx8),Y) = w(Vyxd,Y) bulunur. Boylece (5.34) esitligi elde edilir. Ayrica,

w([p X, Y] + w([X, ¢, Y]) =0 (5.36)
oldugundan, g(Vy_xY — Vy¢.X, &) + g(VxpY — Vy_yX, &) = 0 olur. Boylece,
g(hX,Y) = w(Vy_xY) + 0(Vx¢,Y) = 0(VypX) + 0 (Vg yX) (5.37)

ve g(hX,Y) =g(X,hY) elde edilir (h simetriktir). Dilimlenmis (g)-kontak metrik

manifoldlarda ®,, = dw ve N? = 0 esitlikleri kullanilirsa

29((Vx¢)¢,2Z) = gINY (&, 2), o X) — 2dw (PrZ, X) (5.38)

ifadesi elde edilir. Diger taraftan
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N*'(§,2) = 71§, Z] — ¢prl$, pnZ]
(Lepn)Z =[S, dnZ] — $r[$, Z]

dir. (5.38) esitliginde (5.39) ve (5.40) numarals esitlikler kullanilirsa
~¢n(Lebn)Z = $7[¢, 2] — bn[§, PrZ]

elde edilir. Boylece;

29((VX¢7T)E' Z) = g(—cl),,(qubn)Z, b X — 2dw(PprZ, X))
= 9(~(Letn)2,X) + 2dw (((Ledn)Z) 0(X)
= —29(PprZ, P X)

sonucundan
9((Tx$n)E2) = g (=3 Letm)X, Z) — 9(nX, 2) + g(@(X)§,2)
olur. Sonug olarak (5.42) esitliginden
(Vx¢r)é = —hX — X + w(X)§
elde edilir. (5.43) esitliginde yapilan islemler sonucunda
—¢n(Vx§) = —hX —mX + w(X)§ =0
ifadesi elde edilir. Boylece M manifoldunda
T(Vx§) = —ppX — pohX

olur.
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Teorem 3.2.5. (M, ¢, &, w,m, g) altilis1 dilimlenmis hemen hemen kontak metrik
manifold olsun. M manifoldunun dilimlenmis (sliced) Sasaki manifold olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul VX, Y € y(M) igin:

T(Vxp)Y = g(rX, nY)é — w(Y)n(X) (5.46)
esitliginin saglanmasidir.

Ispat: (M, ¢, &, w,m, g) dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifoldunda
N® = 0 oldugundan

29((Vxp)Y, 7Z) = 2dw(d,Y, X)w(Z) — 2dw(PpZ, X)w(Y) (5.47)
esitligi yazilir. (5.47) numarali esitlikte gerekli islemler yapildiginda

n(Vy¢,)Y = g(nX,n¥)é — w(Y)nX (5.48)

elde edilir.
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BOLUM 4
A KUMESI UZERINDE SASAKi MANIiFOLDLARIN YENIDEN
YAPILANDIRILMASI

TM iizerinde Hy, Hy, ..., H, (i = 1, ..., k) dagilimlari ele alinsin. Ayrica her bir H;
dagilimi iizerinde 7r; projeksiyon morfizmleri, (0,1) tipinde w; tensor alanlari ve (1,1) tipinde
¢y, tensor alanlart her i = 1,..., k i¢in: m; : TM > H (X - (X)), w; : TM - C*(M,R)
X = w;(X)) ve ¢r, : TM - H (X - ¢y, (X)) seklinde tanimlansin.

Notasyon olarak, bundan sonra ¢, ifadesini ¢; ile gosterecegiz. Kabul edelimki her

i=1,..,kicin (M, ¢;, w;, m;, &) yapilar1 dilimlenmis hemen hemen kontak manifold olsun.
Yeni bir manifold yapisini teget demeti sonlu sayida dagilima pargalayarak tanimlayacagiz.

Bunun i¢in TM tegey uzayi tizerinde Hy, H,, ..., H, (i = 1, ..., k) dagilim olsunlar ve

l) H1+ H2++Hk=TM
H; i=j (6.1)

L

kosullarini saglasinlar. Ayrica ¢;, m; Ve w;
¢y = M = Py (6.2)
¢7X = —m(X) + wi(X)§ (6.3)

kosullarin1 saglasinlar. Bu durumda kolaylikla dim H; =2n+1 < dimTM goriiliir.

Burada D; ve D; distribiisyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir:

{X € TM|w;(X) = 0}

D;
D; = {X € Hi|w;(X) = 0}.

Burada w; 1-formu w; = w; + &* olacak sekilde tanimlanmistir. Eger X € H; = D;®Sp{¢}
olursa; bir A € C*(M,R) i¢in X = X; + A& olur ve her iki tarafa w; 1-formu uygulanirsa
w;(X) = A esitligi elde edilir. Sonug olarak; eger X € H; ise X = X; + w;(X)& yazilur.
Boylelikle olusturulacak yap1 igin
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bi¢iminde yazilir. Burada n(X) = w,;(X) = - = w;(X) dir.
Tamm 4.1. (M, ¢;, w;, m;, &) beslileri her i = 1, ... , k i¢in dilimlenmis hemen hemen
kontak manifold olsun. Ayrica TM iizerinde Hy, Hy, ... ,Hy (i =1, ..., k) dagilim olsunlar

ve

. _ (H: i=j
D i ={5e i
) =¢1+ ¢+ -+ ¢y

iv)n=a_)1+52+"'+5k+f*

(6.5)

kosullarini saglasinlar. Bu durumda A = {(M, ¢;, w;, T;, g, §) }ic, ailesini tanimlayabiliriz.
A ailesi verildiginde (i), (ii), (iii) ve (iv) kosullarini sagladig1 kabul edilecektir.

Teorem 4.1. boyD; = 2p, p € N dir.

Ispat: Burada D; c H; dir. Ayrica X € D; icin ;X = X dir. Bu durumda

4% = X

esitligi elde edilir. Bu da bize ¢; morfizminin, D; dagilim1 iizerinde hemen hemen kompleks
doniistim oldugunu gosterir. Lineer Cebir’in iyi bilinen bir teoreminin sonucu olarak
boyD; = 2p, p € Nolur.

Teorem 4.2. Heri =1, ..., k icin (M, ¢;, w;, m;, &) beslisi dilimlenmis hemen hemen

kontak manifold olsun. Eger ¢ ve n tensor alanlar,
¢ =1+ Pyt e+ Py (6.6)
N=@+ @+ + o+ & 6.7)
seklinde tanimlanirsa (M, ¢, , &), dortliisit hemen hemen kontak manifold olur.
Ispat: Eger X € H; bir vektor alam ise X = X; + w;(X)¢é formunda yazilir. Bu

esitlikten
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¢iX = —Xi — w;(X)¢ + w;(X)§ (6.8)

$?X = %X, (6.9)

sonucuna ulasilir. Simdi kabul edelim ¢ tensor alant ¢ = ¢, + ¢, + - + ¢, seklinde
tanimlansin. X € TM, TM =D, @ D, @ ... ® Dy, @ Sp{¢} oldugundan X vektor alani

seklinde yazilir. Ayrica ¢(X;) = ¢;(X;) esitligi kullanildiginda

d(X) = p(X1) + d(Xp) + -+ (X)) + n(X)P($)
= p1(X1) + P (X2) + - + P (Xp)

olur. Boylece gerekli islemler yapildiginda ¢p%(X) = —X + n(X)¢ esitligi elde edilir. Ayrica
N€) = w1(§) + 0, (&) + -+ + Wi (&) + €7 (€) yazildiginda n(€) =1 dir. Sonug olarak
(M, ¢,n, &) dortlisii hemen hemen kontak manifoldtur.

Tanmm 4.2. A ailesi lizerinde tanimlanan (M, ¢, n, §) dortliisiine A kiimesi iizerinde
yapilandirilmig hemen hemen kontak manifold denir.

Teorem 4.3. M bir m-boyutlu diferansiyellenebilir manifold ve her i = 1, ... , k i¢in
M, ¢p; ,w;,m;,g,¢&) altilis1 dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Eger
¢ ve n tensor alanlari

=1+t + Py
N=w, +w,+ +w,+<&"

gibi tammlandiginda (M, ¢, 1, g, &) beslisi hemen hemen kontak metrik manifold olur.
ispat: Her bir (M, ¢;, w;, ;, g, &) altilist dilimlenmis hemen hemen kontak metrik

manifold oldugundan;
9@ X, ¢;Y) = g(m X, m;Y) — w;(X)w;(Y)

denklemleri burada saglanmaktadir. (M, ¢,n, g,&) manifoldunun hemen hemen kontak

metrik manifold oldugunu goéstermek i¢in g(¢X, pY) = g(X,Y) —n(X)n(Y) esitliginin
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saglandigin1 gostermek yeterlidir. TM teget uzaymmda X = X; + -+ X, + AxéveY =Y, +
-+ Y, + Ay& vektor alanlari i¢in

9@X,¢Y) = g((p1 + Pz + -+ $)X, (1 + 2+ + DY)
=gX1 + X+ -+ X + &Y+ o+ + Y + 448 — AkAyg (€, 6)
=gX,Y) —=n(X)n().

elde edilir. Sonug olarak; (M, ¢,n, g, §) beslisi hemen hemen kontak metrik manifold olur.

Teorem 4.3.’{in sonucu olarak yeni bir manifold olarak A kiimesi {izerinde asagidaki
tanim yapilir.

Tamim 4.3. (M, ¢,n, g,¢&) manifolduna A kiimesi iizerinde yapilandirilmig hemen
hemen kontak metrik manifold denir.

Tammm 4.4. (M,¢,n,g,¢) manifoldu A kiimesi iizerinde yapilandirilmis hemen
hemen kontak metrik manifold ve Vi=1,..,k icin (M, ¢;, w;,m;,g,&) manifoldlar

dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifold olsunlar. Eger;
b = (chbl + azq)z + ...+ (Xkcbk (611)
dn = [)’1da)1 + Bzda)z + ...+ Bkda)k (612)

esitlikleri Vi=1,..,k ve ay,ay,..,%, Bi, B2, -, bx € C*(M,R) igin saglaniyorsa;
(M, ¢,n, g,&) manifolduna A kiimesi iizerinde yapilandirilmis kontak metrik manifold
denir.

Tanmm 4.5. (M, ¢,n, g,&) manifolduna A kiimesi iizerinde yapilandirilmig kontak
metrik manifold olsun. Eger ¢ karakteristik yapt vektor alani Killing vektor alani ise,

(M, ¢,n, g, ) manifolduna A kiimesi iizerinde yapilandirilnig K —kontak manifold denir.

Ornek 4.1. R} uzayinda wq = %(dz —y1dx,) Ve w, = %(dz — y,dx;) 1 —formlarim

secelim. Ayrica n 1-formunu n = %(dz — y,dx; — y,dx,) seklinde tanimlayalim. Bu

se¢imler ve tanimlamalardan sonra ¢, ve ¢, tensor alanlarini;
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0 0 10 0 0 0 00O
0 0 00 o0 0o 0 o010
¢r=| -1 0 00 0| v ¢,=| 0 0 00 O
\ooooo \0—1000
0 0 »o0 o 0 0 0y, O
seklinde tanimladigimizda ¢ tensor alant,
0 0 100
0 0 01 0
¢=| -1 0 00 O
0 -1 00 O /
0 0 y1y, 0
seklinde olur. Ayrica H; ve H, dagilimlari
H1 = Sp{axl, ayl, aZ} ISE Hl = Sp{61 = Zayl, e3 = Z(axl + ylaZ)}
H, = Sp{0x,, 0y,, 0z} ise H, = Sp{e, = 20y,,e3 = 2(0x; + ¥,02)}
bigiminde tanimlandiginda
i) D=H, ®H,
ii) x(R3) = H, + H, (6.13)

iii) Hy 0 Hy = Sp{¢}
ozellikleri saglanir. Burada Riemann metrigi,
1 1
g=—7(dxi +dyl) +7(dx} +dy}) +n @
seklinde tanimlanir. Diger taraftan m; ve m, projeksiyon morfizmleri

nl:)((]Rg) — Hy

X1 X1
(5]
X = X3 - 7[1X = X3
v\
Xs Xs
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/§: (=

X3
0

seklinde tanimlanirsa ¢, (X) = —X1 ve ¢, (X) = Olur.
0

3’1X3 3’2X4

Ayni zamanda bu tanimlamalardan:

pomy=¢; nom =w;

pomy=¢; nom,=w,

Esitliklerinin saglandig1 kolaylhikla goriiliir. Boylece Vi = 1,2 i¢in (RS, ¢;, w;, i, g, §)
manifoldlarinin dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifold olduklar1 kolaylikla

gosterilir. Gerekli islemler yapildiginda;

1 1
d(,l)l = delAdyl' d(l)z = dezAdyz

1 1
dr] = delAdyl + ZdXZAdyZ = d(l)l + d(l)z
esitlikleri bulunur. Burada dw (X,Y) degerini hesaplarsak

dn (8, ¥) = 5 (@, (X). 4y, () = dy (). dxy (X

1
= Z(X1Y3 - Y1X3)

olur. Diger taraftan @, (X,Y) = g(m X, 1Y) = — i (X1Y; — Y;X3) oldugundan ®; = —dw;
elde edilir. dw, i¢in de benzer islemler yapildiginda @, = dw, bulunur. Sonug olarak ® =

®, + P, ecsitliginden ® = —dw; + dw, elde edilir. Bdylece biitiin bu islemler bize
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gosteriyor Ki; (R3,¢,1,g,&) beslisi A kiimesi iizerinde yapilandirilmis kontak metrik
manifoldtur.

Tammm 4.6. (M,¢,n,g,¢) manifoldu A kiimesi ilizerinde yapilandirilmis hemen
hemen kontak manifold olsun. Bu manifold {izerinde h ve h; operatirleri Vi = 1,2, ..., k
igin h: x(M) - x(M) (h(X) = % (Lg$)X) seklinde tanimlanir, burada h;(X) = > (L)X
dir.

Teorem 4.4. (M, ¢$,n,g,&) manifoldu A kiimesi lizerinde yapilandirilmis hemen
hemen kontak manifold ve h ve h; operatorleri Vi = 1,2, ..., k i¢in Tanim 4.8. deki gibi
tanimlanmis olsun. Bu durumda # = ¥%_, 4; olur.

ispat: M manifoldunda VX € y(M) icin X = X; + X, + -+ X + n(X)& yazilr.
Ayni zamanda X; € H; oldugundan ;X = X; ve Tri)?j = 0 (i # j) olur. Boylece:

1
h(X) = > (Lep)X

1 _
5 (Led)X;

(Lf(,'b) ° T[iX

5

N =

1

I
'Mw
N =

~
1l
[N

(Legp o)X

I
'Mw
N =

~
Il
=

(L€¢i)X

h.X

I
'Mw

-
Il
[y

elde edilir. Her X € y(M) vektor alani igin bu esitlik dogru oldugundan h = ¥¥ , h; olur.
Teorem 4.5. (M, ¢,n,g,¢) manifoldu A kiimesi {izerinde yapilandiriimig hemen
hemen kontak metrik manifold olsun. Bu manifold iizerinde m = ¥, B;7r; olmak iizere her

X € x(M) igin:

k
Vx§ = —ghX = ) FidiX = —$hX — (X)
i=1

dir.
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Ispat: ¢ kapali ve N? = 0 oldugundan (5.32) denkleminde;

29((Vx®)Y,Z) = g(N'(Y,2), pX) + 2dn(¢Y, X)n(Z) — 2dn(¢Z, X)n(Y) (6.14)

olur. Eger (6.14) esitliginde Y vektor alani yerine, & vektor alan1 yazilirsa;

29((Vx9)é,Z) = g(NY(&,2), pX) — 2dn($pZ, X)

elde edilir. Ayrica dn(§,2) =YK, pidw;(§,Z) =0 esitliginden N'(&,Z2) = Ny (¢, 2)

sonucuna ulasilir. Bu sonug kullanildiginda;

k
29((Vx$)6.2) = 9($2[£.21 - BE,67) = $X) = )i dan($Z,X)
i=1
k
= —g($(Le)Z, %) ~2 ) i g($iZ, $:X)
i=1

k k
= —g(Leh)ZX) +n(ULeDNCO =2 ) gz, mX) +2 ) oDar(X)

olur. Son esitlikten

29((Vx$)E,Z) = —g((Lep)X, Z) — 29(Tiq BimiX, 2) + X1 9(Biwi(X)E,Z)  (6.15)

ifadesine ulasilir. (6.15) denkleminden

~p(VxE) = —hX + T, B ¢,°X veya Vx & = —phX — X B p: X

esitlikleri elde edilir.

Teorem 4.6. (M, ¢$,n,g,¢) manifoldu A kiimesi lizerinde yapilandirilmis hemen
hemen kontak metrik manifold olsun. Bu durumda r;N* = N} esitligi dogrudur.

Ispat: Dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifoldlarda (5.13) esitligi

kullanilirsa

NI (X Y) = —m[X, Y] + [9:X, §:Y] — di[iX, Y] — i [X, ¢ Y] + (X (Y) —
Yo (X))E (6.16)

43



esitligi elde edilir. (6.16) esitliginde m; izdiisiim morfizminin ve ¢; (1,1) tensdriiniin

ozellikleri kullanilirsa

NFX,Y) = mi(—[X, Y]+ [¢X, pY] — ¢[9X, Y] — $[X, ¢Y] + (X (V) — Y (X))$E)
esitligi elde edilir. Boylece
N}(X,Y) =mNY(X,Y) (6.17)

olur.
Bu teorem gostermektedir ki eger M manifoldu normal ise her dilimi normaldir.
Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1. Eger (M, ¢,n, &) dortliisii A kiimesi iizerinde yapilandirilmig hemen
hemen kontak manifold ve (¢,n,¢) tUglisii normal ise her i €A i¢in (¢;,n;, &) Uglisi
normaldir.

Teorem 4.7. Kabul edelim her i €A igin (¢;,n;, &) normal ve ayrica (M, ¢,n,$)
manifoldu A kiimesi lizerinde yapilandirilmis hemen hemen kontak manifold olsun. Bu
durumda (M, ¢, n, &) manifoldunda A: y(M) x y(M) = C* (M, R) seklinde tanimlanan bir

diferansiyellenebilir fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik dogrudur:
NL(X,Y) = A(X,Y)é VX,Y € y(TM). (6.18)
Ispat: Her i €A igin (¢;,n;, &) normal oldugundan her i €A ig¢in N} =0 dir. Bu
durumda her i €A igin m; X = X; + n(X)¢ denklemleri yazilir. Bu denklemleri taraf tarafa
toplandiginda
LamX = X X + kn(X)¢. (6.19)

elde edilir. (6.19) esitliginde gerekli islemler yapildiginda;

CLim)X =X + (k— DnX)E. (6.20)
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sonucuna ulasilir. Son olarak (6.20) esitliginde gerekli diizenlemeler yapildiginda;
LANEXY) = NYX,Y) + (k — Dn(NY(X, V))& (6.21)
esitligine ulasilir. Boylece (6.21) numarali denklemde yapilan islemlerle
AX,Y) =1 —kn(NY(X,Y))icin N1 (X,Y) = (1 — K)n(N (X, 1)) (6.22)

sonucuna ulasilir.

Teorem 4.8. (M, ¢,n, g, &) beslisi A kiimesi lizerinde yapilandirilmis hemen hemen
kontak metrik manifold olsun. Bu durumda (¢, n, &) yapisinin normal olmasi igin gerek yeter
kosul Vi €A i¢in (¢;,n;, ) yapisinin normal olmasidir.

Ispat: Kabul edelim (M, ¢, n, g, &) beslisi A kiimesi iizerinde yapilandirilmis hemen
hemen kontak metrik manifold ve (¢,n, &) yapist normal olsun. Biliniyor ki N1 6zdeslik
olarak sifirdir. Teorem 4.6. dan m;N* = N} esitligini kullanildiginda Vi €A i¢in N} =0
bulunur. Boylece Vi €A i¢in (¢;, n;, §) yapist normaldir.

Tersine kabul edelim Vi €A i¢in (¢;, i, §) yapist normal olsun. Vi €A igin (¢;, 1, &)
normal oldugundan N}! = 0 dir. Bu durumda m;X = X; + n(X)¢ esitliklerini Vi €A icin

yazilir ve taraf tarafa toplanirsa:

X = B X+ kn(0¢ (6.23)
sonucu elde edilir. (6.23) numarali esitlikte gerekli islemler yapildiginda:

i m)X =X + (k — Dn(X)¢ (6.24)

elde edilir. (6.24) sonucunda X vektor alan1 yerine N (X, Y) vektdr alan1 yazildiginda;

LINMXY) =NUX,Y) + (k— Dn(NT(X, 1))éE (6.25)
elde edilir. Buradan N1(X,Y) = A(X,Y)¢ ve A(X,Y) = (1 —k)n(N*(X,Y)) esitlikleri
yazilir. n 1-formu N1(X,Y) = A(X,Y)¢ esitliginin her iki tarafina da uygulandiginda

n(N'(X,Y)) = A(X,Y) olur. Fakat biliyoruz ki A(X,Y) = (1 —k)n(N'(X,Y)) esitligi
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vardir. Béylece n(N1(X,Y)) = (1 — k)n(N*(X,Y)) ifadesinden —kn(N*(X,Y)) = 0 elde
edilir. k > 1 oldugundan N1(X,Y) = 0 bulunur. Sonug olarak (¢,7, &) yapist normaldir.

Sonuc 4.2. Boylece asagidaki sonuglari verebiliriz.

) Eger A 6zdeslik olarak sifira esit ise (¢, 1, §) normal yapidir.

i) Eger A 6zdeslik olarak sifira esit degil ise (¢, 1, §) yapisina semi-normal
yap1 ve (M, ¢, n, &) manifolduna da semi-normal manifold denir.

Tamm 4.7. (M, ¢,n, g,§) beslisi A kiimesi lizerinde yapilandirilmig hemen hemen
kontak metrik manifold ve (¢,n,&) yapist M iizerinde semi-normal olsun. Bu durumda
(M, ¢,n, g, &) manifolduna A kiimesi iizerinde yapilandirilmig Sasaki manifold denir.

Teorem 4.9. (M, ¢,n,g,¢) manifoldu A kiimesi {izerinde yapilandirilmig hemen
hemen kontak metrik manifold olsun. (M, ¢,n, g,§) manifoldunun A kiimesi {izerinde

yapilandirilmis Sasaki manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(Vx )Y = g(nX,Y)§ — n(¥)m(X) (6.26)

esitliginin VX, Y € y(M) i¢in saglanmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki (M,¢,1,9,&) A kiimesi iizerinde yapilandiriimis hemen
hemen kontak metrik manifoldu (a4, oy, ..., &, B1, B2, .-, Bi) —Sasaki manifoldu olsun.
Bu durumda:

O =0;P; + 0, P, + ...+ Dy
dn = fidw, + Brdw, + ...+ Lrdwy

k
= z Bim;
=1

esitlikleri yazilir. ¢ nin kovaryant tiirevinin formiili

29((VxP)Y,Z) = 3dDd(X, pY, pZ) — 3dP(X, Y, Z) + g(N' (Y, Z), pX) (6.27)
+N2(Y, Z)n(X) + 2dn(¢pY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y)

seklinde yazilir. (6.27) ifadesinde d® = 0 oldugundan;

9((Vxp)Y,Z) = dn(¢Y, X)n(Z) — dn($pZ, X)n(Y) (6.28)
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esitligi elde edilir. (6.28) numarali denklemde dn = f;dw, + frdw, + ... + Brdwy, esitligi
kullanildiginda;

g((VXd))Y, Z) = (frdw; + frdwy + ...+ Prdwy) (@Y, XIn(Z) — (Brdw; + Brdw, +
+ Brdwi) (@Z, X)n(Y) (6.29)

ifadesi elde edilir. (6.29) ifadesinde lineer olma 6zellikleri kullanildiginda;

9((Vx9)Y,Z) = (Brdw, (@Y, X) + Brdw,(¢Y, X) + ...+ Brdwi (¢Y, X))n(Z) —
(Brdwi ($Z,X) + Prdw,(9Z,X) + ...+ Brdwi (¢Z, X)n(Y)  (6.30)

esitligi bulunur. Dilimlenmis kontak metrik manifoldlarda dw; = g(¢.Y,X) ozelligini
(6.30) denkleminde kullanirsak;

9((VxP)Y,Z) = (B1g($1Y, X) + Bog($2Y, X) + o4 Brg(diY, X)n(Z) -
(B19(P1Z,X) + Bog($2Z,X) + ..t Prg(PrZ, X))n(Y)  (6.31)

elde edilir. (6.31) ifadesinde gerekli islemler yapildiginda;

9((Vxp)Y,Z) = (B1(g(mrY, m X) = w1(X)w; (V) + (g (Y, m2X) — w2 (X)w, (¥))
+ ot Br(g(mi Y, 1 X) — wp (X i Y)IN(Z) — (B1(g(m1Z, 1 X)
— w1 (X)w1(2)) + P2(g (122, 5 X) — w2 (X)w,(2)) + ...
+ Br(g (i Z, 1 X) — w (X) i (Z)))n(Y)

elde edilir. Yukaridaki ifadeyi toplam semboliiyle yazarsak;

9((Vx)Y,2) = 35, B g(Y, mX)n(2) — 3K, B 9(Z, mX)n(Y) (6.32)

elde edilir. Ayrica,

esitligini (6.32) numarali ifadede kullanilirsak;
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k k
9(x)Y,2) = g(a()_ pimd) X,V).2) = 91N fim)X, 2)

elde edilir. g, metrigi Riemann metrigi oldugundan;

(Vx$)Y = g(nX,Y)§ —n(¥)m(X) (6.33)

sonucuna ulasiriz.
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BOLUM 5
A KUMESI UZERINDE YAPILANDIRILMIS SASAKi MANIFOLDLARIN
RIEMANN EGRILIiGi

(M, p,1n,9,&) beslisi A kiimesi lizerinde yapilandirilmis kontak metrik manifold
olmak iizere; bu bolimde M manifoldunun Riemann egrilikleri ve bazi ozellikleri
incelenmistir. Bunlarla ilgili sonuglar elde edildi.

Tamim 5.1. [Duggal K.L. ve Bejancu A., 1996] Kabul edelim ki (M, ¢, 1, g, §) beslisi
(2n + 1) boyutlu, A kiimesi lizerinde yapilandirilmig kontak metrik manifold ve X € y(M)
birim vektor alan1 ¢ karakteristik vektor alanina dik olsun. Eger {X, ¢ X} kiimesi bir diizlem
kesitinin tabani ise k(X, pX) = g(R(X, pX)pX, X) esitligi ile verilen k degerine ¢-kesitsel
egrilik denir.

Asagidaki tanim (Camci, 2007) doktora tezinde yer alan Tanim 3.4.2°den yola
cikilarak benzer sekilde olusturuldu.

Tamim 5.2. Kabul edelim ki (M, ¢, w;, m, g,&) altilis1 dilimlenmis kontak metrik
manifold ve X € y(M) birim vektor alan1 ¢ karakteristik vektor alanina dik olsun. Eger

{nX, ¢, X} kiimesi bir diizlem kesitinin tabani ise

K (X, p.X) = g(R(nX, p. X)X, X) (7.2)
esitligi ile verilen k,; degerine ¢ -kesitsel egrilik denir.

Tamim 5.3. (M, ¢, w,, 7, g, &) altilis1 (2n + 1) —boyutlu dilimlenmis kontak metrik
manifold olsun. (0,4) tipinde

B: x(M) X (M) X (M) X x(M) - C*(M,R)
(X,Y,Z,W) > B(W,ZX,Y)

tensorii VX, Y, Z, W € y(M) ve VX,¥,Z, W € D i¢in

1) B(aW,nZ,nX,nY) = —B(nZ,nW,nX,nY) = —B(nW,nZ,nY,nX)
2) B(nW,nZ,nX,nY) = B(nX,nY,nW,nZ)

3) B(aW,nZ,nX,nY) + B(aW,nX,nY,nZ) + B(nW,nY,nZ,nX) =0
4) B(naW,nZ,nX,nY) = B(¢p W, ¢ Z,nX,nY) = B(aW,nZ, X, P Y)
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5) B, nZ,nX,nY) = B(nW,&,nX,nY) = B(nW,nZ,& nY) =
B(nW,nZ,nX,&) = B(nX,&,nY,§) =0
6)
Ozelliklerini saglasin.

Teorem 5.1. B ve T tensorleri (0,4) tipinde tensorler olup ve Tanim 5.3 de verilen
biitiin kosullar1 saglasinlar. Bu durumda B(nX,nY,nX,nY) = T(nX,nY,nX,nY) esitligi
VX,Y € y(M) vektor alanlart i¢in saglaniyorsa, y(M) uzayinda her X,Y,Z,W € y(M)
vektor alanlari i¢in B(nW, nZ, nX,nY) = T(nW,nZ, nX,nY) esitligi de gecerlidir.

Ispat: B ve T tensorleri Tanim 5.2 deki 1-5 kosullarini sagliyorsa; B — T tensoriiniin

de bu kosullar1 sagladigi agiktir. Kabulden VX, Y € y(M) icin asagidaki sonuca ulagilir:
(B—-T)(nX,nY,nX,nY) =0 (7.2)

ve (7.2) esitliginde Y vektor alani yerine Y + W vektor alan1 yazildiginda,
(B-T)(nX,nY + aW,nX,nY + W) =0 (7.3)

sonucu elde edilir. (7.3) ifadesinde gerekli islemler yapildiginda VX, Y, W € y(M) igin

(B—-T)(nX,nY + aW,nX,nY + W) = (B — T)(nX,nY,nX,nY)

+(B —-T)(nX,nY,nX, W) + (B —T)(@X,nW,nX,nY) + (B — T)(nX,nW,nX,nW)
=B -T)nX,nY,nX, W) + (B —T)(nX,nW,nX,nY)

=2B—-T)(X,nY,nX,nW)

elde edilir ve sonug olarak (B — T)(nX, Y, X, nW) = 0 olur. (7.2) esitliginde X vektor

alani yerine X + Z vektor alanin1 yazildiginda;

(B-T)(nX +nZ nY,nX +nZ,aW) =0 (7.4)

esitligi elde edilir. Benzer islemler (7.4) ifadesinde de yapildiginda

(B-T)(nX +nZ,nY,nX + nZ, aW) =
(B—-T)(#X,nY,nX,nsW) + (B —T)(nX,nY,nZ,nW)
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+(B—-T)(nZ,nY,nX,aiW) + (B —T)(nZ,nY,nZ, W)
=B -T)nX,nY,nZ,aW)+ (B —T)(nZ,nY,nX,aW)
=B -T)nX,nY,nZ,aW)— (B —T)(nX,nW,nY,nZ)
esitlikleri elde edilir. Boylece
(B-T)(nX,nY,nZ,nW) = (B —-T)(nX,nW,nY,nZ) (7.5)

esitligine ulasilir. Diger taraftan

3(B-T)(X,nY,nZ,nW) = (B —-T)(nX,nY,nZ,nW)+ (B —T)(nX,nZ,nW,tY)
+(B —T)(nX,nW, Y, nZ)

esitligi ve Tanim 5.3’teki ti¢lincii kosul kullanildiginda VX, Y, Z, W € y(M) igin

(B-T)(nX,nY,nZ,nW) =0 (7.6)

elde edilir. (7.6) numarali esitlik kullanildiginda

(B—-T)nX,nY,nZ,aW) = (B —-T)(nZ,naW,nX,nY)
=—B-T)(nW,nZ,nX,nY) (7.7)

elde edilir. (7.6) ve (7.7) bir araya getirildiginde

(B-T)nW,nZ,nX,nY¥) =0
B(nW,nZ,nX,nY) = T(nW,nZ,nX,nY) VX, Y,Z,W € y(M)

esitlikleri elde edilir ve ispat biter.

Teorem5.2. Bve T (0,4) tipinde tensorler olup ve Tanim 5.3 deki kosullar1 saglasinlar.
Bu durumda B(nX, nY,nX,nY) = T(nX,nY,nX,nY) esitligi her X,Y € D vektor alanlari
icin saglamyorsa; B(nW,nZ,nX,nY) = T(nW,nZ,nX,nY) tensorlerinin esitligi de her
X,Y,Z,W € y(M) vektor alanlar1 i¢in dogrudur.
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Ispat: Kabul edelim B(nX,nY,nX,nY) = T(nX,n¥,nX,nY) esitligi vX,Y € D
vektor alanlari i¢in dogru olsun. Ayrica biliyoruz ki VX,Y € y(M) vektor alanlar1 X,Y € D
olmak tizere

X=X+nX)¢
Y=Y +n(Y)¢

sekilde yazilirlar. B ve T tensorleri tanimdaki kosullar1 sagladigr i¢in B — T tensorii de

tanimdaki kosullarin hepsini saglar. Boylece asagidaki esitlik yazilir:

(B—T)(mX,nY,nX,Y) = (B — T)(nX + w,(X)é,nY + w,(Y)E, nX
twr (X)), Y + wr (Y)E)
=B -T)#X,nY,nX,nY) + w,(Y)(B — T)(nX,nY,nX, &)
tw,(X)B —T)@X,nY,&,nY) + w,(X)w,(Y)(B —T)(nX,nY,§, &)
t+w,Y)(B-T)(1X,&nX,nY) + w,2(Y)(B —T)(nX, & nX, &) (7.8)
tar(XNwr(V)(B = T)(1X,§,§,1Y) + (X w*(V)(B — T)(1X,§,§,)
+w,(X)(B =T)E nY,nX,nY) + w,(X)w,(Y)(B —-T)(&, nY, X, &)
+tw?(X)(B =T)(E, 7Y, 7)) + w?(Xw(YV)(B —T)(E, Y, )
twr(XNwr (VB =T)(E §mX,Y) + w(XNw 2 (YV)(B —T)(§, ¢ X, §)
twr?(X)w (VB =T)(§,§,¢ 1Y) + w0 (X w,*(Y)(B = T)(E, £, ).

(7.8) ifadesinde gerekli sadelestirmeler yapildiginda besinci kosuldan;
(B-T)(nX,nY,nX,nY) = (B—T)(nX,nY,nX,nY) (7.9)
sonucu elde edilir. Ayn1 zamanda kabulden (B — T)(nX, Y, nX,mY) = 0 olur. Bdylece
(7.9) ifadesinden VX,Y € y(M) vektor alanlani i¢in (B — T)(nX,nY,nX,nY) =0 elde
edilir. Bu da bize B(nX,nY,nX,nY) = T(nX,nY,nX,nY) esitligini verir. Sonug olarak
Teorem5.1den VX,Y,Z, W € y(M) vektor alanlar1 i¢in ulagsmak istedigimiz

B(nW,nZ,nX,nY) = T(aW,nZ,nX,wY)

sonucuna ulagilir.
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Teorem5.3. B ve T (0,4) tipinde tensorler olup ve Tanim 5.3 deki kosullar1 saglasinlar.
Bu durumda B(X, ¢, X,nX, p,X) = T(nX, P, X, nX, p,X) esitligi VX € D vektor alani
icin saglamiyorsa; B(nX, ¥, nX,nY) = T(nX,nY,nX,nY) esitligi X,Y € D vektor alanlart
icin dogrudur.

Ispat: Kabul edelim B(nX, ¢, X, nX, ¢, X) = T(nX, p.X, X, . X) esitligi VX € D

vektor alant i¢in dogru olsun. Bu durumda
(B —T)(X, p. X, X, pX) =0 (7.10)

olur. (7.10) esitliginde X vektdr alani yerine Y € D olmak iizere X + Y vektdr alani
yazildiginda; kabulden (7.10) ifadesi VX,Y € D i¢in

I=B-T)(nX+nrY¥,¢,;(X+V),nX +n¥,¢,(X+7))=0 (7.12)
olur. (7.11) numarali ifade de yapilan islemler sonucunda asagidaki esitlik elde edilir:

I =4(B -T)(nX, .Y, nX,p,Y) + 2(B — T)(nX, p. X, Y, d,Y)
+4(B — T) (X, p X, nX, p,Y) + 4(B — T)(wY, ¢p,Y, 7Y, ¢, X) = 0.

Eger X vektdr alani yerine Y € D olmak iizere X — Y vektor alan1 yazilir ve benzer islemler

yapilirsa
I=B-T)(nX-n¥,¢,(X=V),nX —n¥,¢,(X—=7)) =0 (7.12)
ve
0=1=4(B-T)nX, ¢.Y,nX,¢.Y) + 2(B — T)(1X, p. X, Y, p.Y) (7.13)
_4(B - T) (T[XF ¢T[X_I T[X: ¢T[7) - 4(B - T) (77'-7' d)ﬂ'Y’ T[Y' d)ﬂ')?)
sonuglar1 elde edilir. (7.12) ve (7.13) denklemlerinden

2(B—T)(nX,p,Y,nX,¢,Y)+ (B—T)X, X, 7Y, $p,¥Y) =0 (7.14)

esitligi elde edilir. Tanim 5.3’teki 1, 3 ve 4. kosullar1 kullanildiginda
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(B —T)(nX, p.X,nY,¢,Y) — (B —T)(nX,nY,nX,nY) (7.15)
—(B -T)(#X,¢p,Y,nX,¢,Y) =0

ifadesi kolaylikla elde edilir. (7.14) ve (7.15) denklemleri taraf tarafa ¢ikarildiginda
3(B—T)(nX,¢p,Y,nX,¢,Y)+ (B—T)(nX,nY,nX,n¥) =0 (7.16)

esitligi elde edilir. (7.16) esitlikte Y vektor alan1 ¢, Y vektdr alani yerine yazildiginda
3(B—T)(nX,nY,nX,n¥)+ (B —T)(nX,¢p,Y,nX,¢,¥Y) =0 (7.17)

sonucu elde edilir. (7.16) ve (7.17) esitlikleri taraf tarafa toplandiginda
(B-T)(nX,nY,nX,nY) + (B — T)(nX, p.Y, X, p,Y) =0 (7.18)

sonucuna ulasilir. Sonug olarak; (B — T)(nX,nY,nX,nY) = 0 olur. Boylece; VX,Y € D
vektor alanlar icin B(nX, ¥, nX, nY) = T(nX,nY,nX,nY) ifadesi dogrudur.

Ornek 5.1. (M, ¢, wy, , g, &) altilis1 (2n + 1) —boyutlu dilimlenmis kontak metrik
manifold olsun. Ayrica burada birim vektor alan1 X € y (M) karakteristik vektor alani &’ye

dik olsun. Eger B ve B, (0,4) tensorleri,

3 3
B(naW,nZ,nX,nY) = ZR(T[W, nZ,nX,nY) — Z(g(nY,rrZ)g(nX,nW)

—g(nX,nZ)g(nY,nW)) + % (WX wr(2)g (@Y, nW) — w, (V)wr(2) g (X, nW)

twr (N, (W)g(nX, n2) — wp(X)w,(W)g(rY,nZ) + g(¢rY,7Z) g(prX, nW)
~9(PrX, wZ)g($rY, W) + 29 (X, b Y) g($rZ, TW))

ve

By(nW,nZ, X, nY) = % (g(nY,nZ)g(nX,nW) — g(nX,nZ)g(nY,nW)
+wr(X)w, (2)g (@Y, nW) — w,(V)wr (Z) g(nX, nW) + w, (V) w, (W) g(nX, nZ)
—w(X)w,(W)g(nY,nZ) + g(¢rY,72) g(pr X, TW) — g(pnX,Z) g(PprY, W) +
29X, ¢rY)g(prZ, TW))
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seklinde tamimlandiginda 4-lineer olduklar1 aciktir. Burada VX,Y,Z,W € y(M) igin
B(X,Y,nW,nZ) ifadesini hesaplandiginda

B(nX,nY,nW,nZ) = %R(nX, nY, nW,nZ) — % (g(nZ,Y)g(mW, X)
—g(@W,nY)g(nZ,nX)) + i(wn(W)wn(Y)g(ﬂZ' nX) — wr(Z)w, (V) g(nW,X)

(L (X)g@W,nY) — w,(W)w, (X)g(Z,nY) + g(¢poZ, nY) g(p W, 7X)
_g(¢nW' T[Y)g(d)nzf TTX) + Zg(T[W, ¢nz)g(¢ny' T[X))

olur. Burada By(nW,nZ,nX,nY) = B(nX,nY,nW,nZ) esitligi kolayca goriiliir. Benzer
islemler ile diger 6zelliklerin de saglandig1 gosterilir. Ortanormal taban {mX, Y} icin
ifadesini x;, (mX,nY) = B(nX,nY,nX,nY) seklinde tanimlansin. Burada X ve Y vektor

alanlar1 lineer bagimsiz ise bu esitlik

B(nX,nY,nX,mY)
g(@X,nX)g(nY,nY) — g(nX,mY)?

K, (X, nY) =

seklinde yazilir. Eger bu ifade m = sp{nX, ¢, X} ylizeyi i¢in diizenlenirse

B(nX, ¢ X, X, p.X)
g(ﬂX: ﬂX)g((pn'X' ¢TL’X) - gz(ﬂx' b X)
_ B(@X, ¢ X, X, $rX)
— 9X, 1X) g (P X, prX)

Kz (X, pr X) =

elde edilir. Eger X € D ise

B(nX, ¢ X, X, p.X)
g(@X,mnX)g(ppX, pnX) — g?(nX, P X)

Kz (T[)?, ¢TL’X) =

_ B(@X, pp X, X, pr X)
B g%(nX,nX)

elde edilir. B ve B, tensorlerinin tanimindan
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B (nX, p X, X, P, X) = R(nX, p. X, nX, p.X) (7.19)
Bo(ntX, p. X, X, p,X) = g*(nX,X) (7.20)
esitliklerine ulagilir. (7.19) ve (7.20) ifadelerinde ||z X|| = ||¢X || esitligi kullanildiginda

R(nX, p X, X, p.X)
g2(nX,mX)
_ R(nX, ¢ X, X, prX)
- |lzX||
_ R< X ¢ X nX ¢ X )
17X o X Il " I X " [ X

_ (n)? (;l),r)?)
XN |0 X )

} kiimesi ortonormaldir. Uzayin ¢, —kesitsel egriligi

K;kt (T[X, ¢71’X) =

¢ X
IX1l XII Xl

elde edilir. Biliyoruz ki

¢ (sabit) ye esitse

* v v) T[X ¢TL’X _
5 (1,8, ) = v (m ' ||¢>,9?||) o

olur. Burada

B(tX,p X, X, P X)
Bo(TX,pr XX, X)

= Kp (nX, d)n)?) =Cq

yazilir. Sonug olarak

B(ntX, p. X, X, pX) = c By (mX, P X, X, P, X)

esitligi elde edilir. Eger T(nX, ¢ X, X, P X) = (czBo) (X, P X, X, p.X) esitligi ile

birlikte T = ¢, B, tensorii tanimlanirsa bu tensoriin 4-lineer oldugu ve biitiin kosullari
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sagladig1 kolaylikla goriiliir. Boylece teoremlerden kolaylikla goriiliir ki VX,Y € D vektor

alanlar1 igin

B(nX,nY,nX,nY) = (c;By)(nX,nY,nX,mY) (7.21)
esitligi dogrudur. Ayrica VX,Y,Z, W € y(M) vektor alanlari i¢in

B(nW,nZ, X, nY) = (c,By)(nW,nZ, X, Y) (7.22)

esitligi de elde edilir. (7.21) ve (7.22) bir araya getirildiginde

3 3
ZR(HW' nZ,nX,nY) — Z(g(nY,rtZ)g(nX,nW) —g(mnX,nZ)g(mY,nW))

+ % (W (D (2) (@Y, TW) — (Vw7 (2)g(mX, TW) + w0 (V) w0 (W) g (X, nZ)
—Wrg (X)wn (W)g(TL’Y, T[Z) + g (d)nY' nZ)g(qan, 7TW) - g((an, ﬂZ)g(d)nY: TTW)
+29(nX, ¢ Y)g($nZ,TW)) = 1 (g(nY,nZ)g(nX,nW) — g(nX,nZ)g(mY, W)
+0, () (2) gV, TW) = 0, (V) w0 (2) (X, TW) + 0 (V) (W) g (X, 1Z)

—Wg (X)wn (W)g(TL’Y, T[Z) +g (d)nyf nZ)g(qan, 7TW) - g((]f)nX, ﬂZ)g(d)nY: TTW)
+29 (X, ¢rY)g(PpnZ, TW))

Esitligi ve Buradan da:

cpy+3 cr—1
”4 (gnY,nZ)nX — g(nX,nZ)nY) + n4

—w;(Vwr(Z)nX + g(nX, n2)w,(Y)§ — g(@Y, nZ) w(X)$ + 9(¢nY, nZ) prX
_g(d)nX' 7TZ)¢1TY + Zg (T[X, ¢ny)¢nz)-

R(nX,nY)nZ =

(W (X)wr (Z)TY

sonucu elde edilir.
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BOLUM 6
A KUMESI UZERINDE YAPILANDIRILMIS SASAKi MANIFOLDLARIN
TRANSVERSAL ISIGIMSI ALTMANiIiFOLDLARI

6.1.Radikal Transversal Isigims1 Altmanifoldlar:

Bu boélimde (Sahin, Yildirim, 2010)’mn birlikte tanimladiklar1 radikal tansversal
1s18ims1 altmanifoldlar1 A kiimesi iizerinde yapilandirilan Sasaki manifoldlar {izerinde
yeniden yapilandirildi.

Tanm 6.1.1. (M, g,S(TM),S(TM%1)), manifoldu (M, g), A kiimesi ilizerinde
yapilandirilmis Sasaki manifoldunun 1sigimsi altmanifoldu ve & karakteristik vektor alanina
teget olsun. Eger asagidaki sartlar M altmanifoldu tarafindan saglaniyorsa lightlike

altmanifolduna radikal transversal isigims: altmanifold denir.

¢(Rad TM) = ltr(TM)
¢(S(TM)) c S(TM)

Asagidaki dnerme (Y1ldirim, 2009) ¢alismasinda Onerme 3.1.1. in A kiimesi iizerinde
yapilandirilmis Sasaki manifoldlardaki karsiligidir.

Onerme 6.1.1. M, manifoldu A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold
olsun. Bu durumda M nin 1-lightlike radikal transversal 1s181ms1 altmanifoldu yoktur.

Ispat: Kabul edelim M, M nin 1-lightlike radikal transversal 1s1gims1 altmanifoldu
olsun. Bu durumda Rad TM = Sp{V} ve ltr(TM) = Sp{N} olur. Hemen hemen kontak

metrik manifoldlarda

g(dX,Y) = —g(X,¢Y) VX,Y € '(TM) (8.1)

esitligi biliniyor. Bu esitlikten g(¢V, V) = 0 elde edilir. Ayrica ¢V = N oldugundan

g@v,v)y=gW,v) =1

olur. Bu ise bir celiskidir. Sonug olarak; M nin 1- 1s1gims1 radikal transversal 1s1gimsi

altmanifoldu yoktur.
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Onerme 6.1.2. M manifoldu, A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold
olsun. M manifoldunun izotropik ya da tamamen isigims: radikal transeversal isigimsi
altmanifoldu yoktur.

Ispat: Tanimdan agik¢a goriiliir.

M manifoldu, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldunun radikal
transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. S(TM) # 0 ise M altmanifolduna 6z(proper)
radikal transversal 1s181ms1 altmanifold denir. Ayrica Tanim 6.1.1. ve Onerme 6.1.1. den

asagidaki 6zellikler elde edilir:

1) boy Rad(TM) = 2
2) boy S(TM) =2s—1, s=>1
3) 5-boyutlu radikal transversal 1s1gimsi1 altmanifold 2-lightlike dir.

Asagidaki teorem (Yildirim, 2009)’da ispatlanan Teorem 3.1.1. in A kiimesi iizerinde
yapilandirilmis Sasaki manifoldlardaki uygulamasidir.

Teorem 6.1.1. M, A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve M
manifoldu, M nin radikal transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM*)
distriblisyonu invaryanttir.

Ispat: X € I'(S(TM*)) ve V € I'(Rad TM) olsun. (8.1) esitliginden

elde edilir. Ayrica ¢V € ltr(TM) oldugundan g(X, V) = 0 olur ve (8.2) esitliginden
g(@X,V) =0 bulunur. Boylece ¢pX vektor alaninin Rad TM uzayinda bileseni yoktur.
Simdi N € I'(ltr(TM)) olsun. Benzer sekilde;

sonucu elde edilir. Boylece, g(¢X,N) =0 esitliginden ¢pX vektor alanmin [tr(TM)
uzayinda bileseninin olmadigi goriiliir. Son olarak, W € I'(S(TM)) olsun. Bu durumda yine

benzer islemlerle;

g(@X, W) = —g(X, W) =0 (8.4)
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elde edilir. Sonug olarak; ¢X vektor alaninin S(TM) uzayinda bileseni yoktur. Sonug olarak
S(TM*) distribiisyonunun invaryant oldugu goriiliir.

(Yildirim, 2009)’da verilen yontemleri takip edersek teget uzay iizerinde benzer
sonuglar elde ederiz. M, A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve M
manifoldu, M manifoldunun radikal transversal 1s131ms1 altmanifoldu olsun. Rad(TM) ve
S(TM) uzaylar1 lizerindeki projeksiyon morfizmler sirasiyla Q ve T olmak lizere VX € TM

vektor alani igin:

X=QX+TX (8.5)
olur. (8.5) esitliginde her iki tarafa ¢ morfizmi uygulanirsa;

¢X = pQX + ¢TX (8.6)
elde edilir. (8.6) ifadesinde ¢pTX = SX ve ¢pQX = LX yazilirsa

$X =SX+LX  SX€ I(S(TM)),  LX € [(itr(TM))
olur.
M, A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve M manifoldu, M nin radikal

transversal 1s1g1ims1 altmanifoldu olsun. VX, Y € I'(TM) igin (6.32) esitligini kullanilirsa

g(@X,V)é —n(V)m(X) = VxSY + h'(X,SY) + hS(X,SY) — Ay X + VLLY + DS(X,LY)
—SVyY — LVyY — pht(X,Y) — phS(X,Y). (8.7)

esitligi elde edilir. (8.7) denkleminde teget, ekran transversal ve 1s1@ims1 transversal

bilesenler ayr1 ayr1 yazilirsa,
VySY = Ay X + pht(X,Y) + g(mX,Y)E — n(Y)m(X)
h(X,SY) + D°(X,LY) — ph°(X,Y) =0

h'(X,SY) + VLLY — LV,Y =0

esitlikleri elde edilir.
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Lightlike altmanifoldlar teorisinde indirgenmis baglanti metrik baglanti degildir. Bu
sebeple indirgenmis baglantinin metrik baglant1 olmasi igin gerek ve yeter kosullar elde
edelim.

Yine (Yildirim 2009)’da yer alan Teorem 3.1.2 A kiimesi iizerinde yapilandirilmis
Sasaki manifoldlara uyarlanirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.1.2. M manifoldu A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve

M manifoldu M manifoldunun radikal transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. Bu durumda

V indirgenmis baglantinin metrik baglant1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart VX € I'(TM) ve
Y € I'(Rad TM) igin AgymX vektor alanminin S(TM) de bileseninin olmamasidir,

Ispat: Kabul edelim ki V baglantis1 metrik baglant1 olsun. Bu durumda VX € I'(TM)
veY € I'(Rad TM) i¢in V,xY € I'(Rad TM) dir. Diger taraftan Z € I'(S(TM)) i¢in (3.10)

ifadesi kullanilirsa;

9Vnx¥,2) = G(Tny¥ — KX, Y) — hS(nX, V), 2) (88)
olur. Boylece g(V,xY,Z) = 0 elde edilir. (8.8) esitliginde (5.1) denklemi kullanilirsa

G(PVnxY, ¢Z) = g(Vnx¥,1Z) — n(Vrx¥In(Z) (8.9)
ifadesine ulasilir. © projeksiyon morfizminin tanimindan, Z € I'(S(TM)) igin Z € I'(TM)
oldugu goriiliir. Boylece mZ € I'(TM) dir. w projeksiyon morfizmi ve g metriginin tanimini
kullanirsak

g@V Y, nZ) = g(V,xY,m%Z) = G(VxY,nZ) = 0

olur. Boylece

G(VaxY,mZ) =0 (8.10)

Ifadesi elde edilir. Boylece, (8.9) ifadesinden g(¢V,xY,¢Z) + n(V.xY)n(Z) = 0 esitligi
elde edilir. Ayrica (5.1) denkleminden n(X) = g(X, &) oldugundan

n(vT[XY) = g_(anY' f) = g(vT[XY + hl (T[X, Y) + hS(T[X' Y), f) (811)

61



esitligi yazilir. (8.11) ifadesinde V,xY € I'(Rad TM), h'(nX,Y) € I'(ltr(TM)) ve
hs(nX,Y) € I'(S(TM%)) oldugundan

N(VaxY¥) =0 (8.12)
elde edilir. (8.12) ifadesi ve ¢V, Y = —(VxP)Y + V5 @Y esitligi kullanilirsa
g_(_(vnxqb)y + VTEX¢)YJ ¢Z) + U(WHXY)W(Z) =0 (813)

elde edilir. (8.13) denkleminde A kiimesi tizerinde yapilandirilmig Sasaki manifoldlarin

karakterizasyon denklemi kullanildiginda;

G(—=g@X,Y)§ + n(V)(nX) + Vrx Y, ¢Z) = 0 (8.14)
elde edilir. (8.14) esitliginde yapilan sadelestirmeler sonucunda:

G(Vax®Y, ¢pZ) = 0 (8.15)
olur. (8.15) denkleminde Gauss-Weingarten denklemleri kullanildiginda:

9(—ApymX + Viyx Y + DS(nX, pY), ¢pZ ) =0 (8.16)
denklemi elde edilir. Bu durumda (8.16) numarali esitlikte Vi,¢Y € I'(Itr(TM)) ve
DS(nX,$Y) € ['(S(TM*)) oldugundan g(AyynX,¢Z) =0 elde edilir. Boylece AyymX
vektor alaninin S(TM) uzayinda bileseninin olmadigi goriliir.

Tersine, AgymX vektor alammin S(TM) distriblisyonunda da bileseninin olmadigin

kabul edelim. Boylece
g(AgymX,Z) =0 (8.17)

olur. (8.17) numarali esitlik ve Gauss-Weingarten denklemlerinden;
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g(—Vx@Y + Vi Y + D5(nX,pY),Z) =0 (8.18)

elde edilir. Ayrica (8.18) esitliginde Vi, ¢Y € I'(Itr(TM)) ve DS(nX, pY) € I'(S(TM*))
oldugundan, g(V,x¢Y, Z) = 0 dir. (8.18) denkleminden

G((Vax®)Y + ¢V,x¥,2) = 0 (8.19)

elde edilir. A kiimesi tizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldlarin karakterizasyon

denklemi (8.19) ifadesinde kullanilirsa;
g(g(@mX,V)é —n(V)n(nX) + ¢pV,xY + pht(nX,Y) + phs(nX,Y),Z) =0 (8.20)

ifadesine wulasilir. Ayni1 zamanda (8.19) numarali esitliginde gerekli sadelestirmeler
yapildiginda g(¢V,xY,Z) =0 sonucu elde edilir. Bu sonugta A kiimesi iizerinde

yapilandirilmis hemen hemen kontak metrik manifoldlarin genel denklemi kullanilirsa;

9(@*VrxY, ¢Z) +1(PpVax¥In(Z) = 0 (8.21)

elde edilir. Yine gerekli islemler (8.21) ifadesinde yapildiginda

9(—mVrxY + n(VixY)E, ¢Z) = 0
gnvV,.xY,Z) =0

9gVxY,nZ) =0

V.Y € ['(Rad TM)

esitlikleri elde edilir.

(Y1ldirim, 2009) tezindeki Teorem 3.1.4 A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki
manifoldlara uyarlanirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.1.3. M manifoldu, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki
manifoldunun radikal transversal isigimsi altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM)

distribisyonunun integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul VX,Y € I'(S(TM)) i¢in

h'(X,SY) = hi(Y,SX) (8.22)
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olmasidir.

Ispat: Her X,Y € I'(S(TM)) vektor alanlar1 igin:

h'(X,SY) + VLLY — LVyY = 0 (8.23)
esitliginde X ve Y vektor alanlarinin yerleri degistirilirse;

h'(Y,SX) + VLLX — LV, X = 0 (8.24)
elde edilir. (8.23) ve (8.24) numarali esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa
h'(X,SY) — h'(Y,SX) = VLLY — VLLX + LVy X — LV,Y
h'(X,SY) — h'(Y,SX) = L[X,Y]
h'(X,SY) = hi(Y, SX).
esitlikleri elde edilir.

Teorem 6.1.4. M, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldunun radikal
transversal 1g1gims1  altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribiisyonunun
integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul VX,Y € I'(Rad TM) igin

AxY = ApyX (8.25)

dir.
ispat: VX,Y € I'(Rad TM) vektor alanlart igin:

(VSY) = Ay X + pht(X,Y) + g(nX, Y)E — n(V)m(X) (8.26)

esitligi yazilir. (8.26) esitliginde gerekli islemler yapildiginda;

(VxSY) = Ay X + ¢ht(X,Y) (8.27)

olur. (8.27) esitliginde yapilan islemler sonucunda,
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—SVxY = Ay X + ph'(X,Y) (8.28)

elde edilir. (8.28) numarali ifade de X ve Y vektor alanlarinin yerleri degistirilirse;
—SVyX = ApxY + ¢ph' (Y, X) (8.29)
dir. (8.28) ve (8.29) esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa;
SVyY—SVyX = A;xY — Ay X + Rt (Y, X) — ph(X,Y)
elde edilir. h! simetrik oldugundan dolayr S[X,Y] = A,xY — A;yX olur. Sonug olarak;
ALXY == ALYX dir.

Teorem 6.1.5. M manifoldu, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki
manifoldunun radikal transversal 1sigimsi1 altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal
distribiisyonun M altmanifoldu iizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi igin gerek
ve yeter sart VX, Y € I'(Rad TM) ve Z € I'(S(TM)) igin

(@Y, mX)n(Z) = —g(ApynX, pZ) (8.30)
olmasidir.

Ispat: Rad TM nin tamamen jeodezik foliasyon tanimlamast icin gerek ve yeter sart
VX,Y € I'(Rad TM), Z € I'(S(TM)) igin

g(Vax¥,Z) = 0 (8.31)
olmasidir. (8.31) esitliginde, (3.10) denklemi kullanilirsa;

8(VaxY,Z) = §(VnxY, Z) (8.32)

elde edilir. V metrik baglant1 oldugu i¢in (8.32) denkleminden

8(VaxY,2) = nXg(Y,2) — g(Y,VrxZ) (8.33)
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dir. Boylece

g(VaxY, 2) = —=g(¥, v1'L'XZ) (8.34)

olur. (8.34) esitliginde, (5.1) denklemi kullanildiginda,

8(VaxY,Z) = —g(@Y, ¢VrxnZ) — n(YI(VrxZ) (8.35)

denklemi ve (8.35) ifadesinden

8(VaxY,Z) = —g(@Y, ¢pVnxnZ) (8.36)

esitligi elde edilir. Boylece (8.36) denkleminde

8(VaxY,Z) = —=g(@Y, —(Vux PIZ + VyxpniZ (8.37)

olur. (8.37) denkleminde (6.33) esitligi kullanilirsa

8(VaxY,Z) = —g(¢Y, —g(nX,nZ)§ + n(nZ)nX + VpxpnZ) (8.38)

denklemine ulasilir. (8.38) denkleminde temel 6zellikler kullanilarak gerekli sadelestirmeler

yapildiginda;

8(VaxY,Z) = —n(nZ2)g(¢Y,nX) — G(PY, Vix$Z) (8.39)

esitligi elde edilir. (8.39) esitliginde g metrigi yerine g metrigini yazabiliriz. Boylece

8(VaxY,Z) = —n(@Z2)g(PY,nX) — g(PY, Vax $Z) (8.40)

esitligi elde edilir. (8.40) ifadesinde gerekli islemler ve sadelestirmeler yapildiginda

8(VaxY, Z) = —n(@Z2)§(pY, nX) — g(ApymX, $Z)
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sonucuna ulagiriz. Boylece:

g(@Y,nX)n(Z) = —g(AgynX, pZ)

dir.

Teorem 6.1.6. M manifoldu A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve
M manifoldu M manifoldunun radikal transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. Bu durumda
S(TM) ekran distribiisyonunun M altmanifoldu iizerinde tamamen jeodezik foliasyon
tanimlamasi igin gerek ve yeter sart VX,Y € I'(S(TM)), N € I'(ltr(TM)) igin AyymX
vektor alaninin S(TM) dagiliminda bileseninin olmamasidir.

Ispat: S(TM) ekran dagilimi tamamen jeodezik foliasyon olmasi icin gerek yeter
kosul her X,Y e '(S(TM)), N € I'(ltr(TM)) i¢in g(V,xY,N) =0 olmasidir. (3.10)

esitliginden;
G(V.xY,N) = g(VoxY + K (X, Y) + hS(X,Y),N) (8.41)
G(VaxY,N) = g(VaxY,N) (8.42)

denklemleri elde edilir. Diger taraftan (8.41) ve (8.42) esitliklerinde direk hesaplamalar ve

sadelestirmeler yapilirsa;

G(VrexY,mN) = g(—=g(mX,Y) —n(Y)nX + Vox @Y, pN)
g@Vox Y, mN) = g(Vrx @Y, $N)
VY, mN) = g(Vox@dY + hi(mX, pY) + hS(nX, pY), pN)
g(nVxY,nN) = g(h'(nX, ¢Y), pN)

olur. Ayrica bu altmanifoldda g(h'(X, PY),§) = g(AgX, PY) oldugundan g(V,xY,nN) =
g(ApnmX, PY) elde edilir. Boylece AgymX vektor alamnin S(TM) ekran distriblisyonunda
bileseni yoktur.

Sonuc 6.1.1. M manifoldu A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve
M manifoldu M manifoldunun radikal transversal 1s1g1ms1 altmanifoldu olsun. Bu durumda
M altmanifoldunun M; X M, carpim manifoldu olmasi igin gerek ve yeter sart VX,Y €
r(T™M), Z € I'(S(TM)) igin:
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G(VaxY,N) = g(AynmX, ¢Y) ve g(¢Y, nX)n(Z) = —g(ApymX, $Z)

denklemlerinin saglanmasidir. M; radikal distribiisyonun ve M, ekran distribiisyonun

integral altmanifoldlaridir.

6.2.Modifiye Transversal Isiggims1 Altmanifoldlar

Bu boliimde A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldlar tizerinde yeni bir
altmanifold tanimladik. Bu altmanifold tranversal 1g1gims1 altmanifoldlarin genellemesidir.

Tanmm 6.2.1. (M, g,S(TM),S(TM*)) manifoldu, (M,g), A kiimesi iizerinde
yapilandirilmig Sasaki manifolduna immersed ve yap1 vektor alan1 £’ye teget olan 1s1gimsi
altmanifold olsun. M altmanifoldu

i) $(S(TM)) < S(TM)
Rad(TM) = D,®D,

i) { ¢(Dy) C ltr(TM)

¢(D;) € S(TMH)

kosullar1 sagliyorsa; M altmanifolduna modifiye transversal isigimst altmanifold denir.
Ornek 6.2.1. R] semi-Oklidyen uzayinda noktalarin koordinat fonksiyonlari

(x1, x2,x3,x%, v, y2,y3,y*% 2) olsun. R} uzaymda

denklemleri ile verilen bir M altmanifoldunu g6z Oniine alalim. Bu durumda M
altmanifoldundaki bir nokta P = (x4, x5, x3, 0, 0, X3, x5, x4, Z) ile ifade edilir. Yapilan direk

islemler sonucunda teget demetin taban1 asagidaki vektor alanlarindan olusur.

1 1
Z; = —=(0x, + 0y, + y'9z) = —(1,0,0,0,0,0,0,1,y1)

V2 V2
Zy, = i((3x2 + 0y; +y%0z) = i(0, 1,0,0,0,0,1,0,y2)
V2 V2
1 3 1 3
Zs =5(0x3 + dy, + y°0z) =E(O,O,1,O,O,1,O,O,y )

Z, =208z = (0,0,0,0,0,0,0,0,2)
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R semi-Oklidyen uzay iizerinde n 1-formu, ¢ (1,1) tensérii ve g metrigi

1
n=z(dz~ yldx, — y*dx, — y3dx; — y*dx,)

1
Jg=n®n+ ) (—dx'@®dx' — dy'®dy! — dx*Q®dx? — dy?*Q@dy? + dx3®dx>

+dy3®dy? + dx*Qdx* + dy*®dy*)
—X30y;5 + Y, 0x4 — X,0y, + (V¥ + Yoy + Y3y3 + Y,y oz

seklinde tanimlansin. Yapilan direk islemler sonucunda teget uzayin taban elemanlari igin

asagidaki sonuglar elde edilir:

9_(21'21) = 9_(22»22) = .9_(23;23) =0
9_(21'22) = .9_(21»Z3) = .9_(Z1;Z4) =0
g_(ZZrZ3) = g_(Zz:ZzL) = g_(Z3,Z4) =0

Diger taraftan teget uzayin taban elemanlarinin ¢ tensoriinde degerleri hesaplanirsa,

1 1
()b(Zl) = _(ax4 - ayl + y4az) = _(O, OI 0' 11 _1; 0; Or 0.}’4)

2 N7
_ 1 3 _ 1 3
¢(Z,) = ﬁ(ax3 — 0y, +y°0z) = 5(0, 0,1,0,0,-1,0,0,y°)
1 2 1 2
¢(Z3) = ﬁ(axz —0y; +y“0z) = 5(0, 1,0,0,0,0,—-1,0,y9)

esitlikleri elde edilir. ¢Z;,i € {1,2,3} icin vektor alanlarinin g metriginde hesaplamalari

yapilirsa

9(PZ1,2,) = g($Z4,2,) = g(pZ1,Z3) =0
9(pZ1,Z,) = g(¢pZy, $Z1) =0

ifadeleri ¢Z; vektdr alani icin elde edilir. Sonug olarak; ¢pZ; € S(TM*) dir. Benzer islemler

¢Z, vektor alani i¢in yapildiginda:
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9(PZy,Z,) = g(§Z,,Z,) =0
9($Z,,Z3) =1
9(@Z3,Z4) = g(pZ,, $pZ;) =0

esitlikleri elde edilir. Boylece ¢Z, € ltr(TM) oldugu goriiliir. Benzer olarak ¢Z; vektor

alani i¢in islemler yapildiginda

§(¢Z3,Z2) =1
g_((,bZ3,Z3) = g_(d)Z3,¢Z3) =0

sonuglart elde edilir. Bu da bize gosteriyor ki ¢Z5 € ltr(TM) dir. Biitiin bu hesaplamalar
sonucunda, Rad(TM) = D;@®D, , D; = Sp{Z,,Z3}ve D, = Sp{Z,} i¢in ¢p(D;) < ltr(TM)
ve ¢(D,) € S(TM*) oldugu goriiliir. Bdylece N, = ¢pZ5 , N3 = ¢pZ, olmak iizere N; vektor

alanmi

1
My = 7=(=1,0,0,0,0,0,0, LyhH

gibi alinirsa; g(Ny,Z;) = 1 ve g(N,,Z,) = g(N;, Z3) = Ovesitliklerini elde ederiz. Sonug
olarak N; € ltr(TM) dir. Ayrica:

1 1
d(N;) = \/—E(ax‘; + 0y, + y*0z) = \/_E(O’ 0,0,1,1,0,0,0,y%

g(PN;, ¢N,) = g(pN,,Z,) = g($pNy,Z3) = 0
g(¢N1’Z2) =1

oldugundan ¢N; € S(TM%) olur.

Sonu¢ 6.2.1. (M,g,S(TM),S(TM*)) manifoldu (M,g) A kiimesi iizerinde

yapilandirilmig Sasaki manifoldunun modifiye transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. Bu

durumda:
¢(S(TM)) c S(TM)
Rad(TM) = D,®D,
¢(D,) c ltr(TM)
¢(D;) © S(TM™)
olur. Burada;

70



i) D; = {0} ise M ekran transversal 1s1g1ms1 altmanifoldtur.

ii) D, = {0} ise M transversal 1s1g1ims1 altmanifoldtur.

Teorem 6.2.1. (M, g,S(TM),S(TM*)) altmanifoldu (M, g) A kiimesi iizerinde
yapilandirilmig Sasaki manifoldunun modifiye transversal 1s1igimsi1 bir altmanifoldu olsun.
Bu altmanifold i¢in boyD; = 1 ve boy ltr(TM) = 1 olamaz.

Ispat: Kabul edelim ki D; = Sp{V} ve ltr(TM) = Sp{N} olsun. Bdylece ¢ (V) = AN
olur. Lightlike altmanifoldlar teorisinden g(V,N) =1 ve g(V,¢(V)) =0 oldugunu
biliyoruz. Ayrica,

V) =N = 76(V) = N

elde edilir. Bu durumda:

1=g9(V,N) = V1 |4 - V,p(V —10—0
=gV, )—g(,;¢<>>—;g(,¢<))—;- =

sonucuna ulasilir. Bu bir ¢eliskidir.

Sonu¢ 6.2.2. (M,g,S(TM),S(TM*)) altmanifoldu (M,g) A kiimesi iizerinde
yapilandirilmis Sasaki manifoldunun modifiye transversal 1s1gimsi1 bir altmanifoldu olsun.
Bu altmanifoldun boyutu en az dokuzdur.

Ispat: Kabul edelim ki M, altmanifoldu modifiye transversal 1s1§1ms1 bir altmanifold
ve dimM = 7 olsun. Tanim 6.2.1. den Rad(TM) = D;®D, dir. Boylece, dimD; = 1 ve
dimD, = 1 olmasi gerektigi asikardir. Bu durumda D, = Sp{X} ve D, = Sp{Y} olsun.
Ayrica ¢(D;) c ltr(TM) ve g(¢(X),X) =0 oldugundan g(¢p(X),Y) =1 olmak
zorundadir. Kontak geometrinin temel sonuglarindan g(¢(X),Y) + g(X , (;b(Y)) = 0 esitligi
ve g(¢(X),Y) = 1 kullanilirsa g(X, qb(Y)) = —1 olmalidir. Bu durum ise g(X, ¢(Y)) =0
ifadesi ile celisir. Ciinkii ¢p(Y) € S(TM1) ve X € Rad TM dir. Bdylece ispat tamamlanr.

Sonu¢ 6.2.3. (M, g,S(TM),S(TM*)) altmanifoldu (M,g) A kiimesi iizerinde
yapilandirilmig Sasaki manifoldunun modifiye transversal 1s1gimsi bir altmanifoldu olsun.
M altmanifoldunda boy D, ¢ift olmak zorundadir.

Ispat. Kabul edelim D, = Sp{X;,X,, ..., X,;} olsun. ¢(D,) c ltr(TM) oldugundan
X, € D; vektor alani i¢in ¢(X,) € ltr(TM) olacaktir. Diger taraftan ¢(X;) € ltr(TM)
oldugundan X, € D, i¢in g(¢p(X;1), Xx) = 1 olacaktir. Ayrica kontak geometride:
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g(@X),Y) +g(X,¢(¥)) =0

esitliginin gegerlidir. Ayrica bu sonugtan g(Xy, ¢ (Xy)) = -1 ve g(X;, ¢p(Xx)) =0i# 1
i¢in esitlikleri dogru olacaktir. Boylece X; € D; i¢in X;, € D, vektor alaninin varligi ortaya
cikmaktadir. Sonug olarak boy D; ¢ift olmak zorundadir.

Onerme 6.2.1. (M, g,S(TM),S(TM*Y)) altmanifoldu (M, §) A kiimesi iizerinde
yapilandirilmig Sasaki manifoldunun modifiye transversal 1s1igimsi1 bir altmanifoldu olsun.
VW € S(TM%) vektor alam igin ¢(W) = X + Y + ¢(Z) dir. Burada X € S(TM*1),Y € D,
ve Z € D, dir.

Ispat. Kabul edelim W € S(TM*) olsun. Asagidaki durumlari inceleyelim:

i) U € S(TM) vektor alani igin g(¢p(W),U) = —g(W, ¢(U)) = 0 dir. Ciinkii
¢(U) € S(TM) dir. Boylece ¢p(W) vektoér alaninin S(TM) uzayinda bileseni olmadigi
goriiliir.

i) V € D; vektor alanmi i¢in g(dp(W),V) = — g(W, (,b(V)) =0 dir. Clnkii
tanimdan ¢ (V) € ltr(TM) dir. Boylece ¢p(W) vektor alaninin D; altuzayinda bileseni
yoktur.

iii) Kabul edelim Y € ¢(D;) olsun. g(¢p(W),Y) =—g(W,¢(Y))=0 dir.
Ciinkii ¢(Y) € Rad(TM) dir. Sonug olarak ¢ (W) vektor alaninin ¢ (D,) uzayinda bileseni
olmadig1 gortiliir.

iv) Kabul edelim T € D, olsun. g(¢p(W),T) = —g(W,qb(T)) # 0 olabilir.
Ciinkii ¢(T) € S(TM?) dir.

V) Kabul edelim K € L c ler(TM) olsun. g(¢p(W),L) = —g(W,$(L)) # 0
olabilir. Ciinkii ¢(L) € S(TM*) dir.

Sonug olarak; X € S(TM*1),Y € D,veZ € D, icin p(W) =X +Y + ¢(Z) olur.

Sonu¢ 6.2.4. (M, g,S(TM),S(TM*)) altmanifoldu (M,g) A kiimesi iizerinde
yapilandirilmig Sasaki manifoldunun modifiye transversal 1s1gimsi bir altmanifoldu olsun.
Bu durumda (M, g), A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldunun 1-lightlike ve
2-lightlike modifiye transversal 1s1gims1 bir altmanifoldu yoktur.

Ispat. Tanim 6.2.1, Onerme 6.2.1 ve Sonug 6.2.3’ten asikardir. M en az 3-lightlike

olmak zorundadir.
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Sonug¢ 6.2.5. (M, g§) A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold olsun. Bu
durumda M manifoldunun ko-izotropik ve tamamen lightlike radikal transversal 1s181ms1
altmanifoldu yoktur.

Sonu¢ 6.2.6. (M,g,S(TM),S(TM*)) manifoldu (M,g) A kiimesi iizerinde
yapilandirilmig Sasaki manifoldunun modifiye transversal lightlike altmanifoldu 9 boyutlu
ise 3-lightlikedr.

(Yildirnm 2009)’da kullanilan metodlar1 burada kullanirsak teget uzay tizerinde
benzer sonuglar elde ederiz. M, A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve M,
M nin modifiye transversal lightlike altmanifoldu olsun. Rad(TM) ve S(TM) iizerindeki

projeksiyon morfizmler sirasiyla Q ve T olmak iizere VX € TM ig¢in
X=0X+TX
olur. Fakat modifiye transversal lightlike altmanifoldlarda

Rad(TM) = D,;®D,
¢(Dy) c ltr(TM)
¢(Dz) © S(TMH)

oldugundan Q;X € D;, Q,X € D, i¢in QX = Q,X + Q,X seklinde yazilir ve her iki tarafa

¢ doniisiimii uygulanirsa

¢X = QX + pQX + ¢TX (9.1)

elde edilir. (9.1) ifadesinde ¢TX = SX , pQ,X = L, X ve ¢pQ,X = W, X esitlikleri yazilirsa
(9.1) esitligi

OX = SX + W, X + L, X
SX € T(S(TM)),W,X € I'(S(TMY)) L,X € I'(ltr(TM))

olur. M, A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifold ve M, M nin modifiye
transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. VX,Y € I'(TM) vektor alanlarn igin (6.32) esitligi

kullanilirsa
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g(X, )¢ —n(V)n(X) = VxdpY — p(VxY)
g@X,Y)éE —n(V)n(X) = VySY + VWY + Vi LY — p(VyY + RY(X,Y)
+h5(X,Y))
= VyxSY + R'(X,SY) + hS(X, SY) — Ay, X + VW, +
D'(X,W1Y) — AL yX + VLY +D5(X,LY) — ¢p(VxY) — ph'(X,Y) — ph5(X,Y)
= VxSY + h'(X,SY) + +h5(X,SY) — Ay,vX + ViWLY + D'(X, WL Y) — AL v X
+ VALY + D5(X,L,Y) — SVyY — W VyY — L, VY — phl(X,Y)
— R (X,Y) — g(nX,Y)¢ + n(Y)m(X)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikte teget, ekran transversal ve lightlike transversal bilesenler
ayr1 ayr1 yazilirsa

VxSY = Ay,yX + Ay yX + SVxY + oh' (X, Y) + g(nX, V)& — n(Y)n(X) (9.2)
h®(X,SY) + VSW,Y + D5(X,L,Y) — W, VY — ¢phS(X,Y) = 0 (9.3)
h'(X,SY) + DY(X,W,Y) + V4L,Y — L, VY = 0 (9.4)

olur.

Lightlike altmanifoldlar teorisinde indirgenmis konneksiyon metrik konneksiyon
degildir. Bu sebeple indirgenmis konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi i¢in gerek ve
yeter kosullar1 elde edelim.

Teorem 6.2.2. M manifoldu, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki
manifoldunun modifiye transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. Bu durumda V indirgenmis
konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart her X € I'(TM) ve Y €
I'(Rad TM) vektor alanlari igin AgymX vektdr alanmin S(TM) uzayinda bileseninin
olmamasidir.

Ispat: Kabul edelim ki ¥ metrik konneksiyon olsun. Bu durumda VX € I'(TM) ve

Y €F(RadTM),Y =Y, +Y,, Y, € Dy, Y, € D, icin:
VT[XY = VT[X(YI + Yz) == VTL'Xyl + VTL'XYZ € I—'(Rad TM) (95)
elde edilir. (9.5) ifadesinde Z € I'(S(TM)) igin (3.10) denklemi kullanilirsa,
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9(Vax¥,2) = G(Vnx¥ — KX, Y) — B*(nX,Y), Z) (9.6)

olur. Boylece §(V,xY,Z) = 0 elde edilir. Diger taraftan,

g_(¢v7rXYf (,bZ) = g_(ﬂ'anY, T[Z) - U(van)TI(Z)

esitliginden,

g@V Y, nZ) = Gg(V,xY,m%Z) = G(VpyY,nZ) = 0

ifadesi elde edilir ¢inkii Z € I'(S(TM)) ise Z € I'(TM) dir. Burada nZ € I'(TM)

oldugundan

J(VxY,mZ) =0 (9.7

elde edilir. Boylece,

G(@VaxY,Z) + n(VrxYIN(Z) = 0 (9.8)

esitligi elde edilir. (9.8) esitliginde, n(X) = g(X, &) kullanilirsa

N(VexY) = §(VrxY,§) = g(VuxY + R (X, Y) + h*(nX,Y), ) (9.9)

ifadesi yazilir. Aym zamanda, V.Y € '(Rad TM), h'(nX,Y) € I'(ltr(TM)) ve
hs(nX,Y) € I'(S(TM*1)) oldugundan n(V,xY) = 0 elde edilir. Ayrica;

dVrxY = =(Vix®)Y + Vox@Ys + Vox oY, (9.10)

esitligi kullanilirsa

G=Vax®)Y + Vox @Yy + Vi Yo, ¢Z) + n(VxYIn(Z) = 0 (911)
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elde edilir. (9.11) ifadesinde A kiimesi tizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldlarin

karakterizasyon denklemi kullanilirsa;

G(=g(@X,Y)§ + n(Vn(rX) + Vax¢Ys + Vax Yo, ¢Z) = 0 (9.12)
olur. (9.12) esitliginde gerekli sadelestirmeler yapildiginda (9.12) ifadesi:

g_(vnxd)yl + vnx(,sz, $Z) =0 (9.13)
bi¢iminde olur. (9.13)’te Gauss-Weingarten denklemleri kullanilirsa:
g(—Agpy, X + Vi, @Y, + DS (X, pY;) — Apy,mX + Voy @Y, + DY (X, pY,),¢Z) =0
esitligi elde edilir. Bu elde edilen esitlikte gerekli islemler yapildiginda;

—g(Apy, X, $Z) + g(Vix @Y1, @Z ) + g(DS(nX, Y1), $Z) — g(Apy, X, ¢pZ) +
9(Vsx Yy, $Z) + g(D (X, ¢pY,), pZ ) = 0 (9.14)

olur. (9.14) numaral esitlikte V., ¢Y; € I'(Itr(TM)) ve DS(nX, ¢pY,) € I'(S(TM*'))
oldugundan

9(Apy, X, dZ) + g(Agy,mX,$Z) = 0
9(Agy, X + Agy, X, ¢Z) = 0
9(Apv,+ov, X, 9Z) = 0
g(AgymX,$Z) =0

esitliklerine ulasilir. Boylece AgymX vektor alaninin S(TM) uzayinda bileseninin olmadigi
gortliir.
Tersine, AgymX in S(TM) distriblisyonunda da bileseninin olmadigmi kabul edelim.

9(Agy,mX,Z) = 0 olsun. Gauss-Weingarten denklemlerinden:

g(—Vox@Y + Vi @Y + D5(nX,pY),Z) =0 (9.15)
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esitligi elde edilir. Y € '(Rad TM) vektor alam i¢in Y =Y, +Y,, Y, € D;, Y, € D,

yazilir. Boylece (9.15) numarali denklem diizenlendiginde;
g(—vnx¢y1 — Vax @Yz + Vix @Y + Vi Y, + DS (nX, pY) + DS (nX, ¢Y):Z) =0
esitligi elde edilir. VL4 @Y € I'(Itr (TM)) ve DS (X, ¢pY) € I'(S(TM*)) oldugundan,
G(—Vrx Yy = Vx5, Z) = 0 (9.16)
sonucuna ulagilir. (9.16) numarali esitlikten

G(=Vpx¢Y,Z) =0 (9.17)
F((Vaxd)Y + ¢VrxY,Z) = 0 (9.18)

esitlikleri elde edilir. (9.17) ve (9.18) esitliklerinde A kiimesi iizerinde yapilandirilmig

Sasaki manifoldlarin karakterizasyon denklemi kullanilirsa;
g(g@X, V)E —n(Mn(mX) + ¢V, kY + ¢ht(nX,Y) + ph*(nX,Y),Z) =0  (9.19)

olur. (9.19) numaral: esitlikte gerekli sadelestirmeler yapildiginda g(¢V,.xY,Z) = 0 esitligi
elde edilir ve bu esitlikte A kiimesi iizerinde yapilandirilmis hemen hemen kontak metrik

manifoldlarin genel denklemi kullanilirsa;

9(@*VuxY, $Z) + n(PpVax¥)n(Z) = 0 (9.20)

olur. (9.20) ifadesinde gerekli islemler yapildiginda;

9(=nVoxY + n(VixY)E, ¢Z) = 0
g@VoxY, $Z) =0

9(VrxY, mpZ) = 0

9(VaxY, ¢Z) =0

V.xY € '(Rad TM).
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esitlikleri elde edilir:
Teorem 6.2.3. M, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldunun
modifiye transversal 1s1igimsi altmanifoldu olsun. Bu durumda, S(TM) distriblisyonunun

integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart VX,Y € I'(S(TM)) vektor alanlari i¢in

ht(X,SY) = h'(Y,SX) (9.21)

olmasidir.

Ispat: VX,Y € I'(S(TM)) vektor alanlar1 igin:

h'(X,SY) + DY(X,W,Y) + V4 L,Y — L,VyY =0 (9.22)

olur. (9.22) denkleminde X vektor alani yerine Y; Y vektor alan1 yerine X vektor alani

yazilirsa

hY(Y,SX) + DY(Y, W X) + VL L, X — L,VyX = 0 (9.23)

elde edilir. (9.22) ve (9.23) numarali iki esitlik taraf tarafa ¢ikarildiginda;

h'(X,SY) — hY(Y,SX) = LVyxY — LV, X + D'(Y, W, X) — D'(X,W,Y)
+VLL X — VLY

h'(X,SY) — h'(Y,SX) = L[X,Y]

ht(X,SY) = h'(Y,S5X)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 6.2.4. M manifoldu, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki
manifoldunun modifiye transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. VX, Y € I'(Rad TM) olmak
tizere, Rad TM radikal distriblisyonunun integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

AW1XY + Aley == AW1YX + AL1YX (924)

olmasidir.
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Ispat: M, modifiye transversal 1s1g1ms1 altmanifoldunda VX, Y € I'(Rad TM) vektor

alanlar1 i¢in:

VxSY = Ay, yX + A yX + SVxY + Hh (X, Y) + g(nX,Y)E —n(V)n(X) (9.25)
esitligi yazilir. (9.25) numarali ifadesinde gerekli islemler ve sadelestirmeler yapilirsa;

VxSY = Ay, yX + AL vX + o' (X,Y) (9.26)
elde edilir. (9.26) denkleminden:

—SVxY = Ay, yX + AL yX + ph'(X,Y) (9.27)

sonucuna ulasilir. (9.27) esitliginde, X vektor alani yerine Y vektor alan1 ve Y vektor alam

yerine X vektor alani1 yazilirsa

_SVyX — AW1XY + Aley + d)hl(Y, X) (928)
olur. (9.27) ve (9.28) numarali iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa;

SVxY—SVyX = Ay, xY — A,y X + Ay xY — Ay yX + $RI(Y, X) — phL(X,Y) (9.29)
elde edilir. h! simetrik oldugundan dolay1 (9.29)

S[X, Y] = AW1XY _AW1YX +AL1XY _AL1YX (930)
bigiminde yazilir. Sonug olarak; Ay, xY + A xY = Ay, yX + A yX dir.

Teorem 6.25. M, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldunun
modifiye transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribisyonun M
altmanifoldu iizerinde tamamen jeodezik bir foliasyon (foliation) tanimlamasi igin gerek ve

yeter sart her X,Y € I'(Rad TM), Z € I'(S(TM)) igin:

g Y + LY, nX)n(Z) = —g(Aw,y+1L,yTX, $Z) (9.31)
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olmasidir.
Ispat: Rad TM distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi igin

gerek ve yeter sart VX,Y € I'(Rad TM), Z € I'(S(TM)) igin

g(VaxY,2) =0 (9.32)
esitliginin saglanmasidir. Ayni zamanda, M modifiye transversal 1s1gimsi altmanifoldunda
W,Y € I'(S(TM4Y)) LY € I'(ltr(TM)) i¢in ¢Y = W,Y + L,Y yazilir. (3.10) numarah
denklem kullanilirsa:

&(Vnx¥,2) = E(VnxY, 2) 9.33)
elde edilir. V metrik konneksiyon oldugu icin (9.33) denkleminden:

8(VaxY,Z2) =nXg(¥,2) — g(¥,VnxZ) (9.34)
ifadesi bulunur. Boylece

8(VaxY,Z) = =g (Y, VnxZ) (9.35)
sonucu elde edilir. (9.35) ifadesinde M modifiye transversal 1s1gims1 altmanifoldunun tanimi
ve g(Wi X+ L X, WY +LY) =g@X,nY) —n(Y)n(X) denklemi kullanilirsa (9.35)
esitliginden

g8(VaxV,Z) = =g(W1Y + LY, ¢pVpxnZ) — n(YIN(VrxZ) (9.36)
denklemi elde edilir. (9.36) esitliginde gerekli islemler yapilirsa

g(VaxY,Z) = —g(W,Y + LY, pV x1Z) (9.37)

olur. (9.37) numarali ifadede yapilan islemler sonucu
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g(VaxY,Z) = —=gW1Y + LY, —=(Vox $InZ + VyxpniZ) (9.38)

ifadesine ulagilir. (9.38) denkleminde yine yapilan temel islemler yardimi ile

g(VaxY,Z) = —gW,Y + LY, —g(mX,nZ2)¢ + n(nZ)nX + V,xprZ) (9.39)

elde edilir. (9.39) da gerekli sadelestirmeler yapildiginda;

g(VoxY,2) = =n(mZ)gW,Y + LY, nX) — GW,Y + LY,V xpZ) (9.40)

denklemi elde edilir. (9.40) esitliginde son islemler yapildiginda

g(VuxV,Z) = —nnZ)g(W,Y + LY, nX) — g(W Y + LY, h*(nX, $pZ))
g(VaxY,2) = —n(mZ)g(W,Y + LY, nX) — 9Aw,y+1,yTX, §Z)

esitliklerine ulasilir. Béylece g(W,Y + L1 Y, nX)n(Z) = —g(Aw,y+1,y™X, $Z) olur.

Teorem 6.2.6. M, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldunun
modifiye transversal 1s1gims1 altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM) ekran

distribisyonunun M altmanifoldu iizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi igin
gerek ve yeter sart VX,Y € I'(S(TM)), N € I'(ltr(TM)) igin AyymX vektdr alanmin

S(TM) distribiisyonunda bileseninin olmamasidir.

Ispat: S(TM) distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon olmasi icin gerek yeter
kosul;

VX,Y e(S(TM)), N € I'(ltr(TM)) i¢in g(VxY,N) =0 (9.41)
olmasidir. (3.10) numarali denklem (9.41) kosulunda kullanilirsa;

G(V.xY,N) = g(VoxY + A (X, Y) + h5(X,Y),N) (9.42)

G(Vax,N) = g(Vax¥,N) (9.43)
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esitlikleri elde edilir. (9.43) ifadesinde (3.10) ve (5.1) denklemleri kullanilirsa;

G(VrxY,mN) = g(—=g(@X,Y)é —n(Y)nX + Vox @Y, pN)
G(@Vrx¥, N) = g(Vrx @Y, pN)

gV kY, tN) = g(VoxdY + h' (X, ¢pY) + h (X, pY), pN)
g@VrxY,mN) = g(h'(nX, pY), $N)

olur. Ayrica g(h'(X, PY),§) = g(AgX, PY) oldugundan g(V,xY,mN) = g(AyynX, $Y)
ifadesine ulagilir. Sonug olarak AgymX vektdr alamnin S(TM) distriblisyonunda bileseni

yoktur.

Sonu¢ 6.2.7. M, M A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldunun
modifiye transversal lightlike altmanifoldu olsun. M altmanifoldunun M; X M, carpim
manifoldu olmasi igin gerek ve yeter sart VX,Y € '(TM), Z € I'(S(TM)) igin

G(VaxY,mN) = g(ApnmX, pY) (9.44)

g(@Y,nX)n(Z) = —g(AgymX, pZ) (9.45)

denklemlerinin saglanmasidir. M; radikal distribiisyonun ve M, ekran distribiisyonun

integral altmanifoldlaridir.
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BOLUM 7
SONUC ve ONERILER

Literatiirde kontak geometride tek boyutlu kontak manifoldlar teorisinde hemen
hemen kontak metrik manifoldlardan kontak metrik manifoldlara geciste saglanmasi
gereken dn = @ denkleminin verilen 6rnekler tarafindan saglanmadigi goériilmiistiir. Bu
tespit lizerine yapilan bu ¢alismada hemen hemen kontak manifoldlarin daha genis bir sinifi
olarak dilimlenmis hemen hemen kontak manifoldlar tanimlanmistir. Bu manifoldlarin
geometrisi incelenmis olup sirasi ile dilimlenmis hemen hemen kontak metrik manifoldlar,
dilimlenmis kontak metrik manifoldlar, dilimlenmis normal kontak metrik manifoldlar,
dilimlenmis normal kontak metrik manifoldlar tanimlanmistir.Ayrica A kiimesi iizerinde
yapilandirilmis Sasaki manifoldlar tanimlanmis ve temel teoremleri ispatlanmistir. Boylece
(Sasaki ve Hatakeyama, 1962)’nin tanimladiklar1 Sasaki manifoldlarin daha genis bir
karakterizasyonu elde edilmistir.

Tezin 6zglin bolimlerinden Boliim 5’te A kiimesi lizerinde yapilandirilmis Sasaki
manifoldlarin Riemann egrilik tensorii ¢alisilmistir. Bu boliimde Riemann egrilik tensorii bir
dilim iizerinde elde edilmis olup 6rnegi verilmistir. A kiimesi iizerinde yapilandirilmis
Sasaki manifoldlar i¢in sonlu dilim lizerinde Riemann egrilik tensorii simdilik agik problem
olup ¢aligilacaktir.

6. Bolimde A kiimesi iizerinde yapilandirilmis Sasaki manifoldlarin radikal
transversal 1s1gims1 ve modifiye transversal lightlike altmanifoldlar1 calisilmistir. Bu
altmanifoldlarin temel teoremleri ispatlanmistir. Ayrica bu altmanifoldlarin iizerinde
indirgenmis konneksiyonlarin metrik konneksiyon olma kosullar ispatlanmistir. Boylelikle
A kiimesi tizerinde yapilandirilmig Sasaki manifoldlarin lightlike altmanifoldlari
genellestirilmistir.

Bu c¢alismada ortaya konulan yontem ve yaklasim Keahler, Hermitian gibi
manifoldlarda da uygulanabilir. Béylece bu manifoldlar tizerindeki geometrik yapilar ve bu
manifoldlarin altmanifoldlarinda genellestirilmeler yapilabilir. Bu tezde kullanilan yontem

manifoldlar teorisine dolayisiyla geometriye katki saglayacagi agiktir.
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