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ÖZET 

 

İKİLİ BAĞINTILARIN TAM YARI-GRUPLARININ 

İDEMPOTENT VE REGÜLER ELEMANLARI 
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Fen Bilimleri Enstitüsü 
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Bu tezde, boş olmayan bir 𝑋  kümesinin altkümelerinden oluşan ve elemanları 
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8Z \ 7Z , 7Z \ 8Z , 2Z \ 1Z , 1Z \ 2Z , 5Z \ 4Z , 4Z \ 5Z  

 

koşullarını sağlayan  87654321 ,,,,,,,, ZZZZZZZZDD


  birleşimlerin tam 𝑋 - yarılatisine 

izomorf olan tam 𝑋 – yarılatislerin sınıfının yapısı ve 𝐷 ile tanımlanan ikili bağıntıların tam 

yarıgrubu 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent ve regular elemanlarının özellikleri araştırılmıştır.  

Öncelikle 𝐷’ye tam izomorf olan tam X - yarılatislerin ∑ (𝑋, 9)3  sınıfının ve 𝐷’nin 

altgruplarının birer sınıfı olan ∑ (𝑋, 8)7  ve ∑ (𝑋, 8)8  sınıflarının elemanlarının özellikleri 

incelenmiştir. Daha sonra bunlardan yararlanılarak bu sınıfların elemanlarıyla tanımlanan 

ikili bağıntıların tam yarıgruplarının sağ birim, idempotent ve regüler elemanlarının yapısı 

incelenmiş ve sayılarını hesaplayan bir formül elde edilmiştir. 

 

Anahtar sözcükler: İkili bağıntı, Yarıgrup, İdempotent eleman, Regüler eleman.  
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Let 𝑋 be a nonempty set and  87654321 ,,,,,,,, ZZZZZZZZDD


  be subsets family 

of X which satisfies the following conditions, 
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8Z \ 7Z , 7Z \ 8Z , 2Z \ 1Z , 1Z \ 2Z , 5Z \ 4Z , 4Z \ 5Z  

 

In this study, we describe class of which elements are isomorphic to X - semilattice 

of unions 𝐷 and we investigate properties of right unit, idempotent and regular elements 

complete semigroup of binary relations 𝐵𝑋(𝐷). 

Firstly, we study ∑ (𝑋, 9)3  class of which elements are isomorphic to X - semilattice 

of unions 𝐷, ∑ (𝑋, 8)7  and ∑ (𝑋, 8)8  classes of which elements are isomorphic to X - 

subsemilattice of 𝐷. Then, by the help of this classes we obtain the properties of right unit, 

idempotent and regular elements of 𝐵𝑋(𝐷) and we calculate of right unit, idempotent and 

regular elements numbers. 

 

Keywords: Binary relation, Semigroup, Idempotent element, Regular element.
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BÖLÜM 1                                                                                                                                   

GİRİŞ 

 

İkili bağıntılar ve yarıgruplar, matematiğin en temel çalışma alanlarındandır. İkili 

Bağıntılar Teorisi’nin detayları 1890’lı yıllarda E. Schröder tarafından verilmiştir. Ardından 

teoriyle ilgili temel tanımlar ve özellikler Whitehead ve Russell tarafından yayınlanmış, 

Riguet tarafından geliştirilmiştir. Bunların dışında pek çok farklı araştırmacı ikili bağıntılara 

farklı açılardan yaklaşarak teorinin gelişmesine katkıda bulunmuştur. Bu araştırmacılardan 

biri de ikili bağıntıların yarıgrupları üzerine çalışan Diasamidze’dir. Diasamidze, ikili 

bağıntıların yarıgruplarının idempotent ve regüler elemanlarının özelliklerinin belirlenmesi 

ve yarıgrup içinde sayılarının bulunmasıyla ilgili yöntemler geliştirmiştir.  

Bu tezde, X  boş olmayan bir küme olmak üzere X  in alt kümelerinden oluşan ve 

elemanları 
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8Z \ 7Z , 7Z \ 8Z , 2Z \ 1Z , 1Z \ 2Z , 5Z \ 4Z , 4Z \ 5Z  

 

koşullarını sağlayan  87654321 ,,,,,,,, ZZZZZZZZDD


  birleşimlerin tam 𝑋 - yarılatisine 

izomorf olan tam 𝑋 – yarılatislerin sınıfının yapısı incelenecektir. Ayrıca sağ birim, 

idempotent ve regüler elemanlarının sağladığı özellikler araştırılacak ve sayıları 

hesaplanacaktır. 
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BÖLÜM 2                                                                                                                                 

ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Küme, bağıntı ve yarıgrup 

Öncelikle yarıgruplarla ve bağıntılarla ilgili temel tanımları verelim. 

Tanım 2.1.1 𝑃 boş olmayan bir küme olsun. 𝑃 üzerinde tanımlı bir " ≤ " bağıntısı 

yansıma, ters simetri ve geçişme özelliklerini sağlıyorsa, " ≤ " bağıntısına kısmi sıralama 

bağıntısı denir. Bu durumda (𝑃, ≤) kısmi sıralı küme olarak adlandırılır. 

Tanım 2.1.2 (𝑃, ≤) kısmi sıralı bir küme ve 𝐴 ⊆ 𝑃 olsun. Eğer her 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝑥 ≤ 𝑦 

oluyorsa 𝑥 ∈ 𝑃 elemanına 𝐴 kümesinin alt sınırı denir. Benzer olarak her 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝑦 ≤ 𝑥 

oluyorsa 𝑥 ∈ 𝑃 elemanına 𝐴 kümesinin üst sınırı denir.  

Tanım 2.1.3 (𝑃, ≤) kısmi sıralı bir küme ve ∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝑃 olsun. 𝑌 kümesinin bir 𝑎 

elemanı, her 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑦 ≤ 𝑎 ise 𝑦 = 𝑎 koşulunu sağlıyorsa 𝑎 elemanına 𝑌 kümesinin en 

küçük elemanı veya minimal elemanı denir. 

Tanım 2.1.4 (𝑃, ≤) kısmi sıralı bir küme olsun. Eğer 𝑃 den alınan her eleman çiftinin 

en küçük üst sınırı varsa 𝑃 ye üst yarılatis, 𝑃 nin boş olmayan her alt kümesinin en küçük 

üst sınırı varsa 𝑃 ye tam üst yarılatis denir. 

Tanım 2.1.5 𝑋 boş olmayan bir küme ve “∗” 𝐴 üzerinde tanımlı bir ikili işlem olsun. 

Eğer her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) oluyorsa 𝑋 kümesi “∗” işlemiyle bir 

yarıgruptur denir ve (𝑋,∗) biçiminde gösterilir. 

 

2.2. İkili Bağıntıların Tam Yarıgrubu 

Şimdi tez konumuzu oluşturan ikili bağıntıların yarıgrupları hakkında temel tanım ve 

özellikleri verelim. 

Tanım 2.2.1 X  boş olmayan bir küme ve 𝛼, 𝑋 kümesi üzerinde bir ikili bağıntı olsun. 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛼 olması 𝑥𝛼𝑦 ile gösterilsin. 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝑋 olmak üzere  

 

𝑦𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑦𝛼𝑥} , 𝑌𝛼 = ⋃ 𝑦𝛼𝑦∈𝑌   

 

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 2.2.2 X  kümesi üzerindeki bütün ikili bağıntıların kümesi 𝐵𝑋 ile gösterilsin. 

𝛼, 𝛽 ∈ 𝐵𝑋 için 𝛿 = 𝛼 ∘ 𝛽 bileşke işlemi, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olmak üzere 

𝑥𝛼𝑧𝛽𝑦 olacak şekilde 𝑧 ∈ 𝑋 varsa  x𝛿𝑦 dir 
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biçiminde tanımlanır.  𝐵𝑋 kümesi bileşke işlemine göre yarıgruptur.  

Tanım 2.2.3 𝑋 boş olmayan bir küme olsun. 𝑋 kümesinin 𝑖 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝑋𝑖 

altkümelerinden oluşan sistem aşağıdaki üç şartı sağlıyorsa  𝑋𝑖 sistemine 𝑋 in bir parçalanışı 

denir. 

 

1) 𝑋𝑖 ≠ ∅, ∀𝑖 ∈ 𝐼  

2) i≠ 𝑗 için 𝑋𝑖 ∩ 𝑋𝑗 = ∅ 

3) 𝑋 = ⋃ 𝑋𝑖𝑦∈𝐼   

 

Tanım 2.2.4 ∅ ≠ 𝐷, 𝑋 in altkümelerinin bir ailesi olsun. Eğer 𝐷 , elemanlarının 

birleşimine kapalı ise yani ∅ ≠ 𝐷′ ⊆ 𝐷 için ⋃ 𝐷′ ∈ 𝐷 ise 𝐷 ye birleşimlerin tam 𝑋 - 

yarılatisi denir. 𝐷 nin bütün elemanlarının birleşimi �̌� ile gösterilirse �̌� ∈ 𝐷 , 𝐷 nin en büyük 

elemanıdır. 

𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, 𝑇 ⊆ �̌� , 𝑡 ∈ �̌�, ∅ ≠ 𝐷′ ⊆ 𝐷 ve 𝛼 ∈ 𝐵𝑋 olmak üzere 

 

1) 𝑉(𝐷, 𝛼) = {𝑌𝛼|𝑌 ∈ 𝐷} 

2) 𝐷∗ = 𝐷 ∖ {∅}, 𝑋∗ = 2𝑋 ∖ {∅} 

3) 𝐷𝑇
′ = {𝑍′ ∈ 𝐷′|𝑇 ⊆ 𝑍′} 

4) 𝐷𝑡
′ = {𝑍′ ∈ 𝐷′|𝑡 ∈ 𝑍′} 

5) 𝐷𝑇
′̈ = {𝑍′ ∈ 𝐷′|𝑍′ ⊆ 𝑇} 

6) 𝑌𝑇
𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥𝛼 = 𝑇} 

 

olarak tanımlanır. 

Tanım 2.2.5 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑍 ⊂ 𝑌 olmak üzere 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐷 için 

𝑍 ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑌 olacak bir 𝑇 ∈ 𝐷 yoksa 𝑌, 𝑍 yi örter denir. 

Bu tanım kullanılarak birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi 𝐷 diyagramlarla temsil edilebilir. 

𝐷 nin her elemanı noktalarla gösterilir. 𝑍 ⊂ 𝑌 ise 𝑌 daha yukarıdadır ve 𝑌, 𝑍 yi örtüyorsa 𝑌 

ile 𝑍 çizgi ile birleştirilir. 

Tanım 2.2.6 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, 𝛼 ∈ 𝐵𝑋 ve 

 

𝑉[𝛼] = {
𝑉(𝑋∗, 𝛼), ∅ ∉ 𝐷
𝑉(𝑋∗, 𝛼), ∅ ∈ 𝑉(𝑋∗, 𝛼)

𝑉(𝑋∗, 𝛼) ∪ {∅}, ∅ ∉ 𝑉(𝑋∗, 𝛼) 𝑣𝑒 ∅ ∈ 𝐷
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olmak üzere 𝛼 ∈ 𝐵𝑋 elemanı 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)𝑇∈𝑉[𝛼]  biçiminde gösterilebilir. Bu gösterime 

𝛼 nın quasinormal gösterimi denir. 𝛼 nın quasinormal gösteriminde 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷 için 𝑌𝑇
𝛼 ∩

𝑌𝑇′
𝛼 = ∅ ve 𝑋 = ⋃ 𝑌𝑇

𝛼
𝑇∈𝑉[𝛼]  sağlanır. 

Örnek 2.2.7 𝑋 = {1,2,3,4}, 𝐷 = {∅, {1}, {2}, {1,2}}, 𝛼 = {(2,1), (3,1), (4,2)} olsun. 

𝛼 nın quasinormal gösterimini bulalım. 𝑉(𝑋∗, 𝛼) = {𝑌𝛼|𝑌 ∈ 2𝑋 ∖ ∅} = 𝐷 dir. Şimdi 𝑇 ∈

𝐷 olmak üzere  𝑌𝑇
𝛼 kümelerini oluşturalım. 

 

𝑌∅
𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥𝛼 = ∅} = {1}  

𝑌{1}
𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥𝛼 = {1}} = {2,3}  

𝑌{2}
𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥𝛼 = {2}} = {4}  

𝑌{1,2}
𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥𝛼 = {1,2}} = ∅  

 

dir. Buradan 𝑉[𝛼] = {∅, {1}, {2}} elde edilir. O halde 𝛼 nın quasinormal gösterimi 𝛼 =

(𝑌∅
𝛼 × ∅) ∪ (𝑌{1}

𝛼 × {1}) ∪ (𝑌{2}
𝛼 × {2}) biçimindedir. 

Tanım 2.2.8 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, 𝑇 ⊆ �̌� , ∅ ≠ �̃� ⊆ 𝐷, ∅ ≠ 𝐷′ ⊆ 𝐷 

olsun. Eğer 𝐷′ kümesinin her elemanı �̃� kümesinin elemanlarının birleşimi olarak 

yazılabiliyorsa �̃�, 𝐷′ yi üretir denir. 

Tanım 2.2.9 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, ∅ ≠ 𝐷′ ⊆ 𝐷,  𝑇 ∈ 𝐷′ olsun. 

⋃(𝐷′\𝐷𝑇
′ ) = 𝑙(𝐷′, 𝑇) ile gösterilsin. Eğer ∅ ≠ 𝑇 ∈ 𝐷 için 𝑇\𝑙(𝐷′, 𝑇) = ∅ ise 𝑇 ye limit 

eleman, 𝑇\𝑙(𝐷′, 𝑇) ≠ ∅ ise 𝑇 ye limit olmayan eleman denir. 𝑇 = ∅ ise ne limit, ne de limit 

olmayan elemandır. 

Örnek 2.2.10 𝑍4 ≠ ∅ olmak üzere 𝐷 = {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} birleşimlerin tam 𝑋 – 

yarılatisinin diyagramı aşağıdaki şekildeki gibi olsun. 

 

  

Şekil 2.1. 𝐷 = {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisinin diyagramı 

 

𝐷′ = {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1} ⊂ 𝐷 kümesinin limit ve limit olmayan elemanlarını bulalım. 

Öncelikle her bir 𝑇 ∈ 𝐷′ için 𝐷𝑇
′  kümelerini oluşturalım. Kümenin tanımı kullanılarak 
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𝐷𝑍1

′ = {𝑍1}, 𝐷𝑍2

′ = {𝑍2}, 𝐷𝑍3

′ = {𝑍3, 𝑍1}, 𝐷𝑍4

′ = {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1} 

olarak bulunur. Buradan 

 

 𝑙(𝐷′, 𝑍1) = ⋃(𝐷′\𝐷𝑍1

′ ) = ⋃{𝑍4, 𝑍3, 𝑍2} = �̌� 

𝑙(𝐷′, 𝑍2) = ⋃(𝐷′\𝐷𝑍2

′ ) = ⋃{𝑍4, 𝑍3, 𝑍1} = 𝑍1  

𝑙(𝐷′, 𝑍3) = ⋃(𝐷′\𝐷𝑍3

′ ) = ⋃{𝑍4, 𝑍2} = 𝑍2  

𝑙(𝐷′, 𝑍4) = ⋃(𝐷′\𝐷𝑍4

′ ) = ⋃ ∅ = ∅  

 

elde edilir. Böylece 

 

𝑍1 ∖ 𝑙(𝐷′, 𝑍1) = 𝑍1 ∖ �̌� = ∅  

𝑍2 ∖ 𝑙(𝐷′, 𝑍2) = 𝑍2 ∖ 𝑍1 ≠ ∅  

𝑍3 ∖ 𝑙(𝐷′, 𝑍3) = 𝑍3 ∖ 𝑍2 ≠ ∅  

𝑍4 ∖ 𝑙(𝐷′, 𝑍4) = 𝑍4 ∖ ∅ ≠ ∅  

 

olduğundan 𝑍1 limit eleman, 𝑍2, 𝑍3, 𝑍4 limit olmayan elemandır. 

Tanım 2.2.11 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, ∅ ≠ 𝐷′ ⊆ 𝐷 olsun. 𝑁(𝐷, 𝐷′) =

{𝑍 ∈ 𝐷|𝑍 ⊆ 𝑍′, ∀𝑍′ ∈ 𝐷′} kümesine 𝐷′ nin 𝐷 içindeki alt sınırlarının kümesi denir. Eğer 

𝑁(𝐷, 𝐷′) ≠ ∅ ise ⋃ 𝑁(𝐷, 𝐷′) ∈ 𝐷 ye, 𝐷′ nin 𝐷 içindeki en büyük alt sınırı denir. 

⋃ 𝑁(𝐷, 𝐷′) = Λ(𝐷, 𝐷′) ile gösterilir. 

Tanım 2.2.12 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. Aşağıdaki iki koşul 

sağlanıyorsa 𝐷 ye birleşimlerin tam 𝑋𝐼 – yarılatisi denir. 

1) Her 𝑡 ∈ �̌� için Λ(𝐷, 𝐷𝑡)  ∈ 𝐷 dir. 

2) Her ∅ ≠ 𝑍 ∈ 𝐷 için 𝑍 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈𝑍  biçiminde yazılabilir. 

Tanım 2.2.13 𝐷𝑗 = {𝑇1 , 𝑇2 , … , 𝑇𝑗 } ve ∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝑋 olacak biçimde 𝑋 ve 𝑌 kümeleri 

verilsin. En az bir 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑓(𝑦) = 𝑇𝑗  olacak biçimdeki bütün 𝑓: 𝑋 → 𝐷𝑗  fonksiyonlarının 

sayısı 𝑠 = 𝑗|𝑋\𝑌| ∙ (𝑗|𝑌| − (𝑗 − 1)|𝑌|) formülü ile bulunur. 

Tanım 2.2.14 𝑋 boş olmayan bir küme, 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ olsun. 

1) 𝑚 elemanlı bütün birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatislerinin kümesi ∑(𝑋, 𝑚) ile 

gösterilir. 



 

6 

 

2) 𝑚 elemanlı birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatislerinden, 𝑛. sırada olan 𝐷 ye izomorf 

olan tam 𝑋 – yarılatislerinin kümesi ∑ (𝑋, 𝑚)𝑛  ile gösterilir. 

Tanım 2.2.15 𝑋 boş olmayan bir küme, 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi ve 𝑓: 𝑋 → 𝐷 

bir dönüşüm olsun. Bu şekildeki her 𝑓 dönüşümü için 𝛼𝑓 = ⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))𝑥∈𝑋  biçiminde 

bir ikili bağıntı yazılabilir. Bütün 𝛼𝑓 ikili bağıntılarının kümesi 𝐵𝑋(𝐷) ile gösterilsin. 𝐵𝑋(𝐷), 

𝐵𝑋 in altyarıgrubudur ve bu yarıgruba birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi 𝐷 ile tanımlanan ikili 

bağıntıların tam yarıgrubu denir.  

Örnek 2.2.16 𝑋 = {1,2,3}, 𝐷 = {{1,2}, {1,2,3}} olsun. 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – 

yarılatisidir. Öncelikle 𝑓: 𝑋 → 𝐷 dönüşümlerini bulalım. Bu şekilde oluşturulabilecek 

dönüşümler 

 

𝑓1 = (
1 2 3

{1,2} {1,2} {1,2}
) , 𝑓2 = (

1 2 3
{1} {1,2} {1,2,3}

) 

𝑓3 = (
1 2 3

{1,2} {1,2,3} {1,2}
) , 𝑓4 = (

1 2 3
{1,2} {1,2,3} {1,2,3}

) 

𝑓5 = (
1 2 3

{1,2,3} {1,2} {1,2}
) , 𝑓6 = (

1 2 3
{1,2,3} {1,2} {1,2,3}

) 

𝑓7 = (
1 2 3

{1,2,3} {1,2,3} {1,2}
) , 𝑓8 = (

1 2 3
{1,2,3} {1,2,3} {1,2,3}

) 

 

biçiminde 8 tanedir. O zaman 

 

𝛼𝑓1
= ⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))𝑥∈𝑋 = ({1} × {1,2}) ∪ ({2} × {1,2}) ∪ ({3} × {1,2})

= {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2)}
  

 

olur. Benzer olarak 𝑖 = 2, … ,8 için 𝛼𝑓𝑖
 ler oluşturulur. Buradan 𝐵𝑋(𝐷) = {𝛼𝑓1

, 𝛼𝑓2
, … , 𝛼𝑓8

} 

olarak elde edilir. 

 

2.3. İdempotent ve Regüler Elemanlar 

Tanım 2.3.1 𝜀 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) olsun. Eğer her 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) için 𝛼 ∘ 𝜀 = 𝛼 oluyorsa 𝜀, 𝐵𝑋(𝐷) 

nin sağ birim elemanıdır denir. 

Tanım 2.3.2 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) olsun. Eğer 𝛼 ∘ 𝛼 = 𝛼 oluyorsa 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent 

elemandır denir. 

Tanım 2.3.3 𝛽 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) olsun. Eğer 𝛽 ∘ 𝛿 ∘ 𝛽 = 𝛽 olacak biçimde bir 𝛿 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) 

elemanı varsa 𝛽, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemandır denir. 



 

7 

 

Teorem 2.3.4 𝜀 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) olsun. 𝜀 ikili bağıntısının 𝐵𝑋(𝐷) nin sağ birim elemanı 

olması için gerek ve yeter koşul 𝜀 ikili bağıntısının 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanı ve 𝐷 =

𝑉(𝐷, 𝜀) olmasıdır. 

Teorem 2.3.5 𝛼 ikili bağıntısı 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanı olsun. O zaman 𝑉(𝐷, 𝛼) 

tam 𝑋𝐼 – yarılatisidir. 

Teorem 2.3.6 𝐵𝑋(𝐷) nin sağ birim elemanının var olması için gerek ve yeter koşul 𝐷 

nin tam 𝑋𝐼 – yarılatis olmasıdır. 

Tanım 2.3.7 𝐷′ ve 𝐷′′  birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, 𝜑: 𝐷′ → 𝐷′′  bire-bir dönüşüm 

olsun. Eğer her ∅ ≠ 𝐷1 ⊆ 𝐷′ için 𝜑(⋃ 𝐷1) = ⋃ 𝜑(𝑇′)𝑇′∈𝐷1
 koşulu sağlanıyorsa 𝜑 ye tam 

izomorfizma denir. 

Tanım 2.3.8 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ve 𝜑: 𝑄 → 𝐷′  tam izomorfizma olsun. Eğer aşağıdaki 

koşullar sağlanıyorsa 𝜑 ye tam 𝛼 - izomorfizma denir. 

1) 𝑄 = 𝑉(𝐷, 𝛼) 

2) ∅ ∈ 𝑉(𝐷, 𝛼) için 𝜑(∅) = ∅ ve her 𝑇 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛼) için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇 

Teorem 2.3.9 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun ve 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) için 𝛼 ∘ 𝜎 ∘ 𝛼 =

𝛼 olacak biçimde bir 𝜎 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) var olsun. Eğer 𝐷(𝛼), 𝑉(𝐷, 𝛼) ∖ ∅ yarılatisinin üreteç 

kümesi olmak üzere 𝛼 ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)𝑇∈𝐷(𝛼)  

biçiminde ise 𝑉(𝐷, 𝛼) birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olur. Üstelik 

a) Her 𝑇 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛼) için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇 ve 𝜑(𝑇) = 𝑇𝜎 

b) Her 𝑇 ∈ 𝐷(𝛼) için 𝜑(𝑇) ⊆ ⋃ 𝑌𝑇′
𝛼

𝑇′∈�̈�(𝛼)𝑇
 

c) Her 𝑇 ∈ �̈�(𝛼)𝑇 limit olmayan elemanı için 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅ 

d) Her 𝑇 ∈ �̈�(𝛼)𝑇 limit elemanı için 𝐵(𝑇) = {𝑍 ∈ �̈�(𝛼)𝑇| 𝑌𝑍
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅} olmak 

üzere∪ 𝐵(𝑇) = 𝑇 sağlanır. 

koşullarını sağlayacak biçimde 𝜑: 𝑉(𝐷, 𝛼) → 𝐷′ = {𝑇𝜎|𝑇 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛼)} tam izomorfizması 

vardır. Diğer taraftan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷), 𝑉(𝐷, 𝛼) birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi ve 𝐷′, 𝐷 nin tam 

𝑋 – yarılatisi olsun. Ayrıca 𝜑: 𝑉(𝐷, 𝛼) → 𝐷′ tam izomorfizması (b), (c), (d) koşullarını 

sağlasın. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman olur. 

Teorem 2.3.10 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olmak üzere 𝐷 nin 𝑋𝐼 – 

altyarılatislerinin kümesi ∑(𝐷) ile gösterilsin. O zaman 𝐷′ ∈ ∑(𝐷) için EX
(r)

(𝐷′), 𝐵𝑋(𝐷′) 

nin sağ birim elemanlarının kümesi ve 𝐼𝐷, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanlarının kümesi 

olmak üzere aşağıdakiler doğrudur. 

1) Eğer ∅ ∈ 𝐷 ise ∑ (𝐷)∅ =  {𝐷′ ∈ ∑(𝐷) |∅ ∈ 𝐷′} olmak üzere 
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a) 𝐷′ ≠ 𝐷′′ olacak biçimde 𝐷′, 𝐷′′ ∈ ∑ (𝐷)∅  için EX
(r)(𝐷′) ∩ EX

(r)(𝐷′′) = ∅  

b) 𝐼𝐷 = ⋃ EX
(r)

(𝐷′)
𝐷′∈∑ (𝐷)∅

  

c) 𝑋 sonlu bir küme ise |𝐼𝐷| = ∑ |EX
(r)

(𝐷′)|𝐷′∈∑ (𝐷)∅
 

2) Eğer ∅ ∉ 𝐷 ise 

a) 𝐷′ ≠ 𝐷′′ olacak biçimde 𝐷′, 𝐷′′ ∈ ∑(𝐷) için EX
(r)(𝐷′) ∩ EX

(r)(𝐷′′) = ∅  

b) 𝐼𝐷 = ⋃ EX
(r)

(𝐷′)
𝐷′∈∑(𝐷)

  

c) 𝑋 sonlu bir küme ise |𝐼𝐷| = ∑ |EX
(r)

(𝐷′)|𝐷′∈∑(𝐷)  

Teorem 2.3.11 Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman olması için gerek ve yeter 

koşul 𝑉(𝑋∗, 𝛼) ⊆ 𝑉(𝐷, 𝛼) ve 𝑉(𝐷, 𝛼) nın birleşimlerin tam 𝑋𝐼 – yarılatisi olmasıdır. 

Not 2.3.12 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, 𝐷′, 𝑋 – altyarılatisi ve 𝑄, 𝑋𝐼 – altyarılatisi 

olsun. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) için 

1) 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman. 

2) 𝑄 = 𝑉(𝐷, 𝛼) 

3) 𝜑: 𝑄 → 𝐷′  tam 𝛼 – izomorfizmasıdır ve üstteki teoremin (b), (c), (d) şıklarını 

sağlar. 

koşulları sağlansın. Bu şekildeki 𝛼 elemanlarının kümesi 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) ile gösterilir. Ayrıca  

 

Φ(𝑄, 𝐷′) = {𝜑: 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 → 𝐷′| 𝜑, 𝛼 –  izomorfizması, ∃𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷)}  

Ω(Q) = {𝑄′| 𝑄′, 𝑋𝐼 –  altyarılatis ve 𝑄′den 𝑄 ya bir tam izomorfizma var}  

 

olmak üzere 

 

𝑅(𝑄, 𝐷′) = ⋃ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′)𝜑∈Φ(𝑄,𝐷′)   ve 𝑅(𝐷′) = ⋃ 𝑅𝜑(𝑄′, 𝐷′)𝑄′∈Ω(Q)  

 

biçimindedir. 

Not 2.3.13 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. Eğer ∅ ∈ 𝐷 ise boşkümeyi 

bulunduran 𝑋𝐼 – altyarılatislerinin, ∅ ∉ 𝐷 ise bütün 𝑋𝐼 – altyarılatislerinin kümesi ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  

ile gösterilsin. 𝐷′, 𝐷′′ ∈ ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  ve 𝜗𝑋𝐼 ⊆ ∑ (𝐷)′

𝑋𝐼  × ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  olsun.  𝜗𝑋𝐼 bağıntısı 

𝐷′𝜗𝑋𝐼𝐷′′ ⇔ 𝐷′ 𝑣𝑒 𝐷′′ 𝑎𝑟𝑎𝑠𝚤𝑛𝑑𝑎 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑎𝑚 𝑖𝑧𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚𝑎 𝑣𝑎𝑟.  

biçiminde tanımlansın. 𝜗𝑋𝐼, ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  üzerinde denklik bağıntısıdır ve kümeyi denklik 

sınıflarına ayırır. 
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∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  kümesinin her bir denklik sınıfından bir temsilci seçelim ve bütün temsilcilerin 

kümesini ∑ (𝐷)𝑋𝐼  ile gösterelim. Bu durumda 𝑄 ∈ ∑ (𝐷)𝑋𝐼  için 

 

𝑄𝜗𝑋𝐼 = {𝐷′ ∈ ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼 | 𝑄 𝑖𝑙𝑒 𝐷′ 𝑎𝑟𝑎𝑠𝚤𝑛𝑑𝑎 𝑏𝑖𝑟 𝑡𝑎𝑚 𝑖𝑧𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑧𝑚𝑎 𝑣𝑎𝑟}  

 

olur.  

Bir 𝐷′ ∈ 𝑄𝜗𝑋𝐼 ile tanımlanan 𝐵𝑋(𝐷′) yarıgrubunun sağ birim elemanlarının kümesi 

EX
(r)

(𝐷′) olmak üzere, 𝐵𝑋(𝑄 ) yarıgrubunun idempotent elemanlarının kümesi 

 

𝐼∗(𝑄) = ⋃ EX
(r)

(𝐷′)
𝐷′∈𝑄𝜗𝑋𝐼

  

 

biçimindedir. Ayrıca bir 𝐷′ ∈ 𝑄𝜗𝑋𝐼 ile tanımlanan 𝐵𝑋(𝐷′) yarıgrubunun regüler 

elemanlarının kümesi R(𝐷′) olmak üzere, 𝐵𝑋(𝑄 ) yarıgrubunun regüler elemanlarının 

kümesi 

 

𝑅∗(𝑄) = ⋃ R(𝐷′)
𝐷′∈𝑄𝜗𝑋𝐼

  

 

biçimindedir.  

Lemma 2.3.14 EX
(r)

(Q), 𝐵𝑋(𝑄) nun sağ birim elemanlarının kümesi olmak üzere 

EX
(r)(Q) = 𝑅𝑖𝑑𝜑

(𝑄, 𝑄) dur. 

Lemma 2.3.15 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi, 𝑄, tam 𝑋𝐼 – altyarılatisi ve 𝐷′, tam 

𝑋 – altyarılatisi olsun. O zaman 𝜑 ≠ 𝜓 olacak biçimdeki 𝜑, 𝜓 ∈ Φ(𝑄, 𝐷′) için  

 

𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) ∩ 𝑅𝜓(𝑄, 𝐷′) = ∅  

 

olur. 

Lemma 2.3.16 𝑋 sonlu bir küme, 𝜑 ∈ Φ(𝑄, 𝐷′) ve 𝑄 nun otomorfizmalarının sayısı 

𝑞 olsun O zaman 

 

|𝑅(𝑄, 𝐷′)| = 𝑞 ∙ |𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′)|  

 

olur. 
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Lemma 2.3.17 𝑋 sonlu bir küme, 𝜑 ∈ Φ(𝑄, 𝐷′) ve |Ω(Q)| = 𝑚0 olsun. O zaman 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0 ∙ 𝑞 ∙ |𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′)|  

 

olur. 

Teorem 2.3.18 𝑅, 𝐵𝑋(𝐷 )  nin regüler elemanlarının kümesi olsun. Bu durumda 

aşağıdakiler sağlanır. 

1) 𝐷′ ≠ 𝐷′′ olacak biçimde 𝐷′, 𝐷′′ ∈ ∑ (𝐷)𝑋𝐼  için 𝑅(𝐷′) ∩ 𝑅(𝐷′′) = ∅ dir. 

2) 𝑅 = ⋃ R(𝐷′)
𝐷′∈∑ (𝐷)𝑋𝐼

  

3) 𝑋 sonlu bir küme ise |𝑅| = ∑ |R(𝐷′)|𝐷′∈∑ (𝐷)𝑋𝐼
 

Teorem 2.3.19 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷)  regüler eleman olsun. 𝛼 nın idempotent eleman olması 

için gerek ve yeter koşul her 𝑇 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛼) için 𝜑(𝑇) = 𝑇𝛼 koşulunu sağlayan 𝜑 

dönüşümünün 𝑉(𝐷, 𝛼) nın birim dönüşümü olmasıdır. 

Teorem 2.3.20 𝑄 ∈ ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  için aşağıdakiler sağlanır. 

1) 𝐷′ ≠ 𝐷′′ olacak biçimde 𝐷′, 𝐷′′ ∈ 𝑄𝜗𝑋𝐼 için 𝐼(𝐷′) ∩ 𝐼(𝐷′′) = ∅ dir. 

2) 𝐼∗(𝑄) = ⋃ 𝑅𝑖𝑑
𝐷′ (𝐷′, 𝐷′)

𝐷′∈𝑄𝜗𝑋𝐼

  

3) 𝑋 sonlu bir küme ise |𝐼∗(𝑄)| = ∑ |𝑅𝑖𝑑
𝐷′ (𝐷′, 𝐷′)|𝐷′∈𝑄𝜗𝑋𝐼

 

Teorem 2.3.21 𝐼, 𝐵𝑋(𝐷 )  nin idempotent elemanlarının kümesi olsun. Bu durumda 

aşağıdakiler sağlanır. 

1) 𝐷′ ≠ 𝐷′′ olacak biçimde 𝐷′, 𝐷′′ ∈ ∑ (𝐷)𝑋𝐼  için 𝐼(𝐷′) ∩ 𝐼(𝐷′′) = ∅ dir. 

2) 𝐼 = ⋃ I∗(𝐷′)
𝐷′∈∑ (𝐷)𝑋𝐼

  

3) 𝑋 sonlu bir küme ise |𝐼| = ∑ |I∗(𝐷′)|𝐷′∈∑ (𝐷)𝑋𝐼
 

 

2.4. İdempotent ve Regüler Elemanların Özellikleri 

Bu bölümde ikili bağıntıların tam yarıgruplarının idempotent ve rügüler elemanlarının 

sağlaması gereken özelliklerle ilgili teorem ve sonuçlar verilmiştir. 

Tanım 2.4.1 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi ve 𝐶(𝐷), �̌� kümesinin ayrık 

altkümelerinin bir ailesi olsun. Eğer 

1) ∩ 𝐷 ∈ 𝐶(𝐷) 

2) ∪ 𝐶(𝐷) = �̌� 

3) Her 𝑍 ∈ 𝐷 için, 𝑍 = ⋃ 𝐶𝑍(𝐷) olacak biçimde 𝐶𝑍(𝐷) ⊆ 𝐶(𝐷) vardır. 
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koşulları sağlanıyorsa 𝐶(𝐷) kümesine 𝐷 nin karakteristik ailesi denir. 

Tanım 2.4.2 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi ve 𝐶(𝐷) karakteristik ailesi olsun. Eğer 

her 𝑍 ∈ 𝐷 için, �̂�(𝑍) = 𝐷 ∖ {𝑍′ ∈ 𝐷|𝑍′ ⊆ 𝑍} olmak üzere 

 

𝑍 = (∩ 𝐷) ∪ ⋃ 𝜒(𝑍′)𝑍′∈�̂�(𝑍)   

 

olacak biçimde bir 𝜒: 𝐷 → 𝐶(𝐷) dönüşümü varsa, 𝐷 nin karakteristik dönüşümü vardır 

denir. 

Teorem 2.4.3 𝐷 birleşimlerin sonlu tam 𝑋 – yarılatisi olsun. O zaman 𝐶(𝐷) 

karakteristik ailesi ve  𝜒: 𝐷 → 𝐶(𝐷) karakteristik dönüşümü vardır ve teklikle belirlidir. 

Sonuç 2.4.4 𝐷 birleşimlerin sonlu tam 𝑋 – yarılatisi olsun. O zaman 𝐶(𝐷) karakteristik 

ailesinin eleman sayısı ve 𝐷 nin eleman sayısı eşittir. 

Not 2.4.5 " ≤ " bağıntısı ile kısmi sıralı bir 𝐷𝜉  tam üstyarılatisini alalım.  𝐷𝜉, 𝐷 ∈

∑(𝑋, 𝑚)  yarılatisine izomorf olsun. Bire-bir ve örten bir 𝜒𝜉: 𝐷𝜉 → 𝐶(𝐷𝜉) dönüşümü için 

�̂�𝜉(𝑍) = 𝐷𝜉 ∖ {𝑇 ∈ 𝐷𝜉|𝑍 ≤ 𝑇} olmak üzere, her 𝑍 ∈ 𝐷𝜉 için �̅� = 𝜒𝜉(�̌�𝜉) ∪ ⋃ 𝜒𝜉(𝑇)𝑇∈�̂�𝜉(𝑍)  

şeklinde birleşimler oluşturulsun ve bu şekildeki bütün birleşimlerin kümesi 𝐷′ ile 

gösterilsin.  𝐷′ üzerinde 𝜗 ikili bağıntısı 

 

�̅�𝜗𝑋𝐼𝑍 ′̅ ⇔ �̂�𝜉(𝑍) ⊆ �̂�𝜉(𝑍′)  

 

biçiminde tanımlansın. Bu şekilde tanımlanan 𝜗 ikili bağıntısı 𝐷′ üzerinde kısmi sıralama 

bağıntısıdır. 

Lemma 2.4.6 𝜗 ikili bağıntısı ile kısmi sıralı olan 𝐷′ ile 𝐷𝜉 arasında bir tam 

izomorfizma vardır. 

Tanım 2.4.7 𝐷′ ile 𝐷𝜉 arasında bir tam izomorfizma var olduğundan her 𝑍 ∈ 𝐷𝜉 

elemanı, izomorfizma altındaki görüntülerinden yararlanılarak 𝑍 = 𝜒𝜉(�̌�𝜉) ∪

⋃ 𝜒𝜉(𝑇)𝑇∈�̂�𝜉(𝑍)  biçiminde yazılabilir. Bu eşitliklere 𝐷𝜉 kümesinin formal eşitlikleri denir. 

Tanım 2.4.8 𝑍′ ∈ 𝐷𝜉 ∖ {�̌�𝜉} olsun. Eğer 𝑍′ ∈ �̂�𝜉(𝑇0) ve |�̂�𝜉(𝑇0) ∖ �̂�𝜉(𝑍′)| = 1 

olacak biçimde 𝑇0 ∈ 𝐷𝜉 varsa 𝜒𝜉(𝑍′) ∈ 𝐶(𝐷𝜉) elemanına 𝐷𝜉 nin temel kaynak elemanı 

denir. 
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𝑍′ ∈ 𝐷𝜉 olsun. Eğer 𝜒𝜉(𝑍′) = 𝜒𝜉(�̌�𝜉) veya her 𝑍 ∈ 𝐷𝜉 ve 𝑍′ ∈ �̂�𝜉(𝑍) için  

|�̂�𝜉(𝑇0) ∖ �̂�𝜉(𝑍′)| ≥ 2 ise 𝜒𝜉(𝑍′) ∈ 𝐶(𝐷𝜉) elemanına 𝐷𝜉 nin yardımcı kaynak elemanı 

denir. 

Sonuç 2.4.9 𝐷𝜉 sonlu yarılatis olsun. Eğer 𝑍′ ∈ 𝐷𝜉 elamanını örten sadece bir eleman 

varsa 𝜒𝜉(𝑍′) ∈ 𝐶(𝐷𝜉) elemanı 𝐷𝜉 nin temel kaynak elemanıdır. 

Sonuç 2.4.10 𝐷𝜉 sonlu yarılatis olsun. Eğer 𝑍′ ∈ 𝐷𝜉 elamanını örten elemanların sayısı 

iki veya ikiden büyük ise 𝜒𝜉(𝑍′) ∈ 𝐶(𝐷𝜉) elemanı 𝐷𝜉 nin yardımcı kaynak elemanıdır. 

Not 2.4.11 𝐷𝜉 yarılatisinin temel kaynak elemanları boşkümeden farklıdır. Ayrıca 

𝜒𝜉(�̌�) ∈ 𝐶(𝐷𝜉) her zaman yardımcı kaynak elemanıdır. 

Teorem 2.4.12 𝑋 sonlu bir küme ve |𝑋| = 𝑛 olsun. 𝐷𝜉 ∈ ∑ (𝑋, 𝑚)𝑛  yarılatisinin 

otomorfizmalarının sayısı 𝑞 ve temel kaynak elemanlarının sayısı 𝛿 olmak üzere 

 

|∑ (𝑋, 𝑚)
𝑛

| =
1

𝑞
∑ (∑ (

(−1)𝑝+𝑖+1 ∙ 𝐶𝑚−𝛿
𝑝−𝛿 ∙ 𝐶𝑝

𝛿 ∙ (𝛿!) ∙ ((𝑝 − 𝛿)!) ∙ 𝑖𝑛

(𝑖 − 1)! ∙ (𝑝 − 𝑖 + 1)!
)

𝑝+1

𝑖=1

)

𝑚

𝑝=𝛿

 

 

olur. 

Teorem 2.4.13 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑚 ≥ 1 için 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⊂

⋯ ⊂ 𝑇𝑚  olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – yarılatisini alalım. 𝑄, 𝑋𝐼 – 

yarılatistir. 

Teorem 2.4.14 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olmak üzere 𝑚 ≥ 1 için 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂

𝑇2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚  olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – yarılatisini alalım. Bir 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=0
 ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olsun. 

O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝐷′ ⊆ 𝐷 bir 

altyarılatis olmak üzere, 𝑝 = 0,1, … , 𝑚 − 1 ve 𝑞 = 1,2, … , 𝑚 için 

 

𝜑(𝑇𝑝) ⊆ 𝑌0
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑝
𝛼, 𝑌𝑞

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇𝑞) ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ tam 𝛼 – izomorfizmasının var olmasıdır. 

Sonuç 2.4.15 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olmak üzere 𝑚 ≥ 1 için 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂

𝑇2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚  olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – yarılatisini alalım. Bir 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=0
 ve 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 olsun. 
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O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının sağ birim eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 =

0,1, … , 𝑚 − 1 ve 𝑞 = 1,2, … , 𝑚 için 

 

𝑇𝑝 ⊆ 𝑌0
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑝
𝛼, 𝑌𝑞

𝛼 ∩ 𝑇𝑞 ≠ ∅ 

 

koşullarının sağlanmasıdır. 

Teorem 2.4.16 𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olmak üzere 𝑚 ≥

1 için 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚  olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – 

yarılatisini alalım. Eğer 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑚} ile 𝐷′ = {�̅�0, �̅�1, �̅�2, … , �̅�𝑚} arasında bir tam 

𝛼 – izomorfizması varsa |Ω(𝑄)| = 𝑚0 olmak üzere 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0  ∙ (2|�̅�1∖�̅�2| − 1) ∙ (3|�̅�2∖�̅�1| − 2|�̅�2∖�̅�1|)

⋯ ((𝑚 + 1)|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1| − 𝑚|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1|) ∙  𝑚|𝑋∖�̅�𝑚| 
  

 

olur. 

Sonuç 2.4.17 𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olmak üzere 𝑚 ≥ 1 

için 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚  olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – yarılatisini 

alalım. O zaman 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = (2|𝑇1∖𝑇2| − 1) ∙ (3|𝑇2∖𝑇1| − 2|𝑇2∖𝑇1|)

⋯ ((𝑚 + 1)|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1| − 𝑚|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1|) ∙  𝑚|𝑋∖𝑇𝑚| 
  

 

olur. 

Teorem 2.4.18 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, … , 𝑇𝑗 , … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 3 ve 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 3 için 

 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+1 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+2 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇𝑗+1 ∖ 𝑇𝑗+2 ≠ ∅, 𝑇𝑗+2 ∖ 𝑇𝑗+1 ≠ ∅, 𝑇𝑗+1 ∪ 𝑇𝑗+2 = 𝑇𝑗+3 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatistir. 
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Teorem 2.4.19 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, … , 𝑇𝑗 , … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 3 ve 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 3 için 

 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+1 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+2 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇𝑗+1 ∖ 𝑇𝑗+2 ≠ ∅, 𝑇𝑗+2 ∖ 𝑇𝑗+1 ≠ ∅, 𝑇𝑗+1 ∪ 𝑇𝑗+2 = 𝑇𝑗+3 

 

koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=0
 ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝐷′ ⊆ 𝐷 bir altyarılatis olmak üzere, 𝑝 = 0,1, … , 𝑚 − 1 ve 

𝑞 = 1,2, … , 𝑚, (𝑝 ≠ 𝑗 + 2, 𝑞 ≠ 𝑗 + 3) için 

 

𝜑(𝑇𝑗+1) ∩ 𝜑(𝑇𝑗+2) ⊆ 𝑌0
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑗
𝛼, 𝜑(𝑇𝑗+2) ⊆ 𝑌0

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑗

𝛼 ∪ 𝑌𝑗+2
𝛼  

𝜑(𝑇𝑝) ⊆ 𝑌0
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑝
𝛼, 𝑌𝑞

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇𝑞) ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ tam 𝛼 – izomorfizmasının var olmasıdır. 

Sonuç 2.4.20 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, … , 𝑇𝑗 , … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 3 ve 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 3 için 

 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+1 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+2 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇𝑗+1 ∖ 𝑇𝑗+2 ≠ ∅, 𝑇𝑗+2 ∖ 𝑇𝑗+1 ≠ ∅, 𝑇𝑗+1 ∪ 𝑇𝑗+2 = 𝑇𝑗+3 

 

koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=0
 ve 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının sağ birim eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 = 0,1, … , 𝑚 − 1 ve 𝑞 = 1,2, … , 𝑚, (𝑝 ≠ 𝑗 + 2, 𝑞 ≠ 𝑗 +

3) için 

 

𝑇𝑗+1 ∩ 𝑇𝑗+2 ⊆ 𝑌0
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑗
𝛼, 𝑇𝑗+2 ⊆ 𝑌0

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑗

𝛼 ∪ 𝑌𝑗+2
𝛼  

𝑇𝑝 ⊆ 𝑌0
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑝
𝛼, 𝑌𝑞

𝛼 ∩ 𝑇𝑞 ≠ ∅ 

 

koşullarının sağlanmasıdır. 
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Teorem 2.4.21 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, … , 𝑇𝑗 , … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 3 ve 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 3 için 

 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+1 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+2 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇𝑗+1 ∖ 𝑇𝑗+2 ≠ ∅, 𝑇𝑗+2 ∖ 𝑇𝑗+1 ≠ ∅, 𝑇𝑗+1 ∪ 𝑇𝑗+2 = 𝑇𝑗+3 

 

koşullarını sağlasın. Eğer 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑚} ile 𝐷′ = {�̅�0, �̅�1, �̅�2, … , �̅�𝑚} arasında bir 

tam 𝛼 – izomorfizması varsa |Ω(𝑄)| = 𝑚0 olmak üzere  

a) 𝑗 = 0 ise 

 

|𝑅(𝐷′)| = 2 ∙ 𝑚0  ∙ (2|�̅�1∖�̅�2| − 1) ∙ (2|�̅�2∖�̅�1| − 1) ∙ (5|�̅�4∖�̅�3| − 4|�̅�4∖�̅�3|)

⋯ ((𝑚 + 1)|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1| − 𝑚|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1|) ∙  (𝑚 + 1)|𝑋∖�̅�𝑚| 
  

 

olur. 

b) 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 3 ise 

 

|𝑅(𝐷′)| = 2 ∙ 𝑚0  ∙ (2|�̅�1∖�̅�2| − 1) ⋯ ((𝑗 + 1)|�̅�𝑗−1∖�̅�𝑗−2| − 𝑗|�̅�𝑗−1∖�̅�𝑗−2|)

∙ (𝑗 + 1)|�̅�𝑗+1∩�̅�𝑗+2∖�̅�𝑗| ∙ ((𝑗 + 2)|�̅�𝑗+1∖�̅�𝑗+2| − (𝑗 + 1)|�̅�𝑗+1∖�̅�𝑗+2|)

∙ ((𝑗 + 2)|�̅�𝑗+2∖�̅�𝑗+1| − (𝑗 + 1)|�̅�𝑗+2∖�̅�𝑗+1|)

∙ ((𝑗 + 5)|�̅�𝑗+4∖�̅�𝑗+3| − (𝑗 + 4)|�̅�𝑗+4∖�̅�𝑗+3|)

⋯ ((𝑚 + 1)|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1| − 𝑚|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1|) ∙ (𝑚 + 1)|𝑋∖�̅�𝑚| 

  

 

olur. 

Sonuç 2.4.22 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, … , 𝑇𝑗 , … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 3 ve 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 3 için 

 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+1 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇0 ⊂ 𝑇1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑗 ⊂ 𝑇𝑗+2 ⊂ 𝑇𝑗+3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇𝑗+1 ∖ 𝑇𝑗+2 ≠ ∅, 𝑇𝑗+2 ∖ 𝑇𝑗+1 ≠ ∅, 𝑇𝑗+1 ∪ 𝑇𝑗+2 = 𝑇𝑗+3 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 
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a) 𝑗 = 0 ise 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = (2|𝑇1∖𝑇2| − 1) ∙ (2|𝑇2∖𝑇1| − 1) ∙ (5|𝑇4∖𝑇3| − 4|𝑇4∖𝑇3|)

⋯ ((𝑚 + 1)|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1| − 𝑚|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1|) ∙  (𝑚 + 1)|𝑋∖𝑇𝑚| 
  

 

olur. 

b) 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 3 ise 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = (2|𝑇1∖𝑇2| − 1) ⋯ ((𝑗 + 1)|𝑇𝑗−1∖𝑇𝑗−2| − 𝑗|𝑇𝑗−1∖𝑇𝑗−2|)

∙ (𝑗 + 1)|𝑇𝑗+1∩𝑇𝑗+2∖𝑇𝑗| ∙ ((𝑗 + 2)|𝑇𝑗+1∖𝑇𝑗+2| − (𝑗 + 1)|𝑇𝑗+1∖𝑇𝑗+2|)

∙ ((𝑗 + 2)|𝑇𝑗+2∖𝑇𝑗+1| − (𝑗 + 1)|𝑇𝑗+2∖𝑇𝑗+1|)

∙ ((𝑗 + 5)|𝑇𝑗+4∖𝑇𝑗+3| − (𝑗 + 4)|𝑇𝑗+4∖𝑇𝑗+3|)

⋯ ((𝑚 + 1)|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1| − 𝑚|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1|) ∙ (𝑚 + 1)|𝑋∖𝑇𝑚| 

  

 

olur. 

Teorem 2.4.23 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇5 ∪ 𝑇4 = 𝑇3, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatistir. 

Teorem 2.4.24 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇5 ∪ 𝑇4 = 𝑇3, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 
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koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

6

𝑖=0
 ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝐷′ ⊆ 𝐷 bir altyarılatis olmak üzere 

 

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌6
𝛼, 𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼  

 𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ tam 𝛼 – izomorfizmasının var olmasıdır. 

Sonuç 2.4.25 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇5 ∪ 𝑇4 = 𝑇3, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=0
 ve 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının sağ birim eleman 

olması için gerek ve yeter koşul  

 

𝑇6 ⊆ 𝑌6
𝛼, 𝑇5 ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝑇4 ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 

𝑇2 ⊆ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝑇1 ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼  

 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑇1 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4 ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑇5 ≠ ∅ 

 

koşullarının sağlanmasıdır. 

Teorem 2.4.26 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇5 ∪ 𝑇4 = 𝑇3, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 
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koşullarını sağlasın. Eğer 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} ile 𝐷′ = {�̅�0, �̅�1, �̅�2, �̅�3, �̅�4, �̅�5, �̅�6} 

arasında bir tam 𝛼 – izomorfizması varsa |Ω(𝑄)| = 𝑚0 olmak üzere 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0  ∙ 4 ∙ (2|�̅�5∖�̅�4| − 1) ∙ (2|�̅�4∖�̅�5| − 1) ∙ 4|�̅�2∩�̅�1∖�̅�3|

∙ (5|�̅�2∖�̅�1| − 4|�̅�2∖�̅�1|) ∙ (5|�̅�1∖�̅�2| − 4|�̅�1∖�̅�2|) ∙  7|𝑋∖�̅�0| 
  

 

olur. 

Sonuç 2.4.27 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇5 ∪ 𝑇4 = 𝑇3, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = 4 ∙ (2|𝑇5∖𝑇4| − 1) ∙ (2|𝑇4∖𝑇5| − 1) ∙ 4|𝑇2∩𝑇1∖𝑇3|

∙ (5|𝑇2∖𝑇1| − 4|𝑇2∖𝑇1|) ∙ (5|𝑇1∖𝑇2| − 4|𝑇1∖𝑇2|) ∙  7|𝑋∖𝑇0| 
  

 

olur. 

Teorem 2.4.28 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇6 ∪ 𝑇5 = 𝑇4, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇5 ∖ 𝑇6 ≠ ∅, 𝑇6 ∖ 𝑇5 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatis olması için gerek ve yeter koşul 𝑇6 ∩ 𝑇5 = ∅ 

olmasıdır. 

Teorem 2.4.29 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 
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𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇6 ∪ 𝑇5 = 𝑇4, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇5 ∖ 𝑇6 ≠ ∅, 𝑇6 ∖ 𝑇5 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

6

𝑖=0
 ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝐷′ ⊆ 𝐷 bir altyarılatis olmak üzere 

 

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌6
𝛼, 𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼, 

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼  

 𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠ ∅, 𝑌3
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ tam 𝛼 – izomorfizmasının var olmasıdır. 

Sonuç 2.4.30 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇6 ∪ 𝑇5 = 𝑇4, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇5 ∖ 𝑇6 ≠ ∅, 𝑇6 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 

 

koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=0
 ve 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının sağ birim eleman 

olması için gerek ve yeter koşul  

 

𝑇6 ⊆ 𝑌6
𝛼, 𝑇5 ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝑇3 ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼, 

𝑇2 ⊆ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝑇1 ⊆ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼  

 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑇1 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑌3
𝛼 ∩ 𝑇3 ≠ ∅ 

 

koşullarının sağlanmasıdır. 

Teorem 2.4.31 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 
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𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇6 ∪ 𝑇5 = 𝑇4, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇5 ∖ 𝑇6 ≠ ∅, 𝑇6 ∖ 𝑇5 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. Eğer 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} ile 𝐷′ = {�̅�0, �̅�1, �̅�2, �̅�3, �̅�4, �̅�5, �̅�6} 

arasında bir tam 𝛼 – izomorfizması varsa |Ω(𝑄)| = 𝑚0 olmak üzere 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0  ∙ 4 ∙ (4|�̅�3∖�̅�4| − 3|�̅�3∖�̅�4|) ∙ 4|�̅�2∩�̅�1∖�̅�3|

∙ (5|�̅�2∖�̅�1| − 4|�̅�2∖�̅�1|) ∙ (5|�̅�1∖�̅�2| − 4|�̅�1∖�̅�2|) ∙  7|𝑋∖�̅�0| 
  

 

olur. 

Sonuç 2.4.32 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

tam 𝑋 – yarılatisinin elemanları 

 

𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇5 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇1 ⊂ 𝑇0, 𝑇6 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇0, 

𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇6 ∪ 𝑇5 = 𝑇4, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇5 ∖ 𝑇6 ≠ ∅, 𝑇6 ∖ 𝑇5 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = (4|𝑇3∖𝑇4| − 3|𝑇3∖𝑇4|) ∙ 4|𝑇2∩𝑇1∖𝑇3|

∙ (5|𝑇2∖𝑇1| − 4|𝑇2∖𝑇1|) ∙ (5|𝑇1∖𝑇2| − 4|𝑇1∖𝑇2|) ∙  7|𝑋∖𝑇0| 
  

 

olur. 

Teorem 2.4.33 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑚 ≥ 3 için 𝑇1, 𝑇2 ∉ {∅}, 𝑇2 ∪

𝑇1 = 𝑇3, 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚  olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – yarılatisini 

alalım. O zaman 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatis olması için gerek ve yeter koşul 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ olmasıdır. 

Teorem 2.4.34 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑚 ≥ 3 için 𝑇1, 𝑇2 ∉ {∅}, 𝑇2 ∪

𝑇1 = 𝑇3, 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚 ve 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisini alalım. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=1
 ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman 
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olması için gerek ve yeter koşul 𝐷′ ⊆ 𝐷 bir altyarılatis olmak üzere, 𝑘 = 4,5, … , 𝑚 − 1 ve 

𝑞 = 4,5, … , 𝑚 için 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼, 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2

𝛼, 𝜑(𝑇𝑘) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑘
𝛼, 𝑌𝑞

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇𝑞) ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ tam 𝛼 – izomorfizmasının var olmasıdır. 

Sonuç 2.4.35 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑚 ≥ 3 için 𝑇1, 𝑇2 ∉ {∅}, 𝑇2 ∪

𝑇1 = 𝑇3, 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚 ve 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisini alalım. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=1
 ve 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının sağ birim eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑘 = 4,5, … , 𝑚 − 1 ve 𝑞 = 4,5, … , 𝑚 için 

 

𝑇1 ⊆ 𝑌1
𝛼, 𝑇2 ⊆ 𝑌2

𝛼, 𝑇𝑘 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑘
𝛼, 𝑌𝑞

𝛼 ∩ 𝑇𝑞 ≠ ∅ 

 

koşullarının sağlanmasıdır. 

Teorem 2.4.36 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑚 ≥ 3 için 𝑇1, 𝑇2 ∉ {∅}, 𝑇2 ∪

𝑇1 = 𝑇3, 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚 ve 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisini alalım. Eğer 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} ile 𝐷′ = {�̅�1, �̅�2, �̅�3, … , �̅�𝑚} arasında bir 

tam 𝛼 – izomorfizması varsa |Ω(𝑄)| = 𝑚0 olmak üzere 

 

|𝑅(𝐷′)| = 2 ∙ 𝑚0 ∙ (4|�̅�4∖�̅�3| − 3|�̅�4∖�̅�3|)

⋯ (𝑚|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1| − (𝑚 − 1)|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1|) ∙  𝑚|𝑋∖�̅�𝑚| 
  

 

olur. 

Sonuç 2.4.37 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑚 ≥ 3 için 𝑇1, 𝑇2 ∉ {∅}, 𝑇2 ∪

𝑇1 = 𝑇3, 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚 ve 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅   olacak biçimdeki 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 

𝑋 – yarılatisini alalım. O zaman 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = (4|𝑇4∖𝑇3| − 3|𝑇4∖𝑇3|)

⋯ (𝑚|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1| − (𝑚 − 1)|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1|) ∙  𝑚|𝑋∖𝑇𝑚|
  

 

olur. 
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Teorem 2.4.38 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 

– yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 6 için 

 

 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇6, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatis olması için gerek ve yeter koşul 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ 

olmasıdır. 

Teorem 2.4.39 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 

– yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 6 için 

 

 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇6, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=1
 ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑝 = 6,7, … , 𝑚 − 1 ve 𝑞 = 4,5,7, … , 𝑚 için 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼, 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2

𝛼, 𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 

𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 𝜑(𝑇𝑝) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑝
𝛼,   

 𝑌𝑞
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇𝑞) ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ tam 𝛼 – izomorfizmasının var olmasıdır. 

Sonuç 2.4.40 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – 

yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 6 için 

 

 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇6, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 
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𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. Bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) ikili bağıntısının quasinormal gösterimi 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

𝑚

𝑖=1
 ve 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 ise 𝛼 elemanının sağ birim eleman olması için gerek ve 

yeter koşul  𝑝 = 6,7, … , 𝑚 − 1 ve 𝑞 = 4,5,7, … , 𝑚 için aşağıdakilerin sağlanmasıdır. 

 

𝑇1 ⊆ 𝑌1
𝛼, 𝑇2 ⊆ 𝑌2

𝛼, 𝑇4 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 

𝑇5 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 𝑇𝑝 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ ⋯ ∪ 𝑌𝑝
𝛼,  𝑌𝑞

𝛼 ∩ 𝑇𝑞 ≠ ∅  

 

Teorem 2.4.41 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 

– yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 6 için 

 

 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇6, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. Eğer 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} ile 𝐷′ = {�̅�1, �̅�2, �̅�3, … , �̅�𝑚} arasında bir 

tam 𝛼 – izomorfizması varsa |Ω(𝑄)| = 𝑚0 olmak üzere 

 

|𝑅(𝐷′)| = 4 ∙ 𝑚0 ∙ 3|�̅�4∩�̅�5∖�̅�3| ∙ (4|�̅�4∖�̅�5| − 3|�̅�4∖�̅�5|) ∙ (4|�̅�5∖�̅�4| − 3|�̅�5∖�̅�4|)

∙ (7|�̅�7∖�̅�6| − 6|�̅�7∖�̅�6|) ⋯ (𝑚|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1| − (𝑚 − 1)|�̅�𝑚∖�̅�𝑚−1|) ∙  𝑚|𝑋∖�̅�𝑚| 
  

 

olur. 

Sonuç 2.4.42 𝐷 birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi olsun. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, … , 𝑇𝑚} tam 𝑋 – 

yarılatisinin elemanları, 𝑚 ≥ 6 için 

 

 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑇𝑚, 

 𝑇2 ∪ 𝑇1 = 𝑇0, 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇6, 𝑇1 ∖ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2 ∖ 𝑇1 ≠ ∅, 

𝑇4 ∖ 𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5 ∖ 𝑇4 ≠ ∅ 

 

koşullarını sağlasın. O zaman 
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|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = 3|𝑇4∩𝑇5∖𝑇3| ∙ (4|𝑇4∖𝑇5| − 3|𝑇4∖𝑇5|) ∙ (4|𝑇5∖𝑇4| − 3|𝑇5∖𝑇4|)

(7|𝑇7∖𝑇6| − 6|𝑇7∖𝑇6|) ⋯ (𝑚|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1| − (𝑚 − 1)|𝑇𝑚∖𝑇𝑚−1|) ∙  𝑚|𝑋∖𝑇𝑚|
  

 

olur.  
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BÖLÜM 3                                                                                                                                   

ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

 

3.1. ∑ (𝑿, 𝟗)𝟑  sınıfı 

X  boş olmayan bir küme,  87654321 ,,,,,,,, ZZZZZZZZDD


 , X ’in alt 

kümelerinden oluşan ve elemanları aşağıdaki koşulları sağlayan bir üst yarılatis olsun. 

 

DZZZZZDZZZZZ

DZZZZZDZZZZZ

DZZZZZDZZZZZ

DZZZZZDZZZZZ









2356823467

1356813468

2356723467

1356713467

,

,

,

,









 

8Z \ 7Z , 7Z \ 8Z , 2Z \ 1Z , 1Z \ 2Z , 5Z \ 4Z , 4Z \ 5Z  

 

D  kümelerdeki birleşme işlemine göre kapalı olduğundan tam X -yarılatisdir ve en 

büyük elemanı D dır. D  nin diyagramı Şekil 3.1’de verilmiştir.  

 

 

Şekil 3.1. D  nin diyagramı 

 

876543210 ,,,,,,,, PPPPPPPPP  kümeleri D  nın ikişer ikişer ayrık alt kümeleri olmak 

üzere D  nin  

 

 876543210 ,,,,,,,,)( PPPPPPPPPDC   
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karakteristik kümeler ailesini ve 

0)(),8,,2,1()(),(: PDiPZDCD ii 


   

 

biçiminde tanımlanan karakteristik dönüşümünü alalım. Teorem 2.4.3’den  bu şekilde 

tanımlı )(DC  ve   vardır ve teklikle belirlidir. Buradan Lemma 2.4.6’dan   nın bir tam 

izomorfizma olduğu kullanılırsa, D  nin her bir Z elemanı, DZD )(


\ TZDT  |  

olmak üzere 

 

 



)(

0

)(

)()()(
ZDTZDT

TPTDZ


   

 

biçiminde yazılabilir. Buradan 

 

DDD )(


\  DZDDZ 


| \   87654321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 1


\  DZZDZ  1| \   87654321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 2


\  DZZDZ  2| \   87654312 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 3


\  DZZDZ  3| \   87654321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 4


\  DZZDZ  4| \   87654321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 5


\  DZZDZ  5| \   87645321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 6


\  DZZDZ  6| \   87654321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 7


\  DZZDZ  7| \   87654321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

DZD )( 8


\  DZZDZ  8| \   78654321 ,,,,,,, ZZZZZZZZD 


 

 

olduğu kullanılırsa D  nin her bir elemanı için 
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 708

807

8706

876405

876504

8765403

876543102

876543201

876543210

PPZ

PPZ

PPPZ

PPPPPZ

PPPPPZ

PPPPPPZ

PPPPPPPPZ

PPPPPPPPZ

PPPPPPPPPD




















    (3.1) 

 

eşitlikleri yazılabilir. Burada Sonuç 2.4.9’dan 875421 ,,,,, PPPPPP  kümeleri D  nin temel 

kaynak elemanlarıdır ve her biri boş kümeden farklıdır. Sonuç 2.4.10’dan 63 , PP  kümeleri 

yardımcı kaynak elemanlarıdır ve boş küme olabilirler. Ayrıca 0P  kümesi de yardımcı 

kaynak elemanı olduğundan boş küme olabilir. Buradan XDP
i







0

0  olduğu dikkate 

alınırsa, boş kümeden farklı 6 temel kaynak elemanı var olduğundan 6X  dır. 

Şimdi X  sonlu bir küme olduğunda altkümelerinden kaç tanesinin bu diyagramı 

verdiğini hesaplayalım. Bunun için D ’ye tam izomorf olan tam X - yarılatislerinin 

kümesini 3
)9,(X  ile gösterelim. nX   olsun. Öncelikle D ’nin otomorfizmleri bulalım. 

D  nin otomorfizmleri  

 

𝑖𝑑𝐷 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

),  𝜏1 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍2𝑍1𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

) 

𝜏2 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍5𝑍4𝑍6𝑍7𝑍8

),  𝜏3 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍8𝑍7

)  

𝜏4 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍2𝑍1𝑍3𝑍5𝑍4𝑍6𝑍7𝑍8

),  𝜏5 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍2𝑍1𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍8𝑍7

)  

𝜏6 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍5𝑍4𝑍6𝑍8𝑍7

),  𝜏7 = (
�̌�𝑍1𝑍2𝑍3𝑍4𝑍5𝑍6𝑍7𝑍8

�̌�𝑍2𝑍1𝑍3𝑍5𝑍4𝑍6𝑍8𝑍7

)  

 

biçiminde olup 8q  tanedir. Ayrıca temel kaynak elemanlarının sayısı 6 , 9 mD  

ve 
)!(!

!

kjk

j
C k

j


  dir. Buradan Teorem 2.4.12’den  
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|∑ (𝑋, 𝑚)
𝑛

| =
1

𝑞
∑ (∑ (

(−1)𝑝+𝑖+1 ∙ 𝐶𝑚−𝛿
𝑝−𝛿 ∙ 𝐶𝑝

𝛿 ∙ (𝛿!) ∙ ((𝑝 − 𝛿)!) ∙ 𝑖𝑛

(𝑖 − 1)! ∙ (𝑝 − 𝑖 + 1)!
)

𝑝+1

𝑖=1

)

𝑚

𝑝=𝛿

 

 

olduğu kullanılarak gerekli hesaplamalar yapıldığında, 3
)9,(X  kümesinin eleman sayısı 

 

|∑ (𝑋, 9)
3

| =
1

8
(4𝑛 − 6. 5𝑛 + 15. 6𝑛 − 20. 7𝑛 + 15. 8𝑛 − 6. 9𝑛 + 10𝑛) 

 

olarak bulunur.  

Şimdi D ’nin tam X - alt yarılatislerini bulalım. D ’nin X - alt yarılatislerinin 

diyagramları aşağıda verilmiştir. 

 

 

Şekil 3.2. D ’nin X - alt yarılatislerinin diyagramları 

 

Lemma 3.1.1 Şekil 3.2’de diyagramları verilen D  nin X - alt yarılatislerinden, tam 

X - alt yarılatis olanlar aşağıda verilenlerdir. 

 

1) {�̌�}, {𝑍1}, {𝑍2}, {𝑍3}, {𝑍4}, {𝑍5}, {𝑍6}, {𝑍7}, {𝑍8} 

2) {𝑍3, 𝑍1}, {𝑍3, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍1}, {𝑍4, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍3}, {𝑍5, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍1}, 

{𝑍6, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍4}, {𝑍7, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍6}, {𝑍1, �̌�}, {𝑍2, �̌�}, {𝑍3, �̌�}, {𝑍4, �̌�}, {𝑍5, �̌�}, {𝑍6, �̌�},  

{𝑍7, �̌�}, {𝑍8, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4}, {𝑍7, 𝑍6}, {𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍4}  

3) {𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, 
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{𝑍7, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍2},  

{𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍1},  

{𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍4, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3}  

4) {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}  

5) {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}  
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{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

6) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

7) {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

8) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, 

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}  

9) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

10) {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

 {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

{𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

11) {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

12) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

13) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}  

14) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

15) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

16) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

17) {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6}, {𝑍2, 𝑍1, �̌�} 
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18) {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4}, 

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍2}  

19) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1},  

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, 

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

20) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, 

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�} 

21) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, 

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�} 

22) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3} 

23) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�} 

24) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�} 

25) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

26) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

27) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

 

İspat: 𝐷’nin altkümelerinden tam 𝑋 - altyarılatis olanlar kümelerdeki birleşim 

işlemine kapalı olanlardır. 3 elemanlı altkümelerini ele alalım. |𝐷| = 9 olduğundan 3 

elemanlı altkümelerinin sayısı 84 tanedir. Bu kümelerden yukarıda 3 ve 17 numarada verilen 

66 tane altküme, birleşim işlemine kapalı olduğundan tam 𝑋 – altyarılatisdir. Ancak 

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍1}, {𝑍3, 𝑍2, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4}, {𝑍8, 𝑍7, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍4}, 

{𝑍5, 𝑍4, �̌�}, {𝑍5, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4}, {𝑍8, 𝑍2, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍2, 𝑍1}, 

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍2, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍2, 𝑍1}, {𝑍4, 𝑍2, 𝑍1} 

kümeleri birleşim işlemine kapalı olmadığından tam 𝑋 – altyarılatis değildir. Benzer olarak 

diğer altkümelerin tam  𝑋 – altyarılatis olduğu da gösterilebilir. 
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𝐵𝑋(𝐷) nin sağ birim elemanları, idempotent ve regüler elemanları 𝐷 nin tam  𝑋𝐼 – 

yarılatis olması kullanılarak bulunacaktır. Bu yüzden öncelikle 𝐷 nin hangi koşullar altında 

𝑋𝐼 – yarılatis olduğunu inceleyelim. 

Lemma 3.1.2 𝐷 = {�̌�, 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍6, 𝑍7, 𝑍8} tam 𝑋 – yarılatisinin, tam 𝑋𝐼 – 

yarılatis olması için gerek ve yeter koşul 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ olmasıdır. 

İspat: Öncelikle her 𝑡 ∈ �̌� için 𝐷𝑡 kümesini belirleyelim. �̌� = 𝑃0 ∪ 𝑃1 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃3 ∪

𝑃4 ∪ 𝑃5 ∪ 𝑃6 ∪ 𝑃7 ∪ 𝑃8 biçiminde ayrık kümelerin bileşiminden oluştuğu için, her bir 𝑡 ∈ �̌� 

elemanı bu kümelerin sadece bir tanesinin elemanıdır. Böylece (3.1) eşitliğinden 

yararlanılarak 

 

𝑡 ∈ 𝑃0  ise 𝐷𝑡 = 𝐷 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise 𝐷𝑡 = {𝑍2, �̌�} 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise 𝐷𝑡 = {𝑍1, �̌�} 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise 𝐷𝑡 = {𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise 𝐷𝑡 = {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise 𝐷𝑡 = {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise 𝐷𝑡 = {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise 𝐷𝑡 = {𝑍8, 𝑍6𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise 𝐷𝑡 = {𝑍7, 𝑍6𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

 

olur. Bu eşitliklerden yararlanılarak her bir 𝐷𝑡 kümesinin 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡) ile gösterilen alt 

sınırlarının kümesi 

 

𝑡 ∈ 𝑃0  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = ∅ 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2} 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1} 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3} 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5} 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4} 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6} 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍8} 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = {𝑍7} 
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biçiminde elde edilir. O zaman her bir 𝐷𝑡 kümesinin, Λ(𝐷, 𝐷𝑡) =∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡) biçimindeki en 

büyük alt sınırlarının kümesi  

 

𝑡 ∈ 𝑃0  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = ∅ 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍2 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍1 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍3  

𝑡 ∈ 𝑃4  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍5       (3.2) 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍4 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍6 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍8 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡)  = 𝑍7 

 

olarak bulunur. 

𝐷,  𝑋𝐼 – yarılatis olsun. O zaman her 𝑡 ∈ �̌� için  Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ 𝐷 koşulu sağlanır. Ancak 

eşitlik (3.2) den 𝑡 ∈ 𝑃0 olursa ∪ 𝑁(𝐷, 𝐷𝑡) = ∅ ∉ 𝐷 olduğu görülmektedir. O halde 𝑃0 = ∅ 

dir. Buradan 𝑃7 ve 𝑃8 ayrık kümeler olduğundan eşitlik (3.1) deki 𝑍7 = 𝑃8 ∪ 𝑃0 ve 𝑍8 =

𝑃7 ∪ 𝑃0 eşitlikleri kullanılırsa 𝑍8 ∩ 𝑍7 = 𝑃7 ∩ 𝑃8 = ∅ elde edilir. 

Tersine 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ olsun. O zaman 𝑃0 = ∅ olur ve her 𝑡 ∈ �̌� için  Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ 𝐷 

koşulu sağlanır. Diğer yandan eşitlik (3.2) den 

 

𝑡 ∈ 𝑍8 = 𝑃7 ⇒ 𝑍8 = Λ(𝐷, 𝐷𝑡)  

𝑡 ∈ 𝑍7 = 𝑃8 ⇒ 𝑍7 = Λ(𝐷, 𝐷𝑡)  

𝑡 ∈ 𝑍6 = 𝑃8 ∪ 𝑃7 ⇒ Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ {𝑍8, 𝑍7}

⇒ 𝑍6 = 𝑍8 ∪ 𝑍7 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈𝑍6

  

𝑡 ∈ 𝑍5 = 𝑃8 ∪ 𝑃7 ∪ 𝑃6 ∪ 𝑃4 ⇒ Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5}

⇒ 𝑍5 = 𝑍8 ∪ 𝑍7 ∪ 𝑍6 ∪ 𝑍5 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈𝑍5

  

𝑡 ∈ 𝑍4 = 𝑃8 ∪ 𝑃7 ∪ 𝑃6 ∪ 𝑃5 ⇒ Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4}

⇒ 𝑍4 = 𝑍8 ∪ 𝑍7 ∪ 𝑍6 ∪ 𝑍4 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈𝑍4

  

𝑡 ∈ 𝑍3 = 𝑃5 ∪ 𝑃4 ⇒ Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ {𝑍5, 𝑍4}

⇒ 𝑍3 = 𝑍5 ∪ 𝑍4 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈𝑍3

  

𝑡 ∈ 𝑍2 = 𝑃8 ∪ ⋯ ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}

⇒ 𝑍5 = 𝑍8 ∪ ⋯ ∪ 𝑍3 ∪ 𝑍1 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈𝑍2
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𝑡 ∈ 𝑍1 = 𝑃8 ∪ ⋯ ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃2 ⇒ Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}

⇒ 𝑍5 = 𝑍8 ∪ ⋯ ∪ 𝑍3 ∪ 𝑍2 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈𝑍1

  

𝑡 ∈ �̌� = 𝑃2 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝐷, 𝐷𝑡) ∈ {𝑍2, 𝑍1}

⇒ �̌� = 𝑍2 ∪ 𝑍1 = ⋃ Λ(𝐷, 𝐷𝑡)𝑡∈�̌�

  

 

elde edilir. Böylece Tanım 2.2.12’den 𝐷,  𝑋𝐼 – yarılatistir. 

Şimdi 𝐷 tam 𝑋𝐼 - yarılatisini  

 

𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8 ⊂ 𝑇9, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8 ⊂ 𝑇9,  

𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇9, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇9,  

𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8 ⊂ 𝑇9, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8 ⊂ 𝑇9,  

𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇9, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇9,  

𝑇1\𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2\𝑇1 ≠ ∅, 𝑇4\𝑇5 ≠ ∅, 𝑇5\𝑇4 ≠ ∅, 𝑇7\𝑇8 ≠ ∅, 𝑇8\𝑇7 ≠ ∅,  

𝑇1 ∪ 𝑇2 = 𝑇3, 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇6, 𝑇7 ∪ 𝑇8 = 𝑇9   

 

olmak üzere 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8, 𝑇9} biçiminde gösterelim. 

Öncelikle 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulunu sağlayan ve 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

9

𝑖=1
 quasinormal 

gösterime sahip olan bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) reguler elemanının özelliklerini belirleyelim. 

Lemma 3.1.3 𝑄 nun  𝐺 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} üreteç kümesini alalım. O 

zaman 𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7, 𝑇8 elemanları sırasıyla �̈�𝑇1
, �̈�𝑇2

, �̈�𝑇4
, �̈�𝑇5

, �̈�𝑇7
, �̈�𝑇8

 kümelerinin limit 

olmayan elemanlarıdır ve 𝑇3, 𝑇6  elemanları sırasıyla �̈�𝑇3
, �̈�𝑇6

 kümelerinin limit 

elemanlarıdır. 

İspat: 𝑖 = 1,2, … ,8 için �̈�𝑇𝑖
 kümeleri 

 

�̈�𝑇1
= {𝑇1}  

�̈�𝑇2
= {𝑇2}  

�̈�𝑇3
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3}  

�̈�𝑇4
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4}  

�̈�𝑇5
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇5}  

�̈�𝑇6
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}  

�̈�𝑇7
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7}  

�̈�𝑇8
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇8}  
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şeklindedir. Buradan 

 

𝑇1\𝑙(�̈�𝑇1
, 𝑇1) = 𝑇1\∪ (�̈�𝑇1

, {𝑇1}) = 𝑇1\∅ = 𝑇1 ≠ ∅  

𝑇2\𝑙(�̈�𝑇2
, 𝑇2) = 𝑇2\∪ (�̈�𝑇2

, {𝑇2}) = 𝑇2\∅ = 𝑇2 ≠ ∅   

𝑇3\𝑙(�̈�𝑇3
, 𝑇3) = 𝑇3\∪ (�̈�𝑇3

, {𝑇3}) = 𝑇3\𝑇3 = ∅  

𝑇4\𝑙(�̈�𝑇4
, 𝑇4) = 𝑇4\∪ (�̈�𝑇4

, {𝑇4}) = 𝑇4\𝑇3 ≠ ∅  

𝑇5\𝑙(�̈�𝑇5
, 𝑇5) = 𝑇5\∪ (�̈�𝑇5

, {𝑇5}) = 𝑇5\𝑇3 ≠ ∅  

𝑇6\𝑙(�̈�𝑇6
, 𝑇6) = 𝑇6\∪ (�̈�𝑇6

, {𝑇6}) = 𝑇6\𝑇6 = ∅  

𝑇7\𝑙(�̈�𝑇7
, 𝑇7) = 𝑇7\∪ (�̈�𝑇7

, {𝑇7}) = 𝑇7\𝑇6 ≠ ∅  

𝑇8\𝑙(�̈�𝑇8
, 𝑇8) = 𝑇8\∪ (�̈�𝑇8

, {𝑇8}) = 𝑇8\𝑇6 ≠ ∅  

 

elde edilir. O halde 𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7, 𝑇8 elemanları sırasıyla �̈�𝑇1
, �̈�𝑇2

, �̈�𝑇4
, �̈�𝑇5

, �̈�𝑇7
, �̈�𝑇8

 

kümelerinin limit olmayan elemanlarıdır ve 𝑇3, 𝑇6  elemanları sırasıyla �̈�𝑇3
, �̈�𝑇6

 kümelerinin 

limit elemanlarıdır. 

Teorem 3.1.4 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulu sağlansın ve 𝛼 nın quasinormal 

gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

9

𝑖=1
 olsun. Bu durumda 𝛼 nın 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanı olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑄’dan 𝐷’nin bir 𝐷′ alt yarılatisine 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  

𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼,   

𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼,  

𝜑(𝑇7) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ,   

𝜑(𝑇8) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌8
𝛼 ,   

 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅  

𝑌7
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇7) ≠ ∅, 𝑌8

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇8) ≠ ∅  

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑  tam  𝛼 – izomorfizmasının  var olmasıdır. 

İspat: 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman olsun. 𝑄 tam 𝑋𝐼 – yarılatis ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 

olduğundan 𝑉(𝐷, 𝛼) tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. O zaman Teorem 2.3.9’dan 𝑄’dan 𝐷’nin 𝐷′ alt 

yarılatisine bir 𝜑  tam izomorfizma vardır. Ayrıca yine aynı teoremden dolayı her 𝑇 ∈
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𝑉(𝐷, 𝛼) için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇  sağlandığından  𝜑  tam 𝛼 – izomorfizmasıdır.   Teorem 2.3.9 b) 

şıkkı uygulanırsa 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  

𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,   

𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼,   

𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼,   

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝜑(𝑇7) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ,   

𝜑(𝑇8) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌8
𝛼  

 

elde edilir. Bu denklemlerden 𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ve 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2

𝛼 kullanılarak 

 

𝜑(𝑇3) ⊆ 𝜑(𝑇3) ∪ 𝑌3
𝛼 = 𝜑(𝑇1 ∪ 𝑇2) ∪ 𝑌3

𝛼 = 𝜑(𝑇1) ∪ 𝜑(𝑇2) ∪ 𝑌3
𝛼

⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼   

 

elde edilebilir. O yüzden  𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼   koşulunu yazmaya gerek yoktur. Benzer 

olarak 𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ve 𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 koşulları kullanılarak 

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 elde edilebilir. Bu koşulu yazmaya da gerek 

yoktur. Ayrıca Lemma 3.1.3’den 𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7, 𝑇78 elemanlarının limit olmayan elemanlar 

oldukları göz önüne alınırsa Teorem 2.3.9 c) şıkkından 

 

𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅  

𝑌7
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇7) ≠ ∅, 𝑌8

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇8) ≠ ∅  

 

olur.  𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 olduğundan  𝑌1

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅ ve 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2
𝛼 olduğundan 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠

∅ her zaman sağlanacaktır. O yüzden bu koşulları yazmaya gerek yoktur. O halde verilen 

koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması vardır. 

Tersine 𝑄’dan 𝐷’nin 𝐷′ alt yarılatisine verilen koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – 

izomorfizması var olsun. 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olduğundan  𝑉(𝐷, 𝛼) tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. O zaman 

Teorem 2.3.9 a) - c) şıkları sağlanır. Şimdi Lemma 3.1.3’den 𝑇3 elemanının �̈�𝑇3
 kümesinin 



 

37 

 

limit elemanı olduğunu kullanarak 𝐵(𝑇3) = {𝑍 ∈ �̈�𝑇3
 |𝑌𝑍

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅} kümesini 

oluşturalım. Eğer 𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) = ∅ ise 

 

𝜑(𝑇3) = 𝜑(𝑇1) ∪ 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼  

olur. Böylece 𝜑(𝑇1) ⊆ 𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌2
𝛼 elde edilir. Ancak bu sonuç 𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1

𝛼 olmasıyla 

çelişir. O halde 𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅ olduğundan 𝑇1 ∈ 𝐵(𝑇3) dir. Benzer olarak eğer 𝑌2

𝛼 ∩

𝜑(𝑇3) = ∅ ise 

 

𝜑(𝑇3) = 𝜑(𝑇1) ∪ 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼  

 

olur. Böylece 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 elde edilir. Ancak bu sonuç 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2

𝛼 olmasıyla 

çelişir. O halde 𝑌2
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅ olduğundan 𝑇2 ∈ 𝐵(𝑇3) dir. Bulunan sonuçlar kullanılarak 

∪ 𝐵(𝑇3) = 𝑇1 ∪ 𝑇2 = 𝑇3 yazılabilir. 

Benzer olarak 𝑇6 elemanının �̈�𝑇6
 kümesinin limit elemanı olduğunu kullanarak 

𝐵(𝑇6) = {𝑍 ∈ �̈�𝑇6
 |𝑌𝑍

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇6) ≠ ∅} kümesi oluşturulursa ∪ 𝐵(𝑇6) = 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇6 

yazılabilir. 

O halde Teorem 2.3.9’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler elemandır. 

Sonuç 3.1.5 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulu sağlansın ve 𝛼’nın quasinormal 

gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

9

𝑖=1
 olsun. Bu durumda 𝛼’nın 𝐵𝑋(𝐷)’nin regüler elemanı olması 

için gerek ve yeter koşul  

 

𝑇1 ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝑇2 ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  

𝑇4 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ,   

𝑇5 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼,  

𝑇7 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ,   

𝑇8 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌8
𝛼 ,   

 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4 ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑇5 ≠ ∅  

𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7 ≠ ∅, 𝑌8

𝛼 ∩ 𝑇8 ≠ ∅  

 

koşullarının sağlanmasıdır. 
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İspat: 𝛼 sağ birim elemanı olsun. O zaman 𝛼 aynı zamanda regüler ve idempotent 

elemandır. Teorem 3.1.4’deki koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması vardır. 

Teorem 2.3.19’dan 𝜑’nin 𝑉(𝐷, 𝛼) nın birim dönüşümü olduğu kullanılarak istenilen elde 

edilir. Tersine verilen koşulları sağlansın. O zaman 𝑉(𝐷, 𝛼)’nın birim dönüşümü olarak 

alınan 𝜑, Teorem 3.1.4’deki koşulları sağlamış olur. Böylece 𝛼 regüler elemandır. Teorem 

2.3.19’dan 𝛼 idempotent elemandır. Ayrıca 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması birim dönüşüm 

olduğundan her 𝑇 ∈ 𝑄 için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇𝛼 = 𝑇 olur. O halde 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 dur. Teorem 

2.3.4’den 𝛼, 𝐵𝑋(𝑄) nin sağ birim elemanıdır. 

Şimdi 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8, 𝑇9} tam 𝑋𝐼 – yarılatisi için Teorem 3.1.4’de 

verilen koşulları sağlayan  𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) reguler elemanlarının sayısını hesaplayalım. 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷), 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulunu sağlayan ve 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

9

𝑖=1
 quasinormal 

gösterime sahip olan bir regüler eleman olsun. O zaman 𝑄’dan 𝐷′ =

{𝜑(𝑇1), 𝜑(𝑇2), … , 𝜑(𝑇9)} kümesine Teorem 3.1.4’ün koşullarını sağlayan bir 𝜑 tam 𝛼 - 

izomorfizması vardır. Yani 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 𝑖 = 1,2, … .9 için 𝜑(𝑇𝑖) = 𝑇�̅� ile gösterelim. 

Bu durumda 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅, 𝑇9̅} kümesinin diyagramı aşağıdaki 

biçimdedir. 

 

 

Şekil 3.3. 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅, 𝑇9̅} kümesinin diyagramı 

 

Üstelik 

 

𝑇1̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝑇2̅ ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  

𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ,   

𝑇5̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼,   
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𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ,   

𝑇8̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌8
𝛼 ,   

 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4̅ ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑇5̅ ≠ ∅, 𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅, 𝑌8

𝛼 ∩ 𝑇8̅ ≠ ∅ 

 

koşulları sağlanır.  

Ayrıca eşitlik (3.2)’deki formal eşitliklerden yararlanarak 

 

𝑃1 = 𝑇2, 𝑃2 = 𝑇1, 𝑃3 = (𝑇5 ∩ 𝑇4) ∖ 𝑇3 , 𝑃4 = 𝑇5 ∖ 𝑇4, 𝑃5 = 𝑇4 ∖ 𝑇5    

𝑃6 = (𝑇8 ∩ 𝑇7) ∖ 𝑇6, 𝑃7 = 𝑇8 ∖ 𝑇7, 𝑃8 = 𝑇7 ∖ 𝑇8   

 

yazılabilir. 𝑖 = 1,2, … ,9 olmak üzere 𝑃𝑖 kümeleri ayrık kümelerdir ve ⋃ 𝑃𝑖
9

𝑖=1
= 𝑇9    dir. 

Böylece 

 

{𝑇1, 𝑇2, (𝑇5 ∩ 𝑇4) ∖ 𝑇3, 𝑇5 ∖ 𝑇4, 𝑇4 ∖ 𝑇5 , (𝑇8 ∩ 𝑇7) ∖ 𝑇6, 𝑇8 ∖ 𝑇7, 𝑇7 ∖ 𝑇8 , 𝑋 ∖ 𝑇9}  

 

kümesi 𝑋’in bir parçalanışıdır. Dolayısıyla bu kümelerin tam 𝛼 - izomorfizması altındaki 

görüntülerinden oluşan 

 

 {𝑇1̅, 𝑇2̅, (𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅, 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ , (𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅, 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ , 𝑋 ∖ 𝑇9̅} 

 

kümesi de 𝑋’in bir parçalanışı olur. 

Lemma 3.1.6 Her 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) için 𝑇1̅, 𝑇2̅, (𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅, 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ , (𝑇8̅ ∩

𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅, 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ , 𝑋 ∖ 𝑇9̅ kümeleri üzerinde tanımlı bir ayrık dönüşüm sistemi 

vardır. Üstelik farklı ikili bağıntıların ayrık dönüşüm sistemleri birbirinden farklıdır. 

İspat: 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) olmak üzere her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑓𝛼(𝑡) = 𝑡𝛼 biçiminde tanımlanan  

𝑓𝛼: 𝑋 → 𝐷 dönüşümünü alalım. 𝑓𝛼 dönüşümü sırasıyla 𝑇1̅, 𝑇2̅, (𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅, 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅, 𝑇4̅ ∖

𝑇5̅ , (𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅, 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ , 𝑋 ∖ 𝑇9̅ kümeleri üzerinde 𝑓1𝛼 , 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 , 

𝑓8𝛼 , 𝑓9𝛼 , olarak kısıtlansın. Şimdi 𝑖 = 1,2, … ,9 için 𝑌𝑖
𝛼 kümelerinden yararlanarak bu 

dönüşümlerin özelliklerini belirleyelim. 

𝑡 ∈ 𝑇1̅ olsun. O zaman 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛼  dır. Böylece 𝑡𝛼 = 𝑇1 olduğu elde edilir. O halde her 𝑡 ∈

𝑇1̅ için 𝑓1𝛼(𝑡) = 𝑇1 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇2̅ olsun. O zaman 𝑡 ∈ 𝑌2
𝛼 dır. Böylece 𝑡𝛼 = 𝑇2 olduğu elde edilir. O halde her 

𝑡 ∈ 𝑇2̅ için 𝑓2𝛼(𝑡) = 𝑇2 dir. 
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𝑡 ∈ (𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅ olsun. Buradan (𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 olduğu kullanılırsa 

𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} elde edilir. O halde her 𝑡 ∈ (𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅ için 𝑓3𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} dir.  

𝑡 ∈ 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅ olsun. Buradan (𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅) ⊆ 𝑇5̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 olduğu kullanılırsa 

𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇5} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅ için 𝑓4𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇5} olur. 

Ayrıca 𝑌5
𝛼 ∩ 𝑇5̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡5 ∈ 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑇5̅ vardır. Bu ise 𝑡5𝛼 = 𝑇5 ve 𝑡5 ∈

𝑇5̅ demektir. Eğer 𝑡5 ∈ 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼   ise 𝑡5𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} olur. Ancak bu 

sonuç 𝑡5𝛼 = 𝑇5 olmasıyla çelişir. O halde en az bir 𝑡5 ∈ 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅ için 𝑓4𝛼(𝑡5) = 𝑇5 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ olsun. Buradan (𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅) ⊆ 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 olduğu kullanılırsa 

𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ için 𝑓5𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} olur. 

Ayrıca 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡4 ∈ 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑇4̅ vardır. Bu ise 𝑡4𝛼 = 𝑇4 ve 𝑡4 ∈

𝑇4̅ demektir. Eğer 𝑡4 ∈ 𝑇5̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼   ise 𝑡4𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇5} olur. Ancak bu 

sonuç 𝑡4𝛼 = 𝑇4 olmasıyla çelişir. O halde en az bir 𝑡4 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ için 𝑓5𝛼(𝑡4) = 𝑇4 dir. 

𝑡 ∈ (𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅ olsun. Buradan (𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼  

olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} elde edilir. O halde her 𝑡 ∈ (𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅ için 

𝑓6𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} dir. 

𝑡 ∈ 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅ olsun. Buradan (𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅) ⊆ 𝑇8̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌8
𝛼 

olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇8} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅ için 

𝑓7𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇8} olur. Ayrıca 𝑌8
𝛼 ∩ 𝑇8̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡8 ∈

𝑌8
𝛼 ∩ 𝑇8̅ vardır. Bu ise 𝑡8𝛼 = 𝑇8 ve 𝑡8 ∈ 𝑇8̅ demektir. Eğer 𝑡8 ∈ 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪

𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼   ise 𝑡8𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7} olur. Ancak bu sonuç 𝑡8𝛼 = 𝑇8 olmasıyla 

çelişir. O halde en az bir 𝑡8 ∈ 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅ için 𝑓7𝛼(𝑡8) = 𝑇8 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ olsun. Buradan (𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅) ⊆ 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 

olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ için 

𝑓8𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7} olur. Ayrıca 𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡7 ∈

𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7̅ vardır. Bu ise 𝑡7𝛼 = 𝑇7 ve 𝑡7 ∈ 𝑇7̅ demektir. Eğer 𝑡7 ∈ 𝑇8̅ ⊆ 𝑌1

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪

𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌8
𝛼   ise 𝑡7𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇8} olur. Ancak bu sonuç 𝑡7𝛼 = 𝑇7 olmasıyla 

çelişir. O halde en az bir 𝑡7 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ için 𝑓8𝛼(𝑡7) = 𝑇7 dir. 

𝑡 ∈ 𝑋 ∖ 𝑇9̅ olsun. Buradan (𝑋 ∖ 𝑇9̅) ⊆ 𝑋 = ⋃ 𝑌𝑖
𝛼9

𝑖=1
 olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ 𝑄 elde 

edilir. O halde her 𝑡 ∈ 𝑋 ∖ 𝑇9̅ için 𝑓9𝛼(𝑡) ∈ 𝑄 dur. 

Böylece 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) için (𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 , 𝑓8𝛼 , 𝑓9𝛼) biçiminde bir 

dönüşümlerin sıralı sistemi vardır. 
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Diğer taraftan, 𝛼 ≠ 𝛽 olacak şekilde 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) alalım. 𝑓𝛼 =

(𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 , 𝑓8𝛼 , 𝑓9𝛼),𝑓𝛽 = (𝑓1𝛽 , 𝑓2𝛽 , 𝑓3𝛽 , 𝑓4𝛽 , 𝑓5𝛽 , 𝑓6𝛽 , 𝑓7𝛽 , 𝑓8𝛽 , 𝑓9𝛽) 

olsun. Eğer 𝑓𝛼 = 𝑓𝛽 ise her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑓𝛼(𝑡) = 𝑓𝛽(𝑡) dir. Buradan her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑡𝛼 = 𝑡𝛽 

yazılır. Bu ise 𝛼 = 𝛽 olması demektir. Ancak bu sonuç 𝛼 ≠ 𝛽 olmasıyla çelişir. O halde 

farklı ikili bağıntıların sıralı sistemleri farklıdır. 

Lemma 3.1.7 𝑓: 𝑋 → 𝐷 dönüşümü 

 

𝑓1: 𝑇1̅ → {𝑇1}, 𝑓1(𝑡) = 𝑇1  

𝑓2: 𝑇2̅ → {𝑇2}, 𝑓1(𝑡) = 𝑇2  

𝑓3: (𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3}, 𝑓3(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3}  

𝑓4: 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇5}, 𝑓4(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇5}  

ve 𝑓4(𝑡5) = 𝑇5, ∃𝑡5 ∈ 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅ için 

𝑓5: 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4}, 𝑓5(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4}  

ve 𝑓5(𝑡4) = 𝑇4, ∃𝑡4 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ için 

𝑓6: (𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}, 𝑓6(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}  

𝑓7: 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇8}, 𝑓7(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇8}  

ve 𝑓7(𝑡8) = 𝑇8, ∃𝑡8 ∈ 𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅ için 

𝑓8: 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7}, 𝑓8(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7}  

ve 𝑓8(𝑡7) = 𝑇7, ∃𝑡7 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅ için 

𝑓9: 𝑋 ∖ 𝑇9̅ → 𝑄, 𝑓9(𝑡) ∈ 𝑄  

 

biçiminde kısıtlanışa sahip olsun. O zaman 𝛽 = ⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))
𝑥∈𝑋

∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler 

elemandır ve 𝜑, tam 𝛽 - izomorfizmasıdır. Böylece 𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 

İspat: Öncelikle 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 olduğunu görelim. 𝑉(𝐷, 𝛽) = {𝑌𝛽|𝑌 ∈ 𝐷} kümesi, 𝑓 

dönüşümünün özellikleri, 𝑇�̅�𝛽 = ⋃ 𝑥𝛽
𝑥∈𝑇�̅�

 ve 𝐷′ ⊆ 𝐷 olması kullanılarak 

 

𝑇1 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇1̅𝛽 = 𝑇1 ⇒ 𝑇1 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇2 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇2̅𝛽 = 𝑇2 ⇒ 𝑇2 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇3 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇3̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 = 𝑇3 ⇒ 𝑇3 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇4 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇4̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 = 𝑇4 ⇒ 𝑇4 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇5 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇5̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇5 = 𝑇5 ⇒ 𝑇5 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇6 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇6̅𝛽 = (𝑇5̅ ∪ 𝑇4̅)𝛽 = (𝑇5̅𝛽 ∪ 𝑇4̅𝛽) = 𝑇5 ∪ 𝑇4 = 𝑇6 ⇒ 𝑇6 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  
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𝑇7 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇7̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇6 ∪ 𝑇7 = 𝑇7 ⇒ 𝑇7 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇8 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇8̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇6 ∪ 𝑇8 = 𝑇8 ⇒ 𝑇8 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇9 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇9̅𝛽 = (𝑇8̅ ∪ 𝑇7̅)𝛽 = (𝑇8̅𝛽 ∪ 𝑇7̅𝛽) = 𝑇8 ∪ 𝑇7 = 𝑇9 ⇒ 𝑇9 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

 

elde edilir. Böylece 𝑄 ⊆ 𝑉(𝐷, 𝛽) olur. Tersine 𝑍 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽) olsun. O zaman 𝑍 = 𝑌𝛽 olacak 

biçimde 𝑌 ∈ 𝐷 vardır. Buradan 𝑄 nun birleşime kapalı olması ve her 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑓(𝑦) ∈ 𝑄 

olduğu kullanılırsa 𝑍 = 𝑌𝛽 = ⋃ 𝑦𝛽
𝑦∈𝑌

= ⋃ 𝑓(𝑦)
𝑦∈𝑌

∈ 𝑄 dur. Böylece 𝑉(𝐷, 𝛽) ⊆ 𝑄 olur. 

O halde 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 dur. 

Diğer yandan ∅ ∉ 𝑄 olduğundan 𝛽 ikili bağıntısının 𝛽 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛽

× 𝑇)
𝑇∈𝑉(𝑋∗,𝛽)

 

biçiminde quasinormal gösterimi vardır. 𝛽 nın tanımından her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛽 dır. 

Buradan 𝑉(𝑋∗, 𝛽) = 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 olduğu kolayca görülebilir. Böylece 𝛽 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛽

×
9

𝑖=1

𝑇) biçimindedir. 

𝑡 ∈ 𝑇1̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) = 𝑇1 olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

 elde edilir. O halde 𝑇1̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇2̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) = 𝑇2 olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌2
𝛽

 elde edilir. O halde 𝑇2̅ ⊆ 𝑌2
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇4̅ = 𝑇1̅ ∪ 𝑇2̅ ∪ ((𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅) ∪ 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} 

olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

  elde edilir. O halde 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇5̅ = 𝑇1̅ ∪ 𝑇2̅ ∪ ((𝑇5̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇3̅) ∪ 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇5} 

olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

    elde edilir. O halde 𝑇5̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇7̅ = (𝑇7̅ ∖ 𝑇8̅) ∪ ((𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅) ∪ 𝑇5̅ ∪ 𝑇4̅ ise 𝑡𝛽 =  𝑓(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

∪ 𝑌7
𝛽

    elde edilir. 

O halde 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

∪ 𝑌7
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇8̅ = (𝑇8̅ ∖ 𝑇7̅) ∪ ((𝑇8̅ ∩ 𝑇7̅) ∖ 𝑇6̅) ∪ 𝑇5̅ ∪ 𝑇4̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇8} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

∪ 𝑌8
𝛽

    elde edilir. 

O halde 𝑇8̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

∪ 𝑌8
𝛽

 dır. 

Ayrıca en az bir 𝑡5 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇5̅ için 𝑓5(𝑡4) = 𝑇4 olduğundan 𝑌4
𝛽

∩ 𝑇4̅ ≠ ∅ dir. Benzer 

olarak 𝑓5, 𝑓7, 𝑓8 dönüşümlerinin özelliklerinden  𝑌5
𝛼 ∩ 𝑇5̅ ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅ ve 𝑌8
𝛼 ∩ 𝑇8̅ ≠ ∅ 

olur.  

Böylece 𝑖 = 1,2, … .9 için 𝜑(𝑇𝑖) = 𝑇�̅� biçiminde tanımlı 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ =

{𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅, 𝑇9̅} dönüşümü 𝛽 için Teorem 3.1.4’deki koşulları sağlar. Üstelik 
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her 𝑇 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽) için 𝜑(𝑇)𝛽 = �̅�𝛽 = 𝑇 sağlandığından 𝜑, tam 𝛽 - izomorfizmasıdır. O 

halde 𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 

Lemma 3.1.6. ve Lemma 3.1.7’den görüldüğü üzere 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) ile ayrık dönüşümlerin 

sıralı sistemlerinin kümesi arasında birebir eşleme vardır. 

Teorem 3.1.8 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatisi için 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅, 𝑇9̅} ile 𝑄 arasında 

bir 𝛼 – izomorfizması varsa ve  Ω(𝑄) = 𝑚0 ise 𝐵𝑋(𝑄) nun regüler elemanlarının sayısı 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0 ∙ 8 ∙ 3|(𝑇5̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇3̅̅ ̅| ∙ (4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 3|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|) ∙ (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅|) ∙  

6|(𝑇8̅̅ ̅∩𝑇7̅̅ ̅)∖𝑇6̅̅ ̅| ∙ (7|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 6|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ (7|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅| − 6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9̅̅ ̅|   

 

olur. 

İspat: Lemma 3.1.6 ve Lemma 3.1.7 göstermektedir ki, 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman, 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 ve 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ bir tam 𝛼 – izomorfizması olmak üzere,  

(𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 , 𝑓8𝛼 , 𝑓9𝛼) biçimindeki farklı sıralı sistemlerin sayısı ile 

𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) kümesinin eleman sayısı birbirine eşittir. Tanım 2.2.23’den oluşturulabilecek  

𝑓1𝛼 , 𝑓2𝛼, 𝑓3𝛼, 𝑓4𝛼, 𝑓5𝛼, 𝑓6𝛼, 𝑓7𝛼, 𝑓8𝛼, 𝑓9𝛼 dönüşümlerinin sayısı sırasıyla 

 

1,1, 3|(𝑇5̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇3̅̅ ̅|, (4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 3|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|), (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅|),  

6|(𝑇8̅̅ ̅∩𝑇7̅̅ ̅)∖𝑇6̅̅ ̅|, (7|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 6|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|), (7|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅| − 6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅|), 9|𝑋∖𝑇9̅̅ ̅|    

 

olarak bulunur. Dolayısıyla 

 

|𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′)| = 3|(𝑇5̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇3̅̅ ̅| ∙ (4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 3|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|) ∙ (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅|) ∙  

6|(𝑇8̅̅ ̅∩𝑇7̅̅ ̅)∖𝑇6̅̅ ̅| ∙ (7|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 6|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ (7|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅| − 6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9̅̅ ̅|   

 

olur. Ayrıca 𝑄 nun otomorfizmleri 

 

𝑖𝑑𝑄 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9
),  𝜏1 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇2𝑇1𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9
) 

𝜏2 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇5𝑇4𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9
),  𝜏3 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇8𝑇7𝑇9
)  

𝜏4 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇2𝑇1𝑇3𝑇5𝑇4𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9
),  𝜏5 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇2𝑇1𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇8𝑇7𝑇9
)  
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𝜏6 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇5𝑇4𝑇6𝑇8𝑇7𝑇9
),  𝜏7 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8𝑇9

𝑇2𝑇1𝑇3𝑇5𝑇4𝑇6𝑇8𝑇7𝑇9
)  

 

olup 𝑞 = 8 tanedir. O halde Lemma 2.3.17 kullanılarak 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0 ∙ 8 ∙ 3|(𝑇5̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇3̅̅ ̅| ∙ (4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 3|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|) ∙ (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇5̅̅ ̅|) ∙  

6|(𝑇8̅̅ ̅∩𝑇7̅̅ ̅)∖𝑇6̅̅ ̅| ∙ (7|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 6|𝑇8̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ (7|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅| − 6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇8̅̅ ̅|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9̅̅ ̅|   

 

olduğu görülür. 

Örnek 3.1.9 𝑋 = {1,2,3,4,5,6} ve 𝐷 = {𝑇1 = {1}, 𝑇2 = {2}, 𝑇3 = {1,2}, 𝑇4 =

{1,2,3}, 𝑇5 = {1,2,4}, 𝑇6 = {1,2,3,4}, 𝑇7 = {1,2,3,4,5}, 𝑇8 = {1,2,3,4,6}, 𝑇8 =

{1,2,3,4,5,6}} olsun. 𝐷 kümelerdeki birleşme işlemine kapalı olduğundan tam 𝑋 - yarılatistir. 

Ayrıca Lemma 3.1.2’deki koşulları sağlar ve  𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ dir. Dolayısıyla tam 𝑋𝐼 – 

yarılatistir. 𝑄 = 𝐷 olarak alalım. O zaman Ω(𝑄) = 1 ve 𝑄 nun otomorfizmlerinin sayısı 𝑞 =

8 tür. Buradan Teorem 3.1.8 kullanılırsa 𝐵𝑋(𝑄) nun regüler elemanlarının sayısı 

 

|𝑅(𝑄)| = 1 ∙ 8 ∙ 30 ∙ (41 − 31) ∙ (41 − 31) ∙ 60 ∙ (71 − 61) ∙ (71 − 61) ∙ 90 = 8   

 

olarak bulunur. 

Teorem 3.1.10 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatisi için 𝐵𝑋(𝑄) nun sağ birim elemanlarının sayısı 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄)| = 3|(𝑇5∩𝑇4)∖𝑇3| ∙ (4|𝑇5∖𝑇4| − 3|𝑇5∖𝑇4|) ∙ (4|𝑇4∖𝑇5| − 3|𝑇4∖𝑇5|) ∙  

6|(𝑇8∩𝑇7)∖𝑇6| ∙ (7|𝑇8∖𝑇7| − 6|𝑇8∖𝑇7|) ∙ (7|𝑇7∖𝑇8| − 6|𝑇7∖𝑇8|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9|   

 

olur. 

İspat: Lemma 2.3.14’den dolayı 𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄) = 𝑅𝑖𝑑𝑄

(𝑄, 𝑄)  dur. Teorem 3.1.8’de 𝐷′ = 𝑄 

alınırsa 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄)| = |𝑅𝑖𝑑𝑄

(𝑄, 𝑄)| = |𝑅𝜑(𝑄, 𝑄) |    

 

olur. Buradan Teorem 3.1.8 kullanılarak 
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|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = 3|(𝑇5∩𝑇4)∖𝑇3| ∙ (4|𝑇5∖𝑇4| − 3|𝑇5∖𝑇4|) ∙ (4|𝑇4∖𝑇5| − 3|𝑇4∖𝑇5|) ∙  

6|(𝑇8∩𝑇7)∖𝑇6| ∙ (7|𝑇8∖𝑇7| − 6|𝑇8∖𝑇7|) ∙ (7|𝑇7∖𝑇8| − 6|𝑇7∖𝑇8|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9|   

 

sonucuna ulaşılır.  

 

3.2. ∑ (𝑿, 𝟖)𝟖  sınıfı 

𝐷 nin 

 

𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8,  

𝑇1 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇8, 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇8,  

𝑇1\𝑇2 ≠ ∅, 𝑇2\𝑇1 ≠ ∅, 𝑇6\𝑇7 ≠ ∅, 𝑇7\𝑇6 ≠ ∅,  

𝑇1 ∪ 𝑇2 = 𝑇3, 𝑇6 ∪ 𝑇7 = 𝑇8  

 

koşullarını sağlayan 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋 - yarılatisini alalım. 𝑄 nun 

diyagramı aşağıda verilmiştir.  

 

 

Şekil 3.4. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋 – yarılatisinin diyagramı 

 

İlk olarak 𝑋𝐼 – yarılatis olması için gereken koşulları belirleyelim. 

Lemma 3.2.1 𝑄 nun tam  𝑋𝐼 – yarılatis olması için gerek ve yeter koşul 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ 

olmasıdır. 

İspat: Verilen koşulları sağlayan 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋 – yarılatisinin 

diyagramı Şekil 3.4’deki gibidir.  𝐶(𝑄) = {𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6, 𝑃7, 𝑃8} 𝑄 nun karakteristik 

kümeler ailesi ve 𝜃: 𝑄 → 𝐶(𝑄), 𝜃(𝑇𝑖) = 𝑃𝑖, (𝑖 = 1,2, … ,8) karakteristik dönüşümünü 
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alalım. O zaman �̌� =∪ 𝑄 = 𝑇8 ve 𝜃(�̌�) = 𝜃(𝑇8) = P8 olduğu kullanılırsa her 𝑇𝑖 ∈ 𝑄 

elemanı 𝑇𝑖 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇𝑖)  biçiminde yazılabilir. Böylece 

 

𝑇8 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇8) = P8 ∪ P7 ∪ P6 ∪ P5 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇7 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇7) = P8 ∪ P6 ∪ P5 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇6 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇6) = P8 ∪ P7 ∪ P5 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇5 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇5) = P8 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇4 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇4) = P8 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1      (3.3) 

𝑇3 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇3) = P8 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇2 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇2) = P8 ∪ P1  

𝑇1 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇1) = P8 ∪ P2  

 

eşitlikleri elde edilir. Burada 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃6, 𝑃7 temel kaynak elemanları olduğundan boş 

kümeden farklıdır. 𝑃5, 𝑃8 yardımcı kaynak elemanlarıdır ve boş küme olabilirler. 

Şimdi her 𝑡 ∈ �̌� için 𝑄𝑡 kümesini belirleyelim. �̌� = 𝑇8 = P8 ∪ P7 ∪ P6 ∪ P5 ∪ P4 ∪

P3 ∪ P2 ∪ P1 biçiminde ayrık kümelerin bileşiminden oluştuğu için, her bir 𝑡 ∈ �̌� elemanı bu 

kümelerin sadece bir tanesinin elemanıdır. Böylece eşitlik (3.3) den yararlanılarak 

 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise 𝑄𝑡 = 𝑄 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇6} 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7} 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6} 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5} 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5, 𝑇4} 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5, 𝑇4, 𝑇3, 𝑇1} 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5, 𝑇4, 𝑇3, 𝑇2} 

 

olur. Bu eşitliklerden yararlanılarak her bir 𝑄𝑡 kümesinin 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡) ile gösterilen alt 

sınırlarının kümesi 

 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = ∅ 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 
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𝑡 ∈ 𝑃6  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1} 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇2} 

 

biçiminde elde edilir. O zaman her bir 𝑄𝑡 kümesinin, Λ(𝑄, 𝑄𝑡) =∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡) şeklinde 

verilenen büyük alt sınırlarının kümesi  

 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = ∅ 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇6 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇7 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇5 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇5       (3.4) 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇4 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇1 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇2 

 

olarak bulunur. 

 𝑄,  𝑋𝐼 – yarılatis olsun. O zaman her 𝑡 ∈ �̌� için  Λ(𝑄, 𝑄𝑡) ∈ 𝑄 koşulu sağlanır. Ancak 

eşitlik (3.4) den 𝑡 ∈ 𝑃8 olursa ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡) = ∅ ∉ 𝑄 olduğu görülmektedir. O halde 𝑃8 = ∅ 

dir. Buradan 𝑃1 ve 𝑃2 ayrık kümeler olduğundan eşitlik (3.3) den 𝑇2 = 𝑃8 ∪ 𝑃1 ve 𝑇1 = 𝑃8 ∪

𝑃2 eşitlikleri kullanılırsa 𝑇1 ∩ 𝑇2 = 𝑃1 ∩ 𝑃2 = ∅ elde edilir. 

Tersine 𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ olsun. O zaman 𝑃8 = ∅ olur ve her 𝑡 ∈ �̌� için Λ(𝑄, 𝑄𝑡) ∈ 𝑄 

koşulu sağlanır. Ayrıca (3.4) eşitliğinden 

 

𝑡 ∈ 𝑇1 = 𝑃2 ⇒ 𝑇1 = Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  

𝑡 ∈ 𝑇2 = 𝑃1 ⇒ 𝑇2 = Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  

𝑡 ∈ 𝑇3 = 𝑃2 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2}

⇒ 𝑇3 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇3

  

𝑡 ∈ 𝑇4 = 𝑃3 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4}

⇒ 𝑇4 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇4 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇4
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𝑡 ∈ 𝑇5 = 𝑃4 ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5}

⇒ 𝑇5 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇5

  

𝑡 ∈ 𝑇6 = 𝑃7 ∪ 𝑃5 ∪ ⋯ ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}

⇒ 𝑇6 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇6 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇6

  

𝑡 ∈ 𝑇7 = 𝑃6 ∪ ⋯ ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}

⇒ 𝑇7 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇7 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇7

  

𝑡 ∈ 𝑇8 = 𝑇7 ∪ 𝑇6 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7}

⇒ 𝑇8 = 𝑇7 ∪ 𝑇6 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇8

  

 

elde edilir. Böylece Tanım 2.2.12’den 𝑄,  𝑋𝐼 – yarılatistir. 

Şimdi 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulunu sağlayan ve 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 quasinormal gösterime 

sahip olan bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) reguler elemanının özelliklerini belirleyelim. 

Lemma 3.2.2 𝑄 nun  𝐺 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7} üreteç kümesini alalım. O zaman 

𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7 elemanları sırasıyla �̈�𝑇1
, �̈�𝑇2

, �̈�𝑇4
, �̈�𝑇5

, �̈�𝑇6
, �̈�𝑇7

 kümelerinin limit olmayan 

elemanlarıdır ve 𝑇3 elemanı �̈�𝑇3
 kümesinin limit elemanıdır. 

İspat: 𝑖 = 1,2, … ,7 için �̈�𝑇𝑖
 kümeleri 

 

�̈�𝑇1
= {𝑇1}  

�̈�𝑇2
= {𝑇2}  

�̈�𝑇3
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3}  

�̈�𝑇4
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4}  

�̈�𝑇5
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5}  

�̈�𝑇6
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}  

�̈�𝑇7
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}  

 

şeklindedir. Buradan 

 

𝑇1\𝑙(�̈�𝑇1
, 𝑇1) = 𝑇1\∪ (�̈�𝑇1

, {𝑇1}) = 𝑇1\∅ = 𝑇1 ≠ ∅  

𝑇2\𝑙(�̈�𝑇2
, 𝑇2) = 𝑇2\∪ (�̈�𝑇2

, {𝑇2}) = 𝑇2\∅ = 𝑇2 ≠ ∅   

𝑇3\𝑙(�̈�𝑇3
, 𝑇3) = 𝑇3\∪ (�̈�𝑇3

, {𝑇3}) = 𝑇3\𝑇3 = ∅  

𝑇4\𝑙(�̈�𝑇4
, 𝑇4) = 𝑇4\∪ (�̈�𝑇4

, {𝑇4}) = 𝑇4\𝑇3 ≠ ∅  

𝑇5\𝑙(�̈�𝑇5
, 𝑇5) = 𝑇5\∪ (�̈�𝑇5

, {𝑇5}) = 𝑇5\𝑇4 ≠ ∅  
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𝑇6\𝑙(�̈�𝑇6
, 𝑇6) = 𝑇6\∪ (�̈�𝑇6

, {𝑇6}) = 𝑇6\𝑇5 ≠ ∅  

𝑇7\𝑙(�̈�𝑇7
, 𝑇7) = 𝑇7\∪ (�̈�𝑇7

, {𝑇7}) = 𝑇7\𝑇5 ≠ ∅  

 

elde edilir. O halde 𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7 elemanları sırasıyla �̈�𝑇1
, �̈�𝑇2

, �̈�𝑇4
, �̈�𝑇5

, �̈�𝑇6
, �̈�𝑇7

 

kümelerinin limit olmayan elemanlarıdır ve 𝑇3 elemanı �̈�𝑇3
 kümesinin limit elemanıdır. 

Teorem 3.2.3 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulu sağlansın ve 𝛼 nın quasinormal 

gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 olsun. Bu durumda 𝛼 nın 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanı olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑄 dan 𝐷 nin bir 𝐷′ alt yarılatisine 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  

𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼,   

𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ,  

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝜑(𝑇7) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ,   

 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅  

𝑌6
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇6) ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇7) ≠ ∅  

 

koşullarını sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizmasının  var olmasıdır. 

İspat: 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman olsun. 𝑄 tam 𝑋𝐼 – yarılatis ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 

olduğundan 𝑉(𝐷, 𝛼) tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. O zaman Teorem 2.3.9’dan 𝑄 dan 𝐷 nin 𝐷′ alt 

yarılatisine bir 𝜑  tam izomorfizma vardır. Ayrıca yine aynı teoremden dolayı her 𝑇 ∈

𝑉(𝐷, 𝛼) için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇  sağlandığından  𝜑  tam 𝛼 – izomorfizmasıdır.   Teorem 2.3.9 b) 

şıkkı uygulanırsa 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  

𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,   

𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼,   

𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ,   

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝜑(𝑇7) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼  
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elde edilir. Bu denklemlerden 𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ve 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2

𝛼 kullanılarak 

 

𝜑(𝑇3) ⊆ 𝜑(𝑇3) ∪ 𝑌3
𝛼 = 𝜑(𝑇1 ∪ 𝑇2) ∪ 𝑌3

𝛼 = 𝜑(𝑇1) ∪ 𝜑(𝑇2) ∪ 𝑌3
𝛼

⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼   

 

olduğu elde edilebilir. O yüzden  𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼   koşulunu yazmaya gerek yoktur. 

Ayrıca Lemma 3.2.2’den 𝑇1, 𝑇2, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7 elemanlarının limit olmayan elemanlar 

oldukları göz önüne alınırsa Teorem 2.3.9 c) şıkkından 

 

𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅  

𝑌6
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇6) ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇7) ≠ ∅  

olur.  𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 olduğundan 𝑌1

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅ ve 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2
𝛼 olduğundan 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠

∅ her zaman sağlanacaktır. O yüzden bu koşulları yazmaya gerek yoktur. O halde verilen 

koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması vardır. 

Tersine 𝑄 dan 𝐷 nin 𝐷′ alt yarılatisine verilen koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – 

izomorfizması var olsun. 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olduğundan 𝑉(𝐷, 𝛼) tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. O zaman 

Teorem 2.3.9 a)-c) şıkkı sağlanır. Şimdi Lemma 3.2.2’den 𝑇3 elemanının �̈�𝑇3
 kümesinin 

limit elemanı olduğunu kullanarak 𝐵(𝑇3) = {𝑍 ∈ �̈�𝑇3
 |𝑌𝑍

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅} kümesini 

oluşturalım. Eğer 𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) = ∅ ise 𝜑(𝑇3) = 𝜑(𝑇1) ∪ 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌1

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼  olur. Böylece 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌2
𝛼 elde edilir. Ancak bu sonuç 𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1

𝛼  olmasıyla çelişir. O halde 

𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅ olduğundan 𝑇1 ∈ 𝐵(𝑇3) dir. Benzer olarak eğer 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) = ∅ ise 

𝜑(𝑇3) = 𝜑(𝑇1) ∪ 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 olur. Böylece 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 elde edilir. 

Ancak bu sonuç 𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌2
𝛼 olmasıyla çelişir. O halde 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅ olduğundan 𝑇2 ∈

𝐵(𝑇3) dir. 

Bulunan sonuçlar kullanılarak ∪ 𝐵(𝑇3) = 𝑇1 ∪ 𝑇2 = 𝑇3 yazılabilir. Teorem 2.3.9’dan 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler elemandır. 

Sonuç 3.2.4 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulu sağlansın ve 𝛼 nın quasinormal 

gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 olsun. Bu durumda 𝛼 nın 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanı olması 

için gerek ve yeter koşul 

 

𝑇1 ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝑇2 ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  
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𝑇4 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ,   

𝑇5 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ,  

𝑇6 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝑇7 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ,   

 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4 ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑇5 ≠ ∅  

𝑌6
𝛼 ∩ 𝑇6 ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝑇7 ≠ ∅  

 

koşullarının sağlanmasıdır. 

İspat: 𝛼 sağ birim elemanı olsun. O zaman 𝛼 aynı zamanda regüler ve idempotent 

elemandır. Teorem 3.2.3’deki koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması vardır. 

Teorem 2.3.19’dan 𝜑 nin 𝑉(𝐷, 𝛼) nın birim dönüşümü olduğu kullanılarak istenilen elde 

edilir. Tersine verilen koşulları sağlansın. O zaman 𝑉(𝐷, 𝛼) nın birim dönüşümü olarak 

alınan 𝜑, Teorem 3.2.3’deki koşulları sağlamış olur. Böylece 𝛼 regüler elemandır. Teorem 

2.3.19’dan 𝛼 idempotent elemandır. Ayrıca 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması birim dönüşüm 

olduğundan her 𝑇 ∈ 𝑄 için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇𝛼 = 𝑇 olur. O halde 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 dur. Teorem 

2.3.4’den 𝛼, 𝐵𝑋(𝑄) nin sağ birim elemanıdır. 

Şimdi 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋𝐼 – yarılatisi için Teorem 3.2.3’de verilen 

koşulları sağlayan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) reguler elemanlarının sayısını hesaplayalım. 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷), 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulunu sağlayan ve 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 quasinormal 

gösterime sahip olan bir regüler eleman olsun. O zaman 𝑄 dan 𝐷′ =

{𝜑(𝑇1), 𝜑(𝑇1), … , 𝜑(𝑇8)} kümesine Teorem 3.2.3’nin koşullarını sağlayan bir 𝜑 tam 𝛼 - 

izomorfizması vardır. Yani 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 𝑖 = 1,2, … .8 için 𝜑(𝑇𝑖) = 𝑇�̅� ile gösterelim. 

Bu durumda 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅} kümesinin diyagramı aşağıdaki gibidir. 

 

Şekil 3.5. 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅} kümesinin diyagramı 
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 Buradan aşağıdakiler sağlanır. 

 

𝑇1̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝑇2̅ ⊆ 𝑌2
𝛼 ,  

𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ,   

𝑇5̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ,   

𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ,   

𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4̅ ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑇5̅ ≠ ∅, 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑇6̅ ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅  

 

Ayrıca eşitlik 3.3’deki formal eşitliklerden yararlanarak 

𝑃1 = 𝑇2, 𝑃2 = 𝑇1, 𝑃3 = 𝑇4 ∖ 𝑇3, 𝑃4 ∪ 𝑃5 = (𝑇7 ∩ 𝑇6) ∖ 𝑇4,    

𝑃6 = 𝑇7 ∖ 𝑇6, 𝑃7 = 𝑇6 ∖ 𝑇7   

 

yazılabilir. 𝑖 = 1,2, … ,8 olmak üzere 𝑃𝑖 kümeleri ayrık kümelerdir ve ⋃ 𝑃𝑖
8

𝑖=1
= 𝑇8    dir. 

Böylece 

 

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇4 ∖ 𝑇3, (𝑇7 ∩ 𝑇6) ∖ 𝑇4, 𝑇7 ∖ 𝑇6, 𝑇6 ∖ 𝑇7, 𝑋 ∖ 𝑇8}  

 

kümesi 𝑋 in bir parçalanışıdır. Dolayısıyla bu kümelerin tam 𝛼 - izomorfizması altındaki 

görüntülerinden oluşan 

 

 {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅, (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇4̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅, 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑋 ∖ 𝑇8̅}  

 

kümesi de 𝑋 in bir parçalanışı olur. 

Lemma 3.2.5 Her 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) için 𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅, (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇4̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅, 𝑇6̅ ∖

𝑇7̅, 𝑋 ∖ 𝑇8̅ kümeleri üzerinde tanımlı bir ayrık dönüşüm sistemi vardır. Üstelik farklı ikili 

bağıntıların ayrık dönüşüm sistemleri birbirinden farklıdır. 

İspat: 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) olmak üzere her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑓𝛼(𝑡) = 𝑡𝛼 biçiminde tanımlanan  

𝑓𝛼: 𝑋 → 𝐷 dönüşümünü alalım. 𝑓𝛼 dönüşümü sırasıyla 𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅, (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇4̅, 𝑇7̅ ∖

𝑇6̅, 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑋 ∖ 𝑇8̅ kümeleri üzerinde 𝑓1𝛼 , 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 olarak kısıtlansın. Şimdi 

𝑖 = 1,2, … ,7 için 𝑌𝑖
𝛼 kümelerinden yararlanarak bu dönüşümlerin özelliklerini belirleyelim. 
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𝑡 ∈ 𝑇1̅ olsun. O zaman 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛼  dır. Böylece 𝑡𝛼 = 𝑇1 olduğu elde edilir. O halde her 𝑡 ∈

𝑇1̅ için 𝑓1𝛼(𝑡) = 𝑇1 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇2̅ olsun. O zaman 𝑡 ∈ 𝑌2
𝛼 dır. Böylece 𝑡𝛼 = 𝑇2 olduğu elde edilir. O halde her 

𝑡 ∈ 𝑇2̅ için 𝑓2𝛼(𝑡) = 𝑇2 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ olsun. Buradan (𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅) ⊆ 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 olduğu kullanılırsa 

𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ için 𝑓3𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} olur. 

Ayrıca 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡4 ∈ 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑇4̅ vardır. Bu ise 𝑡4𝛼 = 𝑇4 ve 𝑡4 ∈

𝑇4̅ demektir. Eğer 𝑡4 ∈ 𝑇3̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼   ise 𝑡4𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} olur. Ancak bu sonuç 

𝑡4𝛼 = 𝑇4 olmasıyla çelişir. O halde en az bir 𝑡4 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ için 𝑓3𝛼(𝑡4) = 𝑇4 dir. 

𝑡 ∈ (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇4̅ olsun. Buradan (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 olduğu 

kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} elde edilir. O halde her 𝑡 ∈ (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇4̅ için 𝑓4𝛼(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} dir. Ayrıca 𝑌5
𝛼 ∩ 𝑇5̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡5 ∈ 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑇5̅ vardır. 

Bu ise 𝑡5𝛼 = 𝑇5 ve 𝑡5 ∈ 𝑇5̅ demektir. Eğer 𝑡5 ∈ 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼   ise 𝑡5𝛼 ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} olur. Ancak bu sonuç 𝑡5𝛼 = 𝑇5 olmasıyla çelişir. O halde en az bir 𝑡5 ∈ 𝑇5̅ ∖

𝑇4̅ için 𝑓4𝛼(𝑡5) = 𝑇5 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ olsun. Buradan (𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅) ⊆ 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 olduğu 

kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ için 𝑓5𝛼(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} olur. Ayrıca 𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡7 ∈ 𝑌7

𝛼 ∩ 𝑇7̅ 

vardır. Bu ise 𝑡7𝛼 = 𝑇7 ve 𝑡7 ∈ 𝑇7̅ demektir. Eğer 𝑡7 ∈ 𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪

𝑌6
𝛼   ise 𝑡7𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} olur. Ancak bu sonuç 𝑡7𝛼 = 𝑇7 olmasıyla çelişir. O halde 

en az bir 𝑡7 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ için 𝑓5𝛼(𝑡7) = 𝑇7 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ olsun. Buradan (𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅) ⊆ 𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 olduğu 

kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ için 𝑓6𝛼(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} olur. Ayrıca 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑇6̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡6 ∈ 𝑌6

𝛼 ∩ 𝑇6̅ 

vardır. Bu ise 𝑡6𝛼 = 𝑇6 ve 𝑡6 ∈ 𝑇6̅ demektir. Eğer 𝑡6 ∈ 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪

𝑌7
𝛼   ise 𝑡6𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} olur. Ancak bu sonuç 𝑡6𝛼 = 𝑇6 olmasıyla çelişir. O halde 

en az bir 𝑡6 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ için 𝑓6𝛼(𝑡6) = 𝑇6 dır. 

𝑡 ∈ 𝑋 ∖ 𝑇8̅ olsun. Buradan (𝑋 ∖ 𝑇8̅) ⊆ 𝑋 = ⋃ 𝑌𝑖
𝛼8

𝑖=1
 olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ 𝑄 elde 

edilir. O halde her 𝑡 ∈ 𝑋 ∖ 𝑇8̅ için 𝑓7𝛼(𝑡) ∈ 𝑄 dur. 

Böylece 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) için (𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼) biçiminde bir 

dönüşümlerin sıralı sistemi vardır. 
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Diğer taraftan, 𝛼 ≠ 𝛽 olacak şekilde 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) alalım. 𝑓𝛼 =

(𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼) ve 𝑓𝛽 = (𝑓1𝛽 , 𝑓2𝛽 , 𝑓3𝛽 , 𝑓4𝛽 , 𝑓5𝛽 , 𝑓6𝛽 , 𝑓7𝛽) olsun. Eğer 𝑓𝛼 = 𝑓𝛽 

ise her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑓𝛼(𝑡) = 𝑓𝛽(𝑡) dir. Buradan her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑡𝛼 = 𝑡𝛽 yazılır. Bu ise 𝛼 = 𝛽 

olması demektir. Ancak bu sonuç 𝛼 ≠ 𝛽 olmasıyla çelişir. O halde farklı ikili bağıntıların 

sıralı sistemleri farklıdır. 

Lemma 3.2.6 𝑓: 𝑋 → 𝐷 dönüşümü 

 

𝑓1: 𝑇1̅ → {𝑇1}, 𝑓1(𝑡) = 𝑇1  

𝑓2: 𝑇2̅ → {𝑇2}, 𝑓1(𝑡) = 𝑇2  

𝑓3: 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4}, 𝑓3(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} ve 𝑓3(𝑡4) = 𝑇4, ∃𝑡4 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ için  

𝑓4: (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇4̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5}, 𝑓4(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5}  

ve 𝑓4(𝑡5) = 𝑇5, ∃𝑡5 ∈ 𝑇5̅ ∖ 𝑇4̅ için 

𝑓5: 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}, 𝑓5(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}  

 ve 𝑓5(𝑡7) = 𝑇7, ∃𝑡7 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ için  

𝑓6: 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}, 𝑓6(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}  

ve 𝑓6(𝑡6) = 𝑇6, ∃𝑡6 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ için  

𝑓7: 𝑋 ∖ 𝑇8̅ → 𝑄, 𝑓7(𝑡) ∈ 𝑄  

 

biçiminde kısıtlanışa sahip olsun. O zaman 𝛽 = ⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))
𝑥∈𝑋

∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler 

elemandır ve 𝜑, tam 𝛽 - izomorfizmasıdır. Böylece 𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 

İspat: Öncelikle 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 olduğunu görelim. 𝑉(𝐷, 𝛽) = {𝑌𝛽|𝑌 ∈ 𝐷} kümesi, 𝑓 

dönüşümünün özellikleri, 𝑇�̅�𝛽 = ⋃ 𝑥𝛽
𝑥∈𝑇�̅�

 ve 𝐷′ ⊆ 𝐷 olması kullanılarak 

 

𝑇1 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇1̅𝛽 = 𝑇1 ⇒ 𝑇1 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇2 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇2̅𝛽 = 𝑇2 ⇒ 𝑇2 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇3 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇3̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 = 𝑇3 ⇒ 𝑇3 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇4 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇4̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 = 𝑇4 ⇒ 𝑇4 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇5 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇5̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 = 𝑇5 ⇒ 𝑇5 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇6 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇6̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇6 = 𝑇6 ⇒ 𝑇6 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇7 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇7̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇7 = 𝑇7 ⇒ 𝑇7 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇8 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇8̅𝛽 = (𝑇7̅ ∪ 𝑇6̅)𝛽 = (𝑇7̅𝛽 ∪ 𝑇6̅𝛽) = 𝑇7 ∪ 𝑇6 = 𝑇8 ⇒ 𝑇8 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  
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elde edilir. Böylece 𝑄 ⊆ 𝑉(𝐷, 𝛽) olur. Tersine 𝑍 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽) olsun. O zaman 𝑍 = 𝑌𝛽 olacak 

biçimde 𝑌 ∈ 𝐷 vardır. Buradan 𝑄 nun birleşime kapalı olması ve her 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑓(𝑦) ∈ 𝑄 

olduğu kullanılırsa 𝑍 = 𝑌𝛽 = ⋃ 𝑦𝛽
𝑦∈𝑌

= ⋃ 𝑓(𝑦)
𝑦∈𝑌

∈ 𝑄 dur. Böylece 𝑉(𝐷, 𝛽) ⊆ 𝑄 olur. 

O halde 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 dur. 

Diğer yandan ∅ ∉ 𝑄 olduğundan 𝛽 ikili bağıntısının 𝛽 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛽

× 𝑇)
𝑇∈𝑉(𝑋∗,𝛽)

 

biçiminde quasinormal gösterimi vardır. 𝛽 nın tanımından her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛽 dır. 

Buradan 𝑉(𝑋∗, 𝛽) = 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 olduğu kolayca görülebilir. Böylece 𝛽 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛽

×
8

𝑖=1

𝑇) biçimindedir. 

𝑡 ∈ 𝑇1̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) = 𝑇1 olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

 elde edilir. O halde 𝑇1̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇2̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) = 𝑇2 olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌2
𝛽

 elde edilir. O halde 𝑇2̅ ⊆ 𝑌2
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇4̅ = 𝑇1̅ ∪ 𝑇2̅ ∪ (𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪

𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

  elde edilir. O halde 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇5̅ = 𝑇1̅ ∪ 𝑇2̅ ∪ ((𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇4̅) ∪ (𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} 

olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

    elde edilir. O halde 𝑇5̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪

𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇6̅ = 𝑇5̅ ∪ (𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪

𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

    elde edilir. O halde 𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇7̅ = 𝑇5̅ ∪ (𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪

𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌7
𝛽

    elde edilir. O halde 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌7
𝛽

 dır. 

Ayrıca en az bir 𝑡4 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ için 𝑓3(𝑡4) = 𝑇4 olduğundan 𝑌4
𝛽

∩ 𝑇4̅ ≠ ∅ dir. Benzer 

olarak 𝑓5, 𝑓6, 𝑓7 dönüşümlerinin özelliklerinden  𝑌5
𝛼 ∩ 𝑇5̅ ≠ ∅, 𝑌6

𝛼 ∩ 𝑇6̅ ≠ ∅ ve 𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅ 

olur.  

Böylece 𝑖 = 1,2, … .8 için 𝜑(𝑇𝑖) = 𝑇�̅� biçiminde tanımlı 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ =

{𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅} dönüşümü 𝛽 için Teorem 3.3’deki koşulları sağlar. Üstelik her 

𝑇 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽) için 𝜑(𝑇)𝛽 = �̅�𝛽 = 𝑇 sağlandığından 𝜑, tam 𝛽 - izomorfizmasıdır. O halde 

𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 

Lemma 3.2.5 ve Lemma 3.2.6’dan görüldüğü üzere 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) ile ayrık dönüşümlerin 

sıralı sistemlerinin kümesi arasında birebir eşleme vardır. 
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Teorem 3.2.7 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatisi için 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅} ile 𝑄 arasında 

bir 𝛼 – izomorfizması varsa ve  Ω(𝑄) = 𝑚0 ise 𝐵𝑋(𝑄) nun regüler elemanlarının sayısı 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0 ∙ 4 ∙ (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|) ∙ 5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅| ∙ (5|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|)  

∙ (6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|) ∙ (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅|   

 

olur. 

İspat: Lemma 3.2.5 ve Lemma 3.2.6 göstermektedir ki, 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman, 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 ve 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ bir tam 𝛼 – izomorfizması olmak üzere,  

(𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼) biçimindeki farklı sıralı sistemlerin sayısı ile 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) 

kümesinin eleman sayısı birbirine eşittir. Tanım 2.2.13’den dolayı oluşturulabilecek  

𝑓1𝛼 , 𝑓2𝛼, 𝑓3𝛼, 𝑓4𝛼, 𝑓5𝛼, 𝑓6𝛼, 𝑓7𝛼 dönüşümlerinin sayısı sırasıyla 

 

1,1, (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|), 5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅|(5|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|),  

(6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|), (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|), 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅| 

 

olarak bulunur. Dolayısıyla 

 

|𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′)| = (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|) ∙ 5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅| ∙ (5|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|)  

∙ (6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|) ∙ (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅|   

 

olur. Ayrıca 𝑄 nun otomorfizmleri 

 

𝑖𝑑𝑄 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8
),  𝛾 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇2𝑇1𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8
)  

𝜃 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇7𝑇6𝑇8
),  𝜏 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇2𝑇1𝑇3𝑇4𝑇5𝑇7𝑇6𝑇8
)  

 

olup 𝑞 = 4 tanedir. O halde Lemma 2.3.17 kullanılarak 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0 ∙ 4 ∙ (4|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|) ∙ 5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅| ∙ (5|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 4|𝑇5̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|)  

∙ (6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|) ∙ (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅|   
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olduğu görülür. 

Örnek 3.2.8 𝑋 = {1,2,3,4,5,6} ve 𝐷 = {𝑇1 = {1}, 𝑇2 = {2}, 𝑇3 = {1,2}, 𝑇4 =

{1,2,3}, 𝑇5 = {1,2,3,4}, 𝑇6 = {1,2,3,4,5}, 𝑇7 = {1,2,3,4,6}, 𝑇8 = {1,2,3,4,5,6}} olsun. 𝐷 

kümelerdeki birleşme işlemine kapalı olduğundan tam 𝑋 - yarılatistir. Ayrıca Lemma 

3.2.1’deki koşulları sağlar ve  𝑇1 ∩ 𝑇2 = ∅ dir. Dolayısıyla tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. 𝑄 = 𝐷 

olarak alalım. O zaman Ω(𝑄) = 1 ve 𝑄nun otomorfizmlerinin sayısı 𝑞 = 4 tür. Buradan 

Teorem 3.2.7 kullanılırsa 𝐵𝑋(𝑄) nun regüler elemanlarının sayısı 

 

|𝑅(𝑄)| = 1 ∙ 4 ∙ (41 − 31) ∙ 50 ∙ (51 − 41) ∙ (61 − 51) ∙ (61 − 51) ∙ 80 = 4   

 

olarak bulunur. 

Teorem 3.2.9 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatisi için 𝐵𝑋(𝑄) nun sağ birim elemanlarının sayısı 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄)| = (4|𝑇4∖𝑇3| − 3|𝑇4∖𝑇3|) ∙ 5|(𝑇7∩𝑇6)∖𝑇5| ∙ (5|𝑇5∖𝑇4| − 4|𝑇5∖𝑇4|) ∙  

(6|𝑇7∖𝑇6| − 5|𝑇7∖𝑇6|) ∙ (6|𝑇6∖𝑇7| − 5|𝑇6∖𝑇7|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8|   

 

olur. 

İspat: Lemma 2.3.14’den dolayı 𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄) = 𝑅𝑖𝑑𝑄

(𝑄, 𝑄)  dur. Teorem 3.2.7’da  𝐷′ =

𝑄 alınırsa 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄)| = |𝑅𝑖𝑑𝑄

(𝑄, 𝑄)| = |𝑅𝜑(𝑄, 𝑄) |    

 

olur. Buradan Teorem 3.2.7 kullanılarsa sonuca ulaşılır. 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄)| = (4|𝑇4∖𝑇3| − 3|𝑇4∖𝑇3|) ∙ 5|(𝑇7∩𝑇6)∖𝑇5| ∙ (5|𝑇5∖𝑇4| − 4|𝑇5∖𝑇4|) ∙  

(6|𝑇7∖𝑇6| − 5|𝑇7∖𝑇6|) ∙ (6|𝑇6∖𝑇7| − 5|𝑇6∖𝑇7|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8|  

 

3.3. ∑ (𝑿, 𝟖)𝟕  sınıfı 

Lemma 3.3.1 𝐷 nin 

 

𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8, 𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇3 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇8,  

𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇6 ⊂ 𝑇8, 𝑇1 ⊂ 𝑇2 ⊂ 𝑇4 ⊂ 𝑇5 ⊂ 𝑇7 ⊂ 𝑇8,  
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𝑇4\𝑇3 ≠ ∅, 𝑇3\𝑇4 ≠ ∅, 𝑇6\𝑇7 ≠ ∅, 𝑇7\𝑇6 ≠ ∅,  

𝑇3 ∪ 𝑇4 = 𝑇5, 𝑇6 ∪ 𝑇7 = 𝑇8, 𝑇1 ≠ ∅  

 

koşullarını sağlayan 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋 - yarılatisini alalım. 𝑄 tam  𝑋𝐼 

– yarılatistir.  

 

 

Şekil 3.6. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋 – yarılatisinin diyagramı. 

 

 İspat: Verilen koşulları sağlayan 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋 – 

yarılatisinin diyagramı Şekil 3.6’deki gibidir.  𝐶(𝑄) = {𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6, 𝑃7, 𝑃8} 𝑄 nun 

karakteristik kümeler ailesi ve 𝜃: 𝑄 → 𝐶(𝑄), 𝜃(𝑇𝑖) = 𝑃𝑖 , (𝑖 = 1,2, … ,8) karakteristik 

dönüşümünü alalım. O zaman �̌� =∪ 𝑄 = 𝑇8 ve 𝜃(�̌�) = 𝜃(𝑇8) = P8 olduğu kullanılırsa her 

𝑇𝑖 ∈ 𝑄 elemanı 𝑇𝑖 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇𝑖)  biçiminde yazılabilir. Böylece 

 

𝑇8 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇8) = P8 ∪ P7 ∪ P6 ∪ P5 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇7 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇7) = P8 ∪ P6 ∪ P5 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇6 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇6) = P8 ∪ P7 ∪ P5 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇5 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇5) = P8 ∪ P4 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇4 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇4) = P8 ∪ P3 ∪ P2 ∪ P1      (3.5) 

𝑇3 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇3) = P8 ∪ P4 ∪ P2 ∪ P1  

𝑇2 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇2) = P8 ∪ P1  

𝑇1 = 𝑃8 ∪ ⋃ 𝜃(𝑇)𝑇∈�̂�(𝑇1) = P8 ∪ ∅ = P8  
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eşitlikleri elde edilir. Burada 𝑃1, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃6, 𝑃7 temel kaynak elemanları olduğundan boş 

kümeden farklıdır. 𝑃2, 𝑃5, 𝑃8 yardımcı kaynak elemanlarıdır ve boş küme olabilirler. Ancak 

diyagramın koşullarında P8 = 𝑇1 ≠ ∅ verildiğinden P8 ≠ ∅ dir. 

Şimdi her 𝑡 ∈ �̌� için 𝑄𝑡 kümesini belirleyelim. �̌� = 𝑇8 = P8 ∪ P7 ∪ P6 ∪ P5 ∪ P4 ∪

P3 ∪ P2 ∪ P1 biçiminde ayrık kümelerin bileşiminden oluştuğu için, her bir 𝑡 ∈ �̌� elemanı bu 

kümelerin sadece bir tanesinin elemanıdır. Böylece (3.5) eşitliğinden yararlanılarak 

 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise 𝑄𝑡 = 𝑄 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇6} 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7} 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6} 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5, 𝑇3} 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5, 𝑇4} 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5, 𝑇4, 𝑇3} 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise 𝑄𝑡 = {𝑇8, 𝑇7, 𝑇6, 𝑇5, 𝑇4, 𝑇3, 𝑇2} 

olur. Bu eşitliklerden yararlanılarak her bir 𝑄𝑡 kümesinin 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡) ile gösterilen alt 

sınırlarının kümesi 

 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1} 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} 

𝑡 ∈ 𝑃5  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4} 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2} 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = {𝑇1, 𝑇2} 

 

biçiminde elde edilir. O zaman her bir 𝑄𝑡 kümesinin, Λ(𝑄, 𝑄𝑡) =∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡) biçiminde 

verilen en büyük alt sınırlarının kümesi  

 

𝑡 ∈ 𝑃8  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇1 

𝑡 ∈ 𝑃7  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇6 

𝑡 ∈ 𝑃6  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇7 
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𝑡 ∈ 𝑃5  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇5       (3.6) 

𝑡 ∈ 𝑃4  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇3 

𝑡 ∈ 𝑃3  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇4 

𝑡 ∈ 𝑃2  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇2 

𝑡 ∈ 𝑃1  ise ∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡)  = 𝑇2 

 

olarak bulunur. O halde her 𝑡 ∈ �̌� için  Λ(𝑄, 𝑄𝑡) =∪ 𝑁(𝑄, 𝑄𝑡) ∈ 𝑄 koşulu sağlanır. Ayrıca 

(3.6) eşitliği kullanılırsa 

 

𝑡 ∈ 𝑇1 = 𝑃8 ⇒ 𝑇1 = Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  

𝑡 ∈ 𝑇2 = 𝑃8 ∪ 𝑃1 ⇒ 𝑡 ∈ 𝑃8 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑡 ∈ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2}

⇒ 𝑇2 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇2

  

𝑡 ∈ 𝑇3 = 𝑃8 ∪ 𝑃4 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3}

⇒ 𝑇3 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇3

  

𝑡 ∈ 𝑇4 = 𝑃8 ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4}

⇒ 𝑇4 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇4 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇4

  

𝑡 ∈ 𝑇5 = 𝑃8 ∪ 𝑃4 ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4}

⇒ 𝑇5 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇5

  

𝑡 ∈ 𝑇6 = 𝑃8 ∪ 𝑃7 ∪ 𝑃5 ∪ ⋯ ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}

⇒ 𝑇6 = 𝑇1 ∪ ⋯ ∪ 𝑇6 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇6

  

𝑡 ∈ 𝑇7 = 𝑃8 ∪ 𝑃6 ∪ 𝑃5 ∪ ⋯ ∪ 𝑃1 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}

⇒ 𝑇7 = 𝑇1 ∪ ⋯ ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇7 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇7

  

𝑡 ∈ 𝑇8 = 𝑇7 ∪ 𝑇6 ⇒ Λ(𝑄, 𝑄𝑡)  ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7}

⇒ 𝑇8 = 𝑇7 ∪ 𝑇6 = ⋃ Λ(𝑄, 𝑄𝑡) 𝑡∈𝑇8

  

 

elde edilir. Böylece Tanım 1.2.12’den 𝑄,  𝑋𝐼 – yarılatistir. 

Şimdi 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulunu sağlayan ve 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 quasinormal gösterime 

sahip olan bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) reguler elemanının özelliklerini belirleyelim. 

Lemma 3.3.2 𝑄 nun  𝐺 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7} üreteç kümesini alalım. O zaman 

𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇6, 𝑇7 elemanları sırasıyla �̈�𝑇1
, �̈�𝑇2

, �̈�𝑇3
, �̈�𝑇4

, �̈�𝑇6
, �̈�𝑇7

 kümelerinin limit olmayan 

elemanlarıdır ve 𝑇5 elemanı �̈�𝑇5
 kümesinin limit elemanıdır. 

İspat: 𝑖 = 1,2, … ,7 için �̈�𝑇𝑖
 kümeleri 

 

�̈�𝑇1
= {𝑇1}  
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�̈�𝑇2
= {𝑇1, 𝑇2}  

�̈�𝑇3
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3}  

�̈�𝑇4
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4}  

�̈�𝑇5
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5}  

�̈�𝑇6
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}  

�̈�𝑇7
= {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}  

 

şeklindedir. Buradan 

 

𝑇1\𝑙(�̈�𝑇1
, 𝑇1) = 𝑇1\∪ (�̈�𝑇1

, {𝑇1}) = 𝑇1\∅ = 𝑇1 ≠ ∅  

𝑇2\𝑙(�̈�𝑇2
, 𝑇2) = 𝑇2\∪ (�̈�𝑇2

, {𝑇2}) = 𝑇2\𝑇1 ≠ ∅  

𝑇3\𝑙(�̈�𝑇3
, 𝑇3) = 𝑇3\∪ (�̈�𝑇3

, {𝑇3}) = 𝑇3\𝑇2 ≠ ∅  

𝑇4\𝑙(�̈�𝑇4
, 𝑇4) = 𝑇4\∪ (�̈�𝑇4

, {𝑇4}) = 𝑇4\𝑇2 ≠ ∅  

𝑇5\𝑙(�̈�𝑇5
, 𝑇5) = 𝑇5\∪ (�̈�𝑇5

, {𝑇5}) = 𝑇5\𝑇5 = ∅  

𝑇6\𝑙(�̈�𝑇6
, 𝑇6) = 𝑇6\∪ (�̈�𝑇6

, {𝑇6}) = 𝑇6\𝑇5 ≠ ∅  

𝑇7\𝑙(�̈�𝑇7
, 𝑇7) = 𝑇7\∪ (�̈�𝑇7

, {𝑇7}) = 𝑇7\𝑇5 ≠ ∅  

 

elde edilir. O halde 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇6, 𝑇7 elemanları sırasıyla �̈�𝑇1
, �̈�𝑇2

, �̈�𝑇3
, �̈�𝑇4

, �̈�𝑇6
, �̈�𝑇7

 

kümelerinin limit olmayan elemanlarıdır ve 𝑇5 elemanı �̈�𝑇5
 kümesinin limit elemanıdır. 

Teorem 3.3.3 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulu sağlansın ve 𝛼 nın quasinormal 

gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 olsun. Bu durumda 𝛼 nın 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanı olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑄 dan 𝐷 nin bir 𝐷′ alt yarılatisine 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,  

𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,   

𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ,   

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝜑(𝑇7) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ,   

𝑌2
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠ ∅  

𝑌6
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇6) ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇7) ≠ ∅  
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koşullarını sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizmasının  var olmasıdır. 

İspat: 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman olsun. 𝑄 tam 𝑋𝐼 – yarılatis ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 

olduğundan 𝑉(𝐷, 𝛼) tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. O zaman Teorem 2.3.9’dan 𝑄 dan 𝐷 nin 𝐷′ alt 

yarılatisine bir 𝜑  tam izomorfizma vardır. Ayrıca yine aynı teoremden dolayı, her 𝑇 ∈

𝑉(𝐷, 𝛼) için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇  sağlandığından  𝜑  tam 𝛼 – izomorfizmasıdır.   Teorem 2.3.9 b) 

şıkkı uygulanırsa 

 

𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝜑(𝑇2) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,  

𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,   

𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ,   

𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ,   

𝜑(𝑇6) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝜑(𝑇7) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ,   

elde edilir. Bu denklemlerden 𝜑(𝑇3) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ve 𝜑(𝑇4) ⊆ 𝑌1

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼  

kullanılarak 

 

𝜑(𝑇5) ⊆ 𝜑(𝑇5) ∪ 𝑌5
𝛼 = 𝜑(𝑇3) ∪ 𝜑(𝑇4) ∪ 𝑌5

𝛼 ⊆ (𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼) ∪ (𝑌1

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼)

= 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼   

 

olduğu elde edilebilir. O yüzden  𝜑(𝑇5) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 koşulunu yazmaya 

gerek yoktur. Ayrıca Lemma 3.3.2’den 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇6, 𝑇7 elemanlarının limit olmayan 

elemanlar oldukları göz önüne alınırsa Teorem 2.3.9 c) şıkkından 

 

𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇2) ≠ ∅, 𝑌3
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠ ∅  

𝑌6
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇6) ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇7) ≠ ∅  

 

olur.  𝜑(𝑇1) ⊆ 𝑌1
𝛼 olduğundan 𝑌1

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇1) ≠ ∅ her zaman sağlanacaktır. O yüzden bu 

koşulu yazmaya gerek yoktur. O halde verilen koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – 

izomorfizması vardır. 

Tersine 𝑄 dan 𝐷 nin 𝐷′ alt yarılatisine verilen koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – 

izomorfizması var olsun. 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 olduğundan 𝑉(𝐷, 𝛼) tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. O zaman 



 

63 

 

Teorem 2.3.9 a)-c) şıkkı sağlanır. Şimdi Lemma 3.3.2’den 𝑇5 elemanının �̈�𝑇5
 kümesinin 

limit elemanı olduğunu kullanarak 𝐵(𝑇5) = {𝑍 ∈ �̈�𝑇5
 |𝑌𝑍

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅} kümesini 

oluşturalım. Eğer 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) = ∅ ise 

 

𝜑(𝑇5) = 𝜑(𝑇3) ∪ 𝜑(𝑇4) ⊆ (𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼) ∪ (𝑌1

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼)

= 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼   

 

olur. Böylece 𝜑(𝑇4) ⊆ 𝜑(𝑇5) ⊆ (𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼) elde edilir. Ancak bu sonuç 𝑌4

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇4) ≠

∅ olmasıyla çelişir. O halde 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅ olduğundan 𝑇4 ∈ 𝐵(𝑇5) dir. Benzer olarak eğer 

𝑌3
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) = ∅ ise 

 

𝜑(𝑇5) = 𝜑(𝑇3) ∪ 𝜑(𝑇4) ⊆ (𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼) ∪ (𝑌1

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼)

= 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼   

 

olur. Böylece 𝜑(𝑇3) ⊆ 𝜑(𝑇5) ⊆ (𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼) elde edilir. Ancak bu sonuç 𝑌3

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇3) ≠

∅ olmasıyla çelişir. O halde 𝑌3
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇5) ≠ ∅ olduğundan 𝑇3 ∈ 𝐵(𝑇5) dir. Bulunan sonuçlar 

kullanılarak ∪ 𝐵(𝑇5) = 𝑇3 ∪ 𝑇4 = 𝑇5 yazılabilir. Teorem 2.3.9’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler 

elemandır. 

Sonuç 3.3.4 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄) için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulu sağlansın ve 𝛼 nın quasinormal 

gösterimi 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 olsun. Bu durumda 𝛼 nın sağ birim eleman olması için gerek 

ve yeter koşul 

 

𝑇1 ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝑇2 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,  

𝑇3 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,   

𝑇4 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ,   

𝑇6 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝑇7 ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ,   

𝑌2
𝛼 ∩ 𝑇2 ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩ 𝑇3 ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4 ≠ ∅  

𝑌6
𝛼 ∩ 𝑇6 ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝑇7 ≠ ∅  

 

koşullarının sağlanmasıdır. 
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İspat: 𝛼 sağ birim elemanı olsun. O zaman 𝛼 aynı zamanda regüler ve idempotent 

elemandır. Teorem 3.3.3’deki koşulları sağlayan bir 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması vardır. 

Teorem 2.3.20’den 𝜑 nin 𝑉(𝐷, 𝛼) nın birim dönüşümü olduğu kullanılarak istenilen elde 

edilir. Tersine verilen koşulları sağlansın. O zaman 𝑉(𝐷, 𝛼) nın birim dönüşümü olarak 

alınan 𝜑, Teorem 3.3.3’deki koşulları sağlamış olur. Böylece 𝛼 regüler elemandır. Teorem 

2.3.20’den 𝛼 idempotent elemandır. Ayrıca 𝜑  tam 𝛼 – izomorfizması birim dönüşüm 

olduğundan her 𝑇 ∈ 𝑄 için 𝜑(𝑇)𝛼 = 𝑇𝛼 = 𝑇 olur. O halde 𝑉(𝑄, 𝛼) = 𝑄 dur. Teorem 

2.3.4’den 𝛼, 𝐵𝑋(𝑄) nin sağ birim elemanıdır. 

Şimdi 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋𝐼 – yarılatisi için Teorem 3.3.3’de verilen 

koşulları sağlayan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) reguler elemanlarının sayısını hesaplayalım. 

 

 

Şekil 3.7. 𝑄 = {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8} tam 𝑋𝐼 – yarılatisinin diyagramı. 

 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷), 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 koşulunu sağlayan ve 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛼 × 𝑇𝑖)

8

𝑖=1
 quasinormal 

gösterime sahip olan bir regüler eleman olsun. O zaman 𝑄 dan 𝐷′ =

{𝜑(𝑇1), 𝜑(𝑇1), … , 𝜑(𝑇8)} kümesine Teorem 3.3.3’ün koşullarını sağlayan bir 𝜑 tam 𝛼 - 

izomorfizması vardır. Yani 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 𝑖 = 1,2, … .8 için 𝜑(𝑇𝑖) = 𝑇�̅� ile gösterelim. 

Bu durumda 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅} kümesinin diyagramı Şekil 3.7’deki gibidir 

ve 

 

𝑇1̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ,  

𝑇2̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,  

𝑇3̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,   

𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ,   
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𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ,   

𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ,   

𝑌2
𝛼 ∩ 𝑇2̅ ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩ 𝑇3̅ ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4̅ ≠ ∅,  

𝑌6
𝛼 ∩ 𝑇6̅ ≠ ∅, 𝑌7

𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅  

 

koşulları sağlanır.  

Ayrıca eşitlik (3.5) deki formal eşitliklerden yararlanarak 

 

𝑃1 = 𝑇2 ∖ 𝑇1, 𝑃2 = (𝑇4 ∩ 𝑇3) ∖ 𝑇2, 𝑃3 = 𝑇4 ∖ 𝑇3, 𝑃4 = 𝑇3 ∖ 𝑇4,    

𝑃5 = (𝑇7 ∩ 𝑇6) ∖ 𝑇5, 𝑃6 = 𝑇7 ∖ 𝑇6, 𝑃7 = 𝑇6 ∖ 𝑇7, 𝑃8 = 𝑇1    

yazılabilir. 𝑖 = 1,2, … ,8 olmak üzere 𝑃𝑖 kümeleri ayrık kümelerdir ve ⋃ 𝑃𝑖
8

𝑖=1
= 𝑇8    dir. 

Böylece 

 

{𝑇1, (𝑇3 ∩ 𝑇4) ∖ 𝑇1, 𝑇4 ∖ 𝑇3, 𝑇3 ∖ 𝑇4, (𝑇7 ∩ 𝑇6) ∖ 𝑇5, 𝑇7 ∖ 𝑇6, 𝑇6 ∖ 𝑇7, 𝑋 ∖ 𝑇8}  

 

kümesi 𝑋 in bir parçalanışıdır. Dolayısıyla bu kümelerin tam 𝛼 - izomorfizması altındaki 

görüntülerinden oluşan 

 

 {𝑇1̅, (𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅, 𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅, (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇5̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅, 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑋 ∖ 𝑇8̅}  

 

kümesi de 𝑋 in bir parçalanışı olur. 

Lemma 3.3.5 Her 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) için 𝑇1̅, (𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅, 𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅, (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖

𝑇5̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅, 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑋 ∖ 𝑇8̅ kümeleri üzerinde tanımlı bir ayrık dönüşüm sistemi vardır. 

Üstelik farklı ikili bağıntıların ayrık dönüşüm sistemleri birbirinden farklıdır. 

İspat: 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) olmak üzere her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑓𝛼(𝑡) = 𝑡𝛼 biçiminde tanımlanan  

𝑓𝛼: 𝑋 → 𝐷 dönüşümünü alalım. 𝑓𝛼 dönüşümü sırasıyla 𝑇1̅, (𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅, 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅, 𝑇3̅ ∖

𝑇4̅, (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇5̅, 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅, 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅, 𝑋 ∖ 𝑇8̅ kümeleri üzerinde 𝑓1𝛼 , 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 

ve 𝑓8𝛼 olarak kısıtlansın. Şimdi 𝑖 = 1,2, … ,8 için 𝑌𝑖
𝛼 kümelerinden yararlanarak bu 

dönüşümlerin özelliklerini belirleyelim. 

𝑡 ∈ 𝑇1̅ olsun. O zaman 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛼  dır. Böylece 𝑡𝛼 = 𝑇1 olduğu elde edilir. O halde her 𝑡 ∈

𝑇1̅ için 𝑓1𝛼(𝑡) = 𝑇1 dir. 

𝑡 ∈ (𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅ olsun. Buradan (𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈

{𝑇1, 𝑇2} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ (𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅  için 𝑓2𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2} olur. Ayrıca 𝑌2
𝛼 ∩
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𝑇2̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡2 ∈ 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑇2̅ vardır. Bu ise 𝑡2𝛼 = 𝑇2 ve 𝑡2 ∈ 𝑇2̅ demektir. 

Eğer 𝑡2 ∈ 𝑇1̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ise 𝑡2𝛼 = 𝑇1 olur. Ancak bu sonuç 𝑡2𝛼 = 𝑇2 olmasıyla çelişir. O halde 

en az bir 𝑡2 ∈ 𝑇2̅ ∖ 𝑇1̅ için 𝑓2𝛼(𝑡2) = 𝑇2 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ olsun. Buradan (𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅) ⊆ 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇4} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ için 𝑓3𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4} olur. Ayrıca 𝑌4
𝛼 ∩

𝑇4̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡4 ∈ 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑇4̅ vardır. Bu ise 𝑡4𝛼 = 𝑇4 ve 𝑡4 ∈ 𝑇4̅ demektir. 

Eğer 𝑡4 ∈ 𝑇3̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼   ise 𝑡4𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} olur. Ancak bu sonuç 𝑡4𝛼 = 𝑇4 

olmasıyla çelişir. O halde en az bir 𝑡4 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ için 𝑓3𝛼(𝑡4) = 𝑇4 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅ olsun. Buradan (𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅) ⊆ 𝑇3̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅ için 𝑓4𝛼(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} olur. Ayrıca 𝑌3
𝛼 ∩

𝑇3̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡3 ∈ 𝑌3
𝛼 ∩ 𝑇3̅ vardır. Bu ise 𝑡3𝛼 = 𝑇3 ve 𝑡3 ∈ 𝑇3̅ demektir. 

Eğer 𝑡3 ∈ 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼   ise 𝑡3𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4} olur. Ancak bu sonuç 𝑡3𝛼 = 𝑇3 

olmasıyla çelişir. O halde en az bir 𝑡3 ∈ 𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅ için 𝑓4𝛼(𝑡3) = 𝑇3 dir. 

𝑡 ∈ (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇5̅ olsun. Buradan (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 olduğu 

kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} elde edilir. O halde her 𝑡 ∈ (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇5̅ için 𝑓5𝛼(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5} dir. 

𝑡 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ olsun. Buradan (𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅) ⊆ 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 olduğu 

kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ için 𝑓6𝛼(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} olur. Ayrıca 𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡7 ∈ 𝑌7

𝛼 ∩ 𝑇7̅ 

vardır. Bu ise 𝑡7𝛼 = 𝑇7 ve 𝑡7 ∈ 𝑇7̅ demektir. Eğer 𝑡7 ∈ 𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪

𝑌6
𝛼   ise 𝑡7𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} olur. Ancak bu sonuç 𝑡7𝛼 = 𝑇7 olmasıyla çelişir. O halde 

en az bir 𝑡7 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ için 𝑓6𝛼(𝑡7) = 𝑇7 dir. 

𝑡 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ olsun. Buradan (𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅) ⊆ 𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 olduğu 

kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ için 𝑓7𝛼(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} olur. Ayrıca 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑇6̅ ≠ ∅ olduğundan en az bir tane 𝑡6 ∈ 𝑌6

𝛼 ∩ 𝑇6̅ 

vardır. Bu ise 𝑡6𝛼 = 𝑇6 ve 𝑡6 ∈ 𝑇6̅ demektir. Eğer 𝑡6 ∈ 𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪

𝑌7
𝛼   ise 𝑡6𝛼 ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} olur. Ancak bu sonuç 𝑡6𝛼 = 𝑇6 olmasıyla çelişir. O halde 

en az bir 𝑡6 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ için 𝑓7𝛼(𝑡6) = 𝑇6 dır. 

𝑡 ∈ 𝑋 ∖ 𝑇8̅ olsun. Buradan (𝑋 ∖ 𝑇8̅) ⊆ 𝑋 = ⋃ 𝑌𝑖
𝛼8

𝑖=1
 olduğu kullanılırsa 𝑡𝛼 ∈ 𝑄 elde 

edilir. O halde her 𝑡 ∈ 𝑋 ∖ 𝑇8̅ için 𝑓8𝛼(𝑡) ∈ 𝑄 dur. 

Böylece 𝛼 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) için (𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 , 𝑓8𝛼) biçiminde bir 

dönüşümlerin sıralı sistemi vardır. 
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Diğer taraftan, 𝛼 ≠ 𝛽 olacak şekilde 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) alalım. 𝑓𝛼 =

(𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 , 𝑓8𝛼) ve 𝑓𝛽 = (𝑓1𝛽 , 𝑓2𝛽 , 𝑓3𝛽 , 𝑓4𝛽 , 𝑓5𝛽 , 𝑓6𝛽 , 𝑓7𝛽 , 𝑓8𝛽) olsun. Eğer 

𝑓𝛼 = 𝑓𝛽 ise her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑓𝛼(𝑡) = 𝑓𝛽(𝑡) dir. Buradan her 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝑡𝛼 = 𝑡𝛽 yazılır. Bu ise 

𝛼 = 𝛽 olması demektir. Ancak bu sonuç 𝛼 ≠ 𝛽 olmasıyla çelişir. O halde farklı ikili 

bağıntıların sıralı sistemleri farklıdır. 

Lemma 3.3.6  𝑓: 𝑋 → 𝐷 dönüşümü 

 

𝑓1: 𝑇1̅ → {𝑇1}, 𝑓1(𝑡) = 𝑇1  

𝑓2: (𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅ → {𝑇1, 𝑇2}, 𝑓2(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2} ve 𝑓2(𝑡2) = 𝑇2, ∃𝑡2 ∈ 𝑇2̅ ∖ 𝑇1̅ için  

𝑓3: 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4}, 𝑓3(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4} ve 𝑓3(𝑡4) = 𝑇4, ∃𝑡4 ∈ 𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅ için  

𝑓4: 𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3}, 𝑓4(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} ve 𝑓4(𝑡3) = 𝑇4, ∃𝑡3 ∈ 𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅ için  

𝑓5: (𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇5̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5}, 𝑓5(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5}  

𝑓6: 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}, 𝑓6(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7}  

 ve 𝑓6(𝑡7) = 𝑇7, ∃𝑡7 ∈ 𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅ için  

𝑓7: 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ → {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}, 𝑓7(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6}  

ve 𝑓7(𝑡6) = 𝑇6, ∃𝑡6 ∈ 𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅ için  

𝑓8: 𝑋 ∖ 𝑇8̅ → 𝑄, 𝑓8(𝑡) ∈ 𝑄  

 

biçiminde kısıtlanışa sahip olsun. O zaman 𝛽 = ⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))
𝑥∈𝑋

∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler 

elemandır ve 𝜑, tam 𝛽 - izomorfizmasıdır. Böylece 𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 

İspat: Öncelikle 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 olduğunu görelim. 𝑉(𝐷, 𝛽) = {𝑌𝛽|𝑌 ∈ 𝐷} kümesi, 𝑓 

dönüşümünün özellikleri, 𝑇�̅�𝛽 = ⋃ 𝑥𝛽
𝑥∈𝑇�̅�

 ve 𝐷′ ⊆ 𝐷 olması kullanılarak 

 

𝑇1 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇1̅𝛽 = 𝑇1 ⇒ 𝑇1 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇2 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇2̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 = 𝑇2 ⇒ 𝑇2 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇3 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇3̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 = 𝑇3 ⇒ 𝑇3 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇4 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇4̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇4 = 𝑇4 ⇒ 𝑇4 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇5 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇5̅𝛽 = (𝑇3̅ ∪ 𝑇4̅)𝛽 = (𝑇3̅𝛽 ∪ 𝑇4̅𝛽) = 𝑇3 ∪ 𝑇4 = 𝑇5 ⇒ 𝑇5 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇6 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇6̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇6 = 𝑇6 ⇒ 𝑇6 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇7 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇7̅𝛽 = 𝑇1 ∪ 𝑇2 ∪ 𝑇3 ∪ 𝑇4 ∪ 𝑇5 ∪ 𝑇7 = 𝑇7 ⇒ 𝑇7 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  

𝑇8 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑇8̅𝛽 = (𝑇7̅ ∪ 𝑇6̅)𝛽 = (𝑇7̅𝛽 ∪ 𝑇6̅𝛽) = 𝑇7 ∪ 𝑇6 = 𝑇8 ⇒ 𝑇8 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽)  
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elde edilir. Böylece 𝑄 ⊆ 𝑉(𝐷, 𝛽) olur. Tersine 𝑍 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽) olsun. O zaman 𝑍 = 𝑌𝛽 olacak 

biçimde 𝑌 ∈ 𝐷 vardır. Buradan 𝑄 nun birleşime kapalı olması ve her 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝑓(𝑦) ∈ 𝑄 

olduğu kullanılırsa 𝑍 = 𝑌𝛽 = ⋃ 𝑦𝛽
𝑦∈𝑌

= ⋃ 𝑓(𝑦)
𝑦∈𝑌

∈ 𝑄 dur. Böylece 𝑉(𝐷, 𝛽) ⊆ 𝑄 olur. 

O halde 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 dur. 

Diğer yandan ∅ ∉ 𝑄 olduğundan 𝛽 ikili bağıntısının 𝛽 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛽

× 𝑇)
𝑇∈𝑉(𝑋∗,𝛽)

 

biçiminde quasinormal gösterimi vardır. 𝛽 nın tanımından her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛽 dır. 

Buradan 𝑉(𝑋∗, 𝛽) = 𝑉(𝐷, 𝛽) = 𝑄 olduğu kolayca görülebilir. Böylece 𝛽 = ⋃ (𝑌𝑖
𝛽

×
8

𝑖=1

𝑇) biçimindedir. 

𝑡 ∈ 𝑇1̅ ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) = 𝑇1 olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

 elde edilir. O halde 𝑇1̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇2̅ = 𝑇1̅ ∪ ((𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅)  ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

  

elde edilir. O halde 𝑇2̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇3̅ = 𝑇1̅ ∪ ((𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅) ∪ (𝑇3̅ ∖ 𝑇4̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇3} olduğundan 

𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

  elde edilir. O halde 𝑇3̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇4̅ = 𝑇1̅ ∪ ((𝑇3̅ ∩ 𝑇4̅) ∖ 𝑇1̅) ∪ (𝑇4̅ ∖ 𝑇3̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈ {𝑇1, 𝑇2, 𝑇4} olduğundan 

𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

  elde edilir. O halde 𝑇4̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇6̅ = 𝑇3̅ ∪ 𝑇4̅ ∪ ((𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇5̅) ∪ (𝑇6̅ ∖ 𝑇7̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇6} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

    elde edilir. O halde 

𝑇6̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌6
𝛽

 dır. 

𝑡 ∈ 𝑇7̅ = 𝑇3̅ ∪ 𝑇4̅ ∪ ((𝑇7̅ ∩ 𝑇6̅) ∖ 𝑇5̅) ∪ (𝑇7̅ ∖ 𝑇6̅) ise 𝑡𝛽 = 𝑓(𝑡) ∈

{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4, 𝑇5, 𝑇7} olduğundan 𝑡 ∈ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌7
𝛽

    elde edilir. O halde 

𝑇7̅ ⊆ 𝑌1
𝛽

∪ 𝑌2
𝛽

∪ 𝑌3
𝛽

∪ 𝑌4
𝛽

∪ 𝑌5
𝛽

∪ 𝑌7
𝛽

 dır. 

Ayrıca en az bir 𝑡2 ∈ 𝑇2̅ ∖ 𝑇1̅ için 𝑓2(𝑡2) = 𝑇2 olduğundan 𝑌2
𝛽

∩ 𝑇2̅ ≠ ∅ dir. Benzer 

olarak 𝑓3, 𝑓4, 𝑓6, 𝑓7 dönüşümlerinin özelliklerinden 𝑌3
𝛼 ∩ 𝑇3̅ ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑇4̅ ≠ ∅, 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑇6̅ ≠ ∅ 

ve 𝑌7
𝛼 ∩ 𝑇7̅ ≠ ∅ olur.  

Böylece 𝑖 = 1,2, … .8 için 𝜑(𝑇𝑖) = 𝑇�̅� biçiminde tanımlı 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ =

{𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅} dönüşümü 𝛽 için Teorem 3.3.3’deki koşulları sağlar. Üstelik her 

𝑇 ∈ 𝑉(𝐷, 𝛽) için 𝜑(𝑇)𝛽 = �̅�𝛽 = 𝑇 sağlandığından 𝜑, tam 𝛽 - izomorfizmasıdır. O halde 

𝛽 ∈ 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) dir. 
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Lemma 3.3.5 ve Lemma 3.3.6’dan görüldüğü üzere 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) ile ayrık dönüşümlerin 

sıralı sistemlerinin kümesi arasında birebir eşleme vardır. 

Teorem 3.3.7 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatisi için 𝐷′ = {𝑇1̅, 𝑇2̅, 𝑇3̅, 𝑇4̅, 𝑇5̅, 𝑇6̅, 𝑇7̅, 𝑇8̅} ile 𝑄 arasında 

bir 𝛼 – izomorfizması varsa ve  Ω(𝑄) = 𝑚0 ise 𝐵𝑋(𝑄) nun regüler elemanlarının sayısı 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0 ∙ 4 ∙ (2|(𝑇3̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇2̅̅ ̅|(2|𝑇2̅̅ ̅∖𝑇1̅̅ ̅| − 1)) ∙ (3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 2|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|) ∙  

(3|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 2|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|) ∙ 5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅| ∙ (6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|) ∙ (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅|   

olur. 

İspat: Lemma 3.3.5 ve Lemma 3.3.6 göstermektedir ki, 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler eleman, 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄 ve 𝜑: 𝑄 → 𝐷′ bir tam 𝛼 – izomorfizması olmak üzere,  

(𝑓1𝛼, 𝑓2𝛼 , 𝑓3𝛼 , 𝑓4𝛼 , 𝑓5𝛼 , 𝑓6𝛼 , 𝑓7𝛼 , 𝑓8𝛼) biçimindeki farklı sıralı sistemlerin sayısı ile 𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′) 

kümesinin eleman sayısı birbirine eşittir. Tanım 2.2.13’den oluşturulabilecek  

𝑓1𝛼 , 𝑓2𝛼, 𝑓3𝛼, 𝑓4𝛼, 𝑓5𝛼, 𝑓6𝛼, 𝑓7𝛼, 𝑓8𝛼 dönüşümlerinin sayısı sırasıyla 

 

1, (2|(𝑇3̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇2̅̅ ̅|(2|𝑇2̅̅ ̅∖𝑇1̅̅ ̅| − 1)) , (3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 2|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|), (3|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 2|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|),  

5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅|, (6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|), (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|), 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅|  

 

olarak bulunur. Dolayısıyla 

 

|𝑅𝜑(𝑄, 𝐷′)| = (2|(𝑇3̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇2̅̅ ̅|(2|𝑇2̅̅ ̅∖𝑇1̅̅ ̅| − 1)) ∙ (3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 2|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|) ∙  

(3|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 2|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|) ∙ 5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅| ∙ (6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|) ∙ (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅|   

 

olur. Ayrıca 𝑄 nun otomorfizmleri 

 

𝑖𝑑𝑄 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8
),  𝛾 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇7𝑇6𝑇8
)  

𝜃 = (
𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇1𝑇2𝑇4𝑇3𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8
),  𝜏 = (

𝑇1𝑇2𝑇3𝑇4𝑇5𝑇6𝑇7𝑇8

𝑇1𝑇2𝑇4𝑇3𝑇5𝑇7𝑇6𝑇8
)  

 

olup 𝑞 = 4 tanedir. O halde Lemma 2.3.17 kullanılarak 

 

|𝑅(𝐷′)| = 𝑚0 ∙ 4 ∙ (2|(𝑇3̅̅ ̅∩𝑇4̅̅ ̅)∖𝑇2̅̅ ̅|(2|𝑇2̅̅ ̅∖𝑇1̅̅ ̅| − 1)) ∙ (3|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅| − 2|𝑇4̅̅ ̅∖𝑇3̅̅ ̅|) ∙  
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(3|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅| − 2|𝑇3̅̅ ̅∖𝑇4̅̅ ̅|) ∙ 5|(𝑇7̅̅ ̅∩𝑇6̅̅ ̅)∖𝑇5̅̅ ̅| ∙ (6|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅| − 5|𝑇7̅̅ ̅∖𝑇6̅̅ ̅|) ∙ (6|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅| − 5|𝑇6̅̅ ̅∖𝑇7̅̅ ̅|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8̅̅ ̅|   

 

olduğu görülür. 

Örnek 3.3.8  𝑋 = {1,2,3,4,5,6} ve 𝐷 = {𝑇1 = {1}, 𝑇2 = {1,2}, 𝑇3 = {1,2,3}, 𝑇4 =

{1,2,4}, 𝑇5 = {1,2,3,4}, 𝑇6 = {1,2,3,4,5}, 𝑇7 = {1,2,3,4,6}, 𝑇8 = {1,2,3,4,5,6}} olsun. 𝐷 

kümelerdeki birleşme işlemine kapalı olduğundan tam 𝑋 - yarılatistir. Ayrıca Lemma 

3.3.1’den tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. 𝑄 = 𝐷 olarak alalım. O zaman Ω(𝑄) = 1 ve 𝑄nun 

otomorfizmlerinin sayısı 𝑞 = 4 tür. Buradan Teorem 3.3.7 kullanılırsa 𝐵𝑋(𝑄) nun regüler 

elemanlarının sayısı 

 

|𝑅(𝐷′)| = 1 ∙ 4 ∙ (20(21 − 1)) ∙ (31 − 21) ∙ (31 − 21) ∙ 50 ∙ (61 − 51) ∙ (61 − 51) ∙  

80 = 4   

 

olarak bulunur. 

Teorem 3.3.9 𝑄, 𝑋𝐼 – yarılatisi için 𝐵𝑋(𝑄) nun sağ birim elemanlarının sayısı 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄)| = (2|(𝑇3∩𝑇4)∖𝑇2|(2|𝑇2∖𝑇1| − 1)) ∙ (3|𝑇4∖𝑇3| − 2|𝑇4∖𝑇3|) ∙ (3|𝑇3∖𝑇4| − 2|𝑇3∖𝑇4|) ∙  

5|(𝑇7∩𝑇6)∖𝑇5| ∙ (6|𝑇7∖𝑇6| − 5|𝑇7∖𝑇6|) ∙ (6|𝑇6∖𝑇7| − 5|𝑇6∖𝑇7|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8|   

 

olur. 

İspat: Lemma 2.3.14’den 𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄) = 𝑅𝑖𝑑𝑄

(𝑄, 𝑄)  dur. Teorem 3.3.7’de  𝐷′ = 𝑄 

alınırsa |𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄)| = |𝑅𝑖𝑑𝑄

(𝑄, 𝑄)| = |𝑅𝜑(𝑄, 𝑄) |   olduğu elde edilir. 

 Buradan Teorem 3.3.7   kullanılarak aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄)| = (2|(𝑇3∩𝑇4)∖𝑇2|(2|𝑇2∖𝑇1| − 1)) ∙ (3|𝑇4∖𝑇3| − 2|𝑇4∖𝑇3|) ∙ (3|𝑇3∖𝑇4| − 2|𝑇3∖𝑇4|) ∙  

5|(𝑇7∩𝑇6)∖𝑇5| ∙ (6|𝑇7∖𝑇6| − 5|𝑇7∖𝑇6|) ∙ (6|𝑇6∖𝑇7| − 5|𝑇6∖𝑇7|) ∙ 8|𝑋∖𝑇8|   

 

3.4. 𝑩𝑿(𝑫) Yarıgrubunun İdempotent ve Regüler Elemanları 

Bu bölümde 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun idempotent ve regüler elemanlarının sayısı 

hesaplanacaktır. 
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3.4.1 𝑫’nin Tam 𝑿𝑰 – yarılatisleri 

Öncelikle 𝐷 nin tam 𝑋 – yarılatislerinden tam 𝑋𝐼 – yarılatis olanları bulalım. Şekil 

3.2’de diyagramı 1-6 arasında olanlar Teorem 2.4.13’den ve 7-14 arasında olanların hepsi 

Teorem 2.4.18’den tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. Ayrıca 15 ve 25 numaralı diyagrama sahip tam 𝑋 – 

yarılatislerin, minimal elemanların kesişiminin boşküme olması şartıyla 𝑋𝐼 – yarılatis 

olduğu Teorem 2.4.23 ve Teorem 2.4.28’de gösterilmiştir. Şekil 3.2’de diyagramı 17-21 

arasında olanlar, minimal elemanların kesişiminin boşküme olması şartıyla Teorem 

2.4.33’den  ve 22-24 arasında olanlar, minimal elemanların kesişiminin boşküme olması 

şartıyla  Teorem 2.4.38’den  dolayı tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. 

Görüldüğü gibi 𝐷 nin tam 𝑋 – yarılatislerinden bazılarının tam 𝑋𝐼 – yarılatis olmaları 

için minimal elemanların kesişiminin boşküme olması gerekmektedir. O halde 𝑋𝐼 – 

yarılatisleri belirlemek için aşağıdaki iki lemmayı verebiliriz. 

Lemma 3.4.1.1 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ olsun. O zaman 𝐷 nin tam 𝑋𝐼 – yarılatisleri aşağıda 

verilenlerdir. 

1){�̌�}, {𝑍1}, {𝑍2}, {𝑍3}, {𝑍4}, {𝑍5}, {𝑍6}, {𝑍7}, {𝑍8} 

2){𝑍3, 𝑍1}, {𝑍3, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍1}, {𝑍4, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍3}, {𝑍5, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍1}, 

{𝑍6, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍4}, {𝑍7, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍6}, {𝑍1, �̌�}, {𝑍2, �̌�}, {𝑍3, �̌�}, {𝑍4, �̌�}, {𝑍5, �̌�}, {𝑍6, �̌�},  

{𝑍7, �̌�}, {𝑍8, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4}, {𝑍7, 𝑍6}, {𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍4}  

3){𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, 

{𝑍7, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍2},  

{𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍1},  

{𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍4, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3}  

4){𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  
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{𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}  

5) {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  

6) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

7) {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

8) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, 

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}  

9) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, 
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{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

10) {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

 {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

{𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

11) {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

12) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

13) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}  

14) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

15) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

16) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

İspat: Şekil 3.2’de diyagramı 1-6 arasında olanlar Teorem 2.4.13’den ve 7-14 arasında 

olanların hepsi Teorem 2.4.18’den dolayı koşul gerekmeksizin tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. Ayrıca 

15 numaralı diyagrama sahip olanların 𝑋𝐼 – yarılatis olduğu Teorem 2.4.23’de verilmiştir. 

16 numaralı diyagrama sahip olanların 𝑋𝐼 – yarılatis olduğu Lemma 3.3.1’de  gösterilmiştir. 

𝐷 nin 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altındaki bütün 𝑋𝐼 – yarılatislerinin kümesi ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  olsun. 

Not 2.3.13’de belirtilen, ∑ (𝐷)′
𝑋𝐼  üzerindeki 𝜗𝑋𝐼 denklik bağıntısının denklik sınıflarının 

temsilcilerinden oluşan ∑ (𝐷)𝑋𝐼  kümesini alalım. Lemma 3.4.1.1’den yararlanarak bu 

kümenin elemanlarını 

 

𝑄1 = {𝑇}, 𝑇 ∈ 𝐷  

𝑄2 = {𝑇, 𝑇′}, 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷 𝑣𝑒 𝑇 ⊂ 𝑇′  

𝑄3 = {𝑇, 𝑇′, 𝑇′′}, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′ ∈ 𝐷 𝑣𝑒 𝑇 ⊂ 𝑇′ ⊂ 𝑇′′  

𝑄4 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑍′ ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇′  

𝑄5 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′ ∈ 𝐷 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑍′ ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇′ ⊂ 𝑇′′  
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𝑄6 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′, �̌�}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′ ∈ 𝐷 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑍′ ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇′ ⊂ 𝑇′′ ⊂ �̌�  

𝑄7 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′}, 𝑍, 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷, 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑇, 𝑍 ⊂ 𝑇′, 𝑇\𝑇′ ≠ ∅, 𝑇′\𝑇 ≠ ∅  

𝑄8 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷  

 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑇, 𝑍 ⊂ 𝑇′, 𝑇\𝑇′ ≠ ∅, 𝑇′\𝑇 ≠ ∅, 𝑇 ∪ 𝑇′ ⊂ 𝑍′ 

𝑄9 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′, �̌�}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷  

 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑇, 𝑍 ⊂ 𝑇′, 𝑇\𝑇′ ≠ ∅, 𝑇′\𝑇 ≠ ∅, 𝑇 ∪ 𝑇′ ⊂ 𝑍′ ⊂ �̌� 

𝑄10 = {𝑍, 𝑍′𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷  

 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑍′ ⊂ 𝑇, 𝑍 ⊂ 𝑍′ ⊂ 𝑇′, 𝑇\𝑇′ ≠ ∅, 𝑇′\𝑇 ≠ ∅ 

𝑄11 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇 ∈ 𝐷  

 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇′ ⊂ 𝑍2 ⊂ �̌�, 𝑍 ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇′ ⊂ 𝑍2 ⊂ �̌� 

𝑄12 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝑍, 𝑍′, 𝑇 ∈ 𝐷  

 𝑣𝑒 𝑍 ⊂ 𝑇, 𝑍 ⊂ 𝑇′, 𝑇\𝑇′ ≠ ∅, 𝑇′\𝑇 ≠ ∅, 𝑇 ∪ 𝑇′ = 𝑍3  

𝑄13 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇}, 𝑍 ∈ {𝑍7, 𝑍8} 𝑣𝑒 𝑇 ∈ {�̌�, 𝑍2, 𝑍1}    

𝑄14 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�}, 𝑍 ∈ {𝑍7, 𝑍8} 𝑣𝑒 𝑇 ∈ {𝑍2, 𝑍1}    

𝑄15 = {𝑍, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝑍 ∈ {𝑍6, 𝑍7, 𝑍8}     

𝑄16 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝑍 ∈ {𝑍7, 𝑍8}  

 

olarak bulunur. Böylece 𝑖 = 1,2, … .16 olmak üzere her bir 𝑄𝑖 için, Not 2.3.13’de verilen ve 

𝑄𝑖 ile tam izomorf olan elemanların kümesi 𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼  Lemma 3.4.1.1’in 𝑖. maddesindeki 

kümelerin oluşturduğu aileye eşittir.  

Lemma 3.4.1.2 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ olsun. O zaman 𝐷 nin tam 𝑋𝐼 – yarılatisleri aşağıda 

verilenlerdir. 

1){�̌�}, {𝑍1}, {𝑍2}, {𝑍3}, {𝑍4}, {𝑍5}, {𝑍6}, {𝑍7}, {𝑍8} 

2){𝑍3, 𝑍1}, {𝑍3, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍1}, {𝑍4, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍3}, {𝑍5, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍1}, 

{𝑍6, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍4}, {𝑍7, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍6}, {𝑍1, �̌�}, {𝑍2, �̌�}, {𝑍3, �̌�}, {𝑍4, �̌�}, {𝑍5, �̌�}, {𝑍6, �̌�},  

{𝑍7, �̌�}, {𝑍8, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4}, {𝑍7, 𝑍6}, {𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍4}  

3){𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, 

{𝑍7, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍2},  

{𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍1},  
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{𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍4, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3}  

4){𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1},  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}  

5) {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

6) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�},  
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{𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

7) {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

8) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, 

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}  

9) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

10) {𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

 {𝑍8, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

{𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

11) {𝑍7, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

{𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

12) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}  

13) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, 

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}  

14) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}  

15) {𝑍7, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

16) {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

17) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6} 

18) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3}, 

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍2}  

19){𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, �̌�},  
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{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍1, �̌�}  

20) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍1, �̌�},  

{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, �̌�}{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍1, �̌�} 

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, �̌�} 

21) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, 

 {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�} 

22) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3} 

23) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, �̌�} 

24) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, �̌�} 

25) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

26) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

27) {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

İspat: Şekil 3.2’de diyagramı 1-16 arasında olan tam 𝑋 – yarılatislerin hepsi Lemma 

3.4.1.1’den dolayı tam 𝑋𝐼 – yarılatistir. Ayrıca diyagramı 17-21 arasında olanların Teorem 

2.4.33’de, 22-24 arasında olanların  Teorem 2.4.38’de ve 25 numaralı diyagrama sahip 

olanların 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ koşulu altında  tam 𝑋𝐼 – yarılatis olduğu Teorem 2.4.28’de 

gösterilmiştir. 26 ve 27 numaralı diyagrama sahip olan tam 𝑋 – yarılatislerin olanların 𝑍8 ∩

𝑍7 = ∅ koşulu altında tam 𝑋𝐼 – yarılatis olduğu Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.1.2’den 

görülmektedir. 

Lemma 3.4.1.2’nin 1-16 numaralı maddeleri, Lemma 3.4.1.1’in maddeleriyle aynı 

olduğundan 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ koşulu altında ∑ (𝐷)𝑋𝐼  kümesini bulmak için 17-27 numaralı 

kümeler  için bakmak yeterlidir. Böylece 

 

𝑄17 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6}  

𝑄18 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇}, 𝑇 ∈ {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}   

𝑄19 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′ }, 𝑇 ∈ {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1}, 𝑇′ ∈ {𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝑍6 ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇′  

𝑄20 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍, 𝑇, 𝑇′ }, 𝑍, 𝑇, 𝑇′ ∈ 𝐷 𝑣𝑒 𝑍6 ⊂ 𝑍 ⊂ 𝑇 ⊂ 𝑇′  

𝑄21 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑇′, �̌�}, 𝑇 ∈ {𝑍5, 𝑍4}, 𝑇′ ∈ {𝑍2, 𝑍1}  

𝑄22 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′}, 𝑇 ∈ {𝑍5, 𝑍2}, 𝑇′ ∈ {𝑍4, 𝑍1}   
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 𝑣𝑒  𝑇\𝑇′ ≠ ∅, 𝑇′\𝑇 ≠ ∅ 

𝑄23 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇}, 𝑇 ∈ {�̌�, 𝑍2, 𝑍1}    

𝑄24 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�}, 𝑇 ∈ {𝑍2, 𝑍1}    

𝑄25 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝑇 ∈ {𝑍5, 𝑍4, 𝑍3}  

𝑄26 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝑇 ∈ {𝑍5, 𝑍4}  

𝑄27 = 𝐷  

 

olarak bulunur. Böylece 𝑖 = 1,2, … .27 olmak üzere her bir 𝑄𝑖 için, Not 2.3.13’de verilen ve 

𝑄𝑖 ile tam izomorf olan elemanların kümesi 𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼  Lemma 3.4.1.2’nin 𝑖. maddesindeki 

kümelerin oluşturduğu aileye eşittir.  

 

3.4.2.  𝑩𝑿(𝑫) Yarıgrubunun İdempotent Elemanları 

𝑖 = 1,2, … .27 olmak üzere 𝑄𝑖 ile tam izomorf olan elemanların kümesi 𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼 

kümesini alalım. Not 2.3.13’den dolayı, bir 𝐷′ ∈ 𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼 ile tanımlanan 𝐵𝑋(𝐷′) yarıgrubunun 

sağ birim elemanlarının kümesi EX
(r)

(𝐷′) olmak üzere, 𝐵𝑋(𝑄𝑖 ) yarıgrubunun idempotent 

elemanlarının kümesi 

 

𝐼∗(𝑄𝑖) = ⋃ EX
(r)

(𝐷′)
𝐷′∈𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼

  

 

biçimindedir. Buradan 𝐵𝑋(𝑄𝑖 ) yarıgrubunun idempotent elemanlarının sayısı  

 

|𝐼∗(𝑄𝑖)| = ∑ |EX
(r)

(𝐷′)|
𝐷′∈𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼

  

 

şeklinde bulunur.  

 

3.4.2.1.  𝒁𝟖 ∩ 𝒁𝟕 ≠ ∅ Koşulu Altında İdempotent Elemanlar 

Bu bölümde  87654321 ,,,,,,,, ZZZZZZZZDD


  birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi ile 

belirlenen 𝐵𝑋(𝐷 ) yarıgrubunun 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında idempotent elemanlarının 

özellikleri ve sayısı bulunacaktır. 

Öncelikle bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının idempotent olması için gereken koşulları 

belirleyelim. 
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Teorem 3.4.2.1.1  𝐷 = {�̌�, 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍6, 𝑍7, 𝑍8} ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ 

olsun. 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının idempotent olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki 

şıklardan birinin koşullarını sağlamasıdır. 

1) 𝑄1 = {𝑇} ve 𝛼 = (𝑋 × 𝑇) biçimindedir. 

2) 𝑄2 = {𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) olmak üzere 𝑇 ⊆ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅ 

koşulları sağlanır. 

3) 𝑄3 = {𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)  olmak üzere 𝑇 ⊆

𝑌𝑇
𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 𝑌𝑇′′
𝛼 ∩ 𝑇′′ ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

4) 𝑄4 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  

olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝑍′ ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 , 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ,  𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 𝑌𝑍′

𝛼 ∩

𝑍′ ≠ ∅ , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

5) 𝑄5 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝑍′ ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 , 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 ∪

𝑌𝑇
𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝑌𝑍′

𝛼 ∩ 𝑍′ ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, 𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅,  𝑌𝑇′′
𝛼 ∩

𝑇′′ ≠ ∅, koşulları sağlanır. 

6) 𝑄6 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 ×

𝑇′) ∪ (𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 , 𝑍′ ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 , 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 

𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑌𝑍′
𝛼 ∩ 𝑍′ ≠ ∅, 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅,  𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅,  𝑌𝑇′′

𝛼 ∩

𝑇′′ ≠ ∅, 𝑌0
𝛼 ∩ �̌� ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

7) 𝑄7 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′)   olmak üzere 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅,  𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅ 

koşulları sağlanır. 

8) 𝑄8 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′
𝛼 × 𝑍′)   olmak üzere 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝑇 ∪ 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪

𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼  , 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅,  𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 𝑌𝑍′

𝛼 ∩ 𝑍′ ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

9) 𝑄9 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′)   olmak üzere 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑇 ∪

𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼  , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅,  𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 𝑌𝑍′
𝛼 ∩ 𝑍′ ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩

�̌� ≠ ∅ koşulları sağlanır. 
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10) 𝑄10 = {𝑍, 𝑍′𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 ×

𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼, 𝑍′ ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 , 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼  

, 𝑌𝑍′
𝛼 ∩ 𝑍′ ≠ ∅, 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅,  𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅  koşulları sağlanır. 

11) 𝑄11 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌2

𝛼 ×

𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪

𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼,  𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, 

 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅,  𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

12) 𝑄12 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌3

𝛼 ×

𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪

𝑌𝑇
𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑍3 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼  , 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪

𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼, 𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼 ,  𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅,  𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩

𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅,  𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

13) 𝑄13 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇}  ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 ×

𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼, 𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑍3 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼, 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅, 

 𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅  koşulları sağlanır. 

14) 𝑄14 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪

(𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝑍6 ⊆

𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼, 𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝑍3 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪

𝑌3
𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌6

𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅,  𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠

∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩ �̌� ≠ ∅  koşulları sağlanır. 

15) 𝑄15 = {𝑍, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌5

𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪

(𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝑍 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝑍5 ⊆

𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼,  𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪

𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅,  𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅ koşulları 

sağlanır. 

16) 𝑄16 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪

(𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olmak üzere 𝑍 ⊆

𝑌𝑍
𝛼, 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼,  𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼,𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪

𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼, 𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩

𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅,  𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅ koşulları sağlanır. 
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İspat: 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) idempotent eleman olsun. Bir 𝑓: 𝑋 → 𝐷 dönüşümü için 𝛼 =

⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))
𝑥∈𝑋

 biçiminde olduğunu düşünülürse her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷 dir. Buradan 

𝐷 nin bir 𝐷′ alt yarılatisi için 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)

𝑇∈𝐷′ 
 biçiminde quasinormal gösterime 

sahiptir. Üstelik 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝐷′ = 𝑉(𝐷′, 𝛼) dır. Teorem 2.3.11’den 𝑉(𝐷, 𝛼) nın 𝑋𝐼 - alt 

yarılatis olduğu kullanılırsa 𝐷′ , 𝑋𝐼 - alt yarılatistir. O halde 𝐷′ Lemma 3.4.1.1’de verilen 𝑄𝑖 

leri taramak üzere 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)

𝑇∈𝐷′ 
 biçiminde yazılabilir. 

𝑄1 = {𝑇} ve 𝛼 = (𝑋 × 𝑇) olsun. O zaman 𝛼 = ⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))
𝑥∈𝑋

 biçiminde 

olduğunu düşünülürse her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) ∈ 𝑄1 olduğundan 𝑓: 𝑋 → 𝑄1 ⊂ 𝐷 biçiminde tek 

bir 𝑓 dönüşümü vardır. Yani 𝐵𝑋(𝑄1) tek elemanlı bir kümedir. 𝐵𝑋(𝑄1) işleme kapalı 

olduğundan 𝛼 idempotent elemandır. Üstelik 𝐵𝑋(𝑄1) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin 

idempotent elemanıdır. 

𝑄2 = {𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄2) dir. Üstelik  

𝑄2, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄2 = 𝑉(𝑄2, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.15’den 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 2. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.15’den 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄2) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄2) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄3 = {𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄3) dir. Üstelik  𝑄3, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄3 = 𝑉(𝑄3, 𝛼) sağlanır. O halde 

Sonuç 2.4.15’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 3. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine 

Sonuç 2.4.15’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄3) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄3) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim 

eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄4 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  olsun. O 

zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄4) dir. Üstelik  𝑄4, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄4 = 𝑉(𝑄4, 𝛼) 

sağlanır. O halde Sonuç 2.4.15’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 4. şıkta verilen koşullar 

sağlansın. Yine Sonuç 2.4.15’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄4) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄4) ⊂

𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent 

elemanıdır. 

𝑄5 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄5) dir. Üstelik  𝑄5, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄5 = 𝑉(𝑄5, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.15’den verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 5. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.15’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄5) sağ birim 
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elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄5) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent 

olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄6 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄6) dir. Üstelik  𝑄6, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) =

𝑄6 = 𝑉(𝑄6, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.15’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 6. şıkta 

verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.15’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄6) sağ birim elemandır. Böylece 

𝐵𝑋(𝑄6) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin 

idempotent elemanıdır. 

𝑄7 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 × 𝑇 ∪

𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄7) dir. Üstelik  𝑄7, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄7 =

𝑉(𝑄7, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 7. şıkta 

verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄7) sağ birim elemandır. Böylece 

𝐵𝑋(𝑄7) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin 

idempotent elemanıdır. 

𝑄8 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′
𝛼 × 𝑍′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄8) dir. Üstelik  𝑄8, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄8 = 𝑉(𝑄8, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 8. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄8) sağ birim 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄8) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent 

olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄9 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′
𝛼 × 𝑍′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄9) dir. Üstelik  𝑄9, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄9 = 𝑉(𝑄9, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den  verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 9. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄9) sağ birim 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄9) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent 

olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄10 = {𝑍, 𝑍′𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄10) dir. Üstelik  𝑄10, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄10 = 𝑉(𝑄10, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 10. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄10) sağ birim 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄10) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent 

olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 
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𝑄11 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪

(𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄11) dir. Üstelik  𝑄11, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄11 = 𝑉(𝑄11, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 11. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄11) sağ birim 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄11) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent 

olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄12 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌3

𝛼 ×

𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄12) dir. Üstelik  𝑄12, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄12 = 𝑉(𝑄12, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 12. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄12) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄12) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄13 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇}  ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 ×

𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄13) dir. Üstelik  𝑄13, 𝑋𝐼 - alt 

yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄13 = 𝑉(𝑄13, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 13. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄13) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄13) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄14 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 ×

𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄14) dir. Üstelik  𝑄14, 𝑋𝐼 

- alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄14 = 𝑉(𝑄14, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.20’den verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 14. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.20’den 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄14) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄14) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄15 = {𝑍, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌5

𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 ×

𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄15) dir. Üstelik  𝑄15, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄15 = 𝑉(𝑄15, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.25’den 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 15. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.25’den 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄15) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄15) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄16 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪

(𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈
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𝐵𝑋(𝑄16) dir. Üstelik  𝑄11, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄16 = 𝑉(𝑄16, 𝛼) sağlanır. O 

halde Sonuç 3.3.4’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 16. şıkta verilen koşullar sağlansın. 

Yine Sonuç 3.3.4’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄16) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄16) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ 

birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

Lemma 3.4.2.1.2 𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ olmak üzere 

𝐵𝑋(𝑄16) yarıgrubunun idempotent elemanların sayısı  

 

𝐼∗(𝑄16) = (2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍7| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|) ∙

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�| ∙  

(2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍8| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|) ∙

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�| 

 

 

formülüyle hesaplanır. 

İspat: 𝑍 ∈ {𝑍7, 𝑍8} olmak üzere 𝑄16 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 𝑋𝐼 – altyarılatisi 

ile belirlenen 𝐵𝑋(𝑄16) yarıgrubunun sağ birim elemanlarının sayısı Teorem 3.3.9’dan 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄16)| = (2|(𝑍4∩𝑍5)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|) ∙ 

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�| 

 

dir. Dolayısıyla 𝑄16𝜗𝑋𝐼 = {{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}} ve 

|𝐼∗(𝑄16)| = ∑ |EX
(r)

(𝐷′)|
𝐷′∈𝑄16𝜗𝑋𝐼

 olmasından yararlanılarak 

 

𝐼∗(𝑄16) = (2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍7| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|) ∙

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�| ∙  

(2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍8| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|) ∙

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�| 

  

 

olarak hesaplanır. 

Şimdi 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun idempotent elemanlarının 

sayısını hesaplayalım. 
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Teorem 3.4.2.1.3  𝑋 sonlu bir küme olmak üzere 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) 

yarıgrubunun idempotent elemanlarının sayısı 

 

|𝐼𝐷| = ∑ |𝐼∗(𝑄𝑖)|16
𝑖=1   

 

olur. 

İspat: Öncelikle 𝑖 = 1,2, … ,16 olmak üzere 𝐵𝑋(𝑄𝑖) yarıgrubunun sağ birim 

elemanlarının sayısını yazalım. Sonuç 2.4.17, Sonuç 1.4.22 ve Sonuç 2.4.27 den 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄1)| = 1  

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄2)| = (2|𝑇′∖𝑇| − 1) ∙ 2|𝑋∖𝑇′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄3)| = (2|𝑇′∖𝑇| − 1) ∙ (3|𝑇′′∖𝑇′| − 2|𝑇′′∖𝑇′|) ∙ 2|𝑋∖𝑇′′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄4)| = (2|𝑍′∖𝑍| − 1) ∙ (3|𝑇∖𝑍′| − 2|𝑇∖𝑍′|) ∙ (4|𝑇′∖𝑇| − 3|𝑇′∖𝑇|) ∙ 4|𝑋∖𝑇′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄5)| = (2|𝑍′∖𝑍| − 1) ∙ (3|𝑇∖𝑍′| − 2|𝑇∖𝑍′|) ∙ (4|𝑇′∖𝑇| − 3|𝑇′∖𝑇|) ∙  

(5|�̌�∖𝑇′| − 4|�̌�∖𝑇′|) ∙ 5|𝑋∖�̌�|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄6)| = (2|𝑍′∖𝑍| − 1) ∙ (3|𝑇∖𝑍′| − 2|𝑇∖𝑍′|) ∙ (4|𝑇′∖𝑇| − 3|𝑇′∖𝑇|) ∙  

(5|𝑇′′∖𝑇′| − 4|𝑇′′∖𝑇′|) ∙ (5|�̌�∖𝑇′| − 4|�̌�∖𝑇′|) ∙ 6|𝑋∖�̌�|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄7)| = (2|𝑇′∖𝑇| − 1) ∙ (2|𝑇∖𝑇′| − 1) ∙ 4|𝑋∖𝑇∪𝑇′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄8)| = (2|𝑇′∖𝑇| − 1) ∙ (2|𝑇∖𝑇′| − 1) ∙ (5|𝑍′∖𝑇∪𝑇′| − 4|𝑍′∖𝑇∪𝑇′|) ∙ 5|𝑋∖𝑍′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄9)| = (2|𝑇′∖𝑇| − 1) ∙ (2|𝑇∖𝑇′| − 1) ∙ (5|𝑍′∖𝑇∪𝑇′| − 4|𝑍′∖𝑇∪𝑇′|) ∙  

(6|�̌�∖𝑍′| − 5|�̌�∖𝑍′|) ∙ 6|𝑋∖�̌�|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄10)| = (2|𝑍′∖𝑍| − 1) ∙ 2|𝑇∩𝑇′∖𝑍′| ∙ (3|𝑇′∖𝑇| − 2|𝑇′∖𝑇|) ∙ (3|𝑇∖𝑇′| − 2|𝑇∖𝑇′|) ∙  

5|𝑋∖𝑇∪𝑇′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄11)| = (2|𝑇∖𝑍| − 1) ∙ (3|𝑇′∖𝑇| − 2|𝑇′∖𝑇|) ∙ 3|𝑍2∩𝑍1∖𝑇′| ∙ (4|𝑍1∖𝑍2| − 3|𝑍1∖𝑍2|) ∙  

(4|𝑍2∖𝑍1| − 3|𝑍2∖𝑍1|) ∙  6|𝑋∖�̌�|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄12)| = (2|𝑇∖𝑍| − 1) ∙ (3|𝑇′∖𝑇| − 2|𝑇′∖𝑇|) ∙ (4|𝑍3∖𝑇′| − 3|𝑍3∖𝑇′|) ∙ 4|𝑍2∩𝑍1∖𝑍3| ∙  

(5|𝑍1∖𝑍2| − 4|𝑍1∖𝑍2|) ∙ (5|𝑍2∖𝑍1| − 4|𝑍2∖𝑍1|) ∙  7|𝑋∖�̌�|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄13)| = (2|𝑍6∖𝑍| − 1) ∙ 2|𝑍5∩𝑍4∖𝑍6| ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙  
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(3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|) ∙ (6|𝑇∖𝑍3| − 5|𝑇∖𝑍3|) ∙  6|𝑋∖𝑇|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄14)| = (2|𝑍6∖𝑍| − 1) ∙ 2|𝑍5∩𝑍4∖𝑍6| ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙  

(3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|) ∙ (6|𝑇∖𝑍3| − 5|𝑇∖𝑍3|) ∙ (7|�̌�∖𝑇| − 6|�̌�∖𝑇|) ∙  7|𝑋∖𝑇|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄15)| = (2|𝑍5∖𝑍4| − 1) ∙ (2|𝑍4∖𝑍5| − 1) ∙ 4|𝑍2∩𝑍1∖𝑍3| ∙ (5|𝑍2∖𝑍1| − 4|𝑍2∖𝑍1|) ∙  

(5|𝑍1∖𝑍2| − 4|𝑍1∖𝑍2|) ∙  7|𝑋∖�̌�|  

 

dır. Buradan |𝐼∗(𝑄𝑖)| = ∑ |EX
(r)

(𝐷′)|
𝐷′∈𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼

 eşitliğinden yararlanılarak 𝑖 = 1,2, … ,15 için 

idempotent elemanların sayısı bulunur. Teorem 3.4.2.1.2’de  𝐼∗(𝑄16) kümesinin eleman 

sayısı hesaplanmıştır. O halde Teorem 2.3.10’dan |𝐼𝐷| = ∑ |𝐼∗(𝑄𝑖)|16
𝑖=1  olur. 

 

3.4.2.2.  𝒁𝟖 ∩ 𝒁𝟕 = ∅ Koşulu Altında İdempotent Elemanlar 

Bu bölümde  87654321 ,,,,,,,, ZZZZZZZZDD


  birleşimlerin tam 𝑋 – yarılatisi ile 

belirlenen 𝐵𝑋(𝐷 ) yarıgrubunun 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ koşulu altında idempotent elemanlarının 

özellikleri ve sayısı bulunacaktır. 

Lemma 3.4.1.1’de açıklandığı gibi, 𝐷 nin 1-16 numaralı diyagrama sahip tam 𝑋 - 

altyarılatisleri hiçbir koşula bağlı olmaksızın 𝑋𝐼 – altyarılatislerdir. Dolayısıyla 𝑍8 ∩ 𝑍7 =

∅ koşulu altındaki idempotent elemanların sayısını bulmak için 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında 

𝑋𝐼 olan alt yarılatislere ek olarak 17-27 numaralı diyagrama sahip tam 𝑋 – altyarılatislerin 

incelenmesi yeterlidir. 

Şimdi bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının idempotent olması için gereken koşulları 

belirleyelim. 

Teorem 3.4.2.2.1 𝐷 = {�̌�, 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍6, 𝑍7, 𝑍8} ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ 

olsun. 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının idempotent olması için gerek ve yeter koşul Teorem 

3.4.2.1.1’in 1-16 şıklarından birinin veya aşağıdaki şıklardan birinin koşullarını 

sağlamasıdır. 

17) 𝑄17 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) olmak üzere 𝑍8 ⊆

𝑌8
𝛼, 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼 koşulları sağlanır. 

18) 𝑄18 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) 

olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅ koşulları sağlanır. 
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19) 𝑄19 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 ×

𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8

𝛼, 𝑍7 ⊆ 𝑌7
𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌𝑇

𝛼 ∩

𝑇 ≠ ∅, 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

20) 𝑄20 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑍

𝛼 ×

𝑍) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼, 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝑍 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼,  𝑇 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌𝑍

𝛼 ∩ 𝑍 ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, 𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝑇′ ≠

∅ koşulları sağlanır. 

21) 𝑄21 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑇′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)  olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍7 ⊆

𝑌7
𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼,  𝑍3 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩ �̌� ≠ ∅ 

koşulları sağlanır. 

22) 𝑄22 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)  olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8

𝛼, 𝑍7 ⊆ 𝑌7
𝛼, 𝑇 ⊆

𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝑇′ ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, 𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝑇′ ≠ ∅, 

koşulları sağlanır. 

23) 𝑄23 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇)  olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼,  𝑍7 ⊆

𝑌7
𝛼,  𝑍5 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝑍4 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩

𝑍4 ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

24) 𝑄24 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olmak üzere 𝑍8 ⊆

𝑌8
𝛼,  𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼,  𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪

𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩

�̌� ≠ ∅  koşulları sağlanır. 

25) 𝑄25 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)  olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 ,  𝑍7 ⊆

𝑌7
𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼,  𝑍2 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼, 𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅, 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝑇 ≠ ∅, koşulları sağlanır. 

26) 𝑄26 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olmak üzere 𝑍8 ⊆

𝑌8
𝛼,  𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝑇 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼,  𝑍3 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼, 𝑍2 ⊆



 

88 

 

𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼, 𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑇 ≠

∅, 𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅  koşulları sağlanır. 

27) 𝑄27 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 ×

𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 ×

�̌�)  olmak üzere 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼,  𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,  𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝑍1 ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪

𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅   

koşulları sağlanır. 

İspat: 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) idempotent eleman olsun. Bir 𝑓: 𝑋 → 𝐷 dönüşümü için 𝛼 =

⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))
𝑥∈𝑋

 biçiminde olduğunu düşünülürse her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷 dir. Buradan 

𝐷 nin bir 𝐷′ alt yarılatisi için 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)

𝑇∈𝐷′ 
 biçiminde quasinormal gösterime 

sahiptir. Üstelik 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝐷′ = 𝑉(𝐷′, 𝛼) dır. Teorem 2.3.11’den 𝑉(𝐷, 𝛼) nın 𝑋𝐼 - alt 

yarılatis olduğu kullanılırsa 𝐷′ , 𝑋𝐼 - alt yarılatistir. O halde 𝐷′ Lemma 3.4.1.2’de verilen 𝑄𝑖 

leri taramak üzere 𝛼 = ⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)

𝑇∈𝐷′ 
 biçiminde yazılabilir. 

𝑄17 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) olsun. O zaman 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄17) dir. Üstelik  𝑄17, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄17 = 𝑉(𝑄17, 𝛼) sağlanır. O 

halde Sonuç 2.4.35’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 17. şıkta verilen koşullar sağlansın. 

Yine Sonuç 2.4.35’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄17) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄17) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve 

sağ birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent 

elemanıdır. 

𝑄18 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇)  olsun. 

O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄18) dir. Üstelik  𝑄18, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄18 = 𝑉(𝑄18, 𝛼) 

sağlanır. O halde Sonuç 2.4.35’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 18. şıkta verilen 

koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.35’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄18) sağ birim elemandır. Böylece 

𝐵𝑋(𝑄18) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin 

idempotent elemanıdır. 

𝑄19 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪

(𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′)olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄19) dir. Üstelik  𝑄19, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) =

𝑄19 = 𝑉(𝑄19, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.35’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 19. 

şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.35’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄19) sağ birim elemandır. 

Böylece 𝐵𝑋(𝑄19) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 

𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 
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𝑄20 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑍

𝛼 ×

𝑍) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄20) dir. Üstelik  𝑄20, 𝑋𝐼 - alt 

yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄20 = 𝑉(𝑄20, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.35’den verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 20. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.35’den 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄20) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄20) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄21 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑇′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 ×

𝑇) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄21) dir. Üstelik  𝑄21, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄21 = 𝑉(𝑄21, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.35’den 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 21. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.35’den 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄21) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄21) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄22 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄22) dir. Üstelik  𝑄22, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄22 = 𝑉(𝑄22, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.40’den 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 22. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.40’den 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄22) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄22) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄23 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5

𝛼 ×

𝑍5) ∪ (𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄23) dir. Üstelik  𝑄23, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄23 = 𝑉(𝑄23, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.40’den 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 23. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.40’den 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄23) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄23) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄24 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄24) 

dir. Üstelik  𝑄24, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄24 = 𝑉(𝑄24, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 

2.4.40’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 24. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 

2.4.40’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄24) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄24) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim 

eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄25 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 ×

𝑇) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄25) dir. Üstelik  𝑄25, 𝑋𝐼 



 

90 

 

- alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄25 = 𝑉(𝑄25, 𝛼) sağlanır. O halde Sonuç 2.4.30’dan verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 25. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Sonuç 2.4.30’dan 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄25) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄25) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı 

zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄26 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olsun. O zaman 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄26) dir. Üstelik  𝑄26, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄26 = 𝑉(𝑄26, 𝛼) sağlanır. O 

halde Sonuç 3.2.4’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 26. şıkta verilen koşullar sağlansın. 

Yine Sonuç 32..4’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄26) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄26) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) ve sağ 

birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent elemanıdır. 

𝑄27 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 ×

𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�) olsun. O 

zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄27) dir. Üstelik  𝑄27, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄27 = 𝑉(𝑄27, 𝛼) 

sağlanır. O halde Sonuç 3.1.5’den verilen koşullar sağlanır. Tersine 27. şıkta verilen koşullar 

sağlansın. Yine Sonuç 3.1.5’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄27) sağ birim elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄27) ⊂

𝐵𝑋(𝐷) ve sağ birim eleman aynı zamanda idempotent olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin idempotent 

elemanıdır. 

Lemma 3.4.2.2.2  𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ olmak üzere 

𝐵𝑋(𝑄26) yarıgrubunun idempotent elemanların sayısı  

 

𝐼∗(𝑄26) = (4|𝑍5∖𝑍6| − 3|𝑍5∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍3∖𝑍5| − 4|𝑍3∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|  ∙  

(4|𝑍4∖𝑍6| − 3|𝑍4∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍4∖𝑍5| − 4|𝑍4∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|

 

 

formülüyle hesaplanır. 

İspat:  𝑇 ∈ {𝑍5, 𝑍4} olmak üzere 𝑄26 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 𝑋𝐼 – altyarılatisi 

ile belirlenen 𝐵𝑋(𝑄26) yarıgrubunun sağ birim elemanlarının sayısı Teorem 3.2.9’dan  

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄26)| = (4|𝑇∖𝑍6| − 3|𝑇∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍3∖𝑇| − 4|𝑍3∖𝑇|) ∙  

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|   
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dir. 𝑄26𝜗𝑋𝐼 = {{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}} ve |𝐼∗(𝑄26)| =

∑ |EX
(r)

(𝐷′)|
𝐷′∈𝑄26𝜗𝑋𝐼

 ve olmasından yararlanılarak 

 

𝐼∗(𝑄26) = (4|𝑍5∖𝑍6| − 3|𝑍5∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍3∖𝑍5| − 4|𝑍3∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|  ∙  

(4|𝑍4∖𝑍6| − 3|𝑍4∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍4∖𝑍5| − 4|𝑍4∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|

 

 

olarak hesaplanır. 

Lemma 3.4.2.2.3 𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ olmak üzere 

𝐵𝑋(𝑄27) yarıgrubunun idempotent elemanların sayısı  

 

𝐼∗(𝑄27) = 3|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6| ∙ (4|𝑍5∖𝑍4| − 3|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (4|𝑍4∖𝑍5| − 3|𝑍4∖𝑍5|) ∙

6|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (7|𝑍2∖𝑍1| − 6|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (7|𝑍1∖𝑍2| − 6|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9|  
 

 

formülüyle hesaplanır. 

İspat:  𝑄27 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 𝑋𝐼 – altyarılatisi ile belirlenen 𝐵𝑋(𝑄27) 

yarıgrubunun sağ birim elemanlarının sayısı Teorem 3.1.10’dan 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄27)| = 3|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6| ∙ (4|𝑍5∖𝑍4| − 3|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (4|𝑍4∖𝑍5| − 3|𝑍4∖𝑍5|) ∙  

6|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (7|𝑍2∖𝑍1| − 6|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (7|𝑍1∖𝑍2| − 6|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 9|𝑋∖�̌�|   

 

dir. 𝑄27𝜗𝑋𝐼 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve |𝐼∗(𝑄27)| = ∑ |EX
(r)

(𝐷′)|
𝐷′∈𝑄27𝜗𝑋𝐼

 ve 

olmasından yararlanılarak 

 

𝐼∗(𝑄27) = 3|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6| ∙ (4|𝑍5∖𝑍4| − 3|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (4|𝑍4∖𝑍5| − 3|𝑍4∖𝑍5|) ∙

6|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (7|𝑍2∖𝑍1| − 6|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (7|𝑍1∖𝑍2| − 6|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9|   
 

 

olarak hesaplanır. 

Şimdi 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun idempotent elemanlarının 

sayısını hesaplayalım. 
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Teorem 3.4.2.2.4 𝑋 sonlu bir küme olmak üzere 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) 

yarıgrubunun idempotent elemanlarının sayısı 

 

|𝐼𝐷| = ∑ |𝐼∗(𝑄𝑖)|27
𝑖=1   

olur. 

İspat: 𝑖 = 1,2, … ,16 olmak üzere 𝐵𝑋(𝑄𝑖) yarıgrubunun idempotent elemanlarının 

sayısı Teorem 3.4.2.1.3’de hesaplanmıştır. Şimdi  𝑖 = 17,18, … ,27 olmak üzere 𝐵𝑋(𝑄𝑖) 

yarıgrubunun sağ birim elemanlarının sayısını yazalım. Sonuç 2.4.37, Sonuç 2.4.42 ve 

Sonuç 2.4.32’den 

 

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄17)| = 3|𝑋∖𝑍6|  

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄18)| = (4|𝑇∖𝑍6| − 3|𝑇∖𝑍6|) ∙ 4|𝑋∖𝑇|  

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄19)| = (4|𝑇∖𝑍6| − 3|𝑇∖𝑍6|) ∙ (5|𝑇′∖𝑍| − 4|𝑇′∖𝑍|) ∙ 5|𝑋∖𝑇′|   

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄20)| = (4|𝑍∖𝑍6| − 3|𝑍∖𝑍6|) ∙ (5|𝑇∖𝑍| − 4|𝑇∖𝑍|) ∙ (6|𝑇′∖𝑇| − 5|𝑇′∖𝑇|) ∙ 6|𝑋∖𝑇′|   

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄21)| = (4|𝑇∖𝑍6| − 3|𝑇∖𝑍6|) ∙ (5|𝑍3∖𝑇| − 4|𝑍3∖𝑇|) ∙ (6|𝑇′∖𝑍3| − 5|𝑇′∖𝑍3|) ∙  

(7|�̌�∖𝑇′| − 6|�̌�∖𝑇′|) ∙ 7|𝑋∖�̌�|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄22)| = 3|𝑇∩𝑇′∖𝑍6| ∙ (4|𝑇′∖𝑇| − 3|𝑇′∖𝑇|) ∙ (4|𝑇∖𝑇′| − 3|𝑇∖𝑇′|) ∙  6|𝑋∖𝑇∩𝑇′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄23)| = 3|𝑍5∩𝑍4∖𝑍6| ∙ (4|𝑍5∖𝑍4| − 3|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (4|𝑍4∖𝑍5| − 3|𝑍4∖𝑍5|) ∙  

(7|𝑇∖𝑍3| − 6|𝑇∖𝑍3|) ∙  7|𝑋∖𝑇′|  

|𝐸𝑋
(𝑟)

(𝑄24)| = 3|𝑍5∩𝑍4∖𝑍6| ∙ (4|𝑍5∖𝑍4| − 3|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (4|𝑍4∖𝑍5| − 3|𝑍4∖𝑍5|) ∙  

(7|𝑇∖𝑍3| − 6|𝑇∖𝑍3|) ∙  (8|�̌�∖𝑇′| − 7|�̌�∖𝑇′|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|  

|𝐸𝑋
(𝑟)(𝑄25)| = 4|𝑍2∩𝑍1∖𝑇| ∙ (4|𝑇∖𝑍6| − 3|𝑇∖𝑍6|) ∙ (5|𝑍2∖𝑍1| − 4|𝑍2∖𝑍1|) ∙  

(5|𝑍1∖𝑍2| − 4|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 7|𝑋∖�̌�|   

 

dır. Buradan |𝐼∗(𝑄𝑖)| = ∑ |EX
(r)

(𝐷′)|
𝐷′∈𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼

 eşitliğinden yararlanılarak 𝑖 = 17,18, … ,25 

için idempotent elemanların sayısı bulunur. Lemma 3.4.2.2.2 ve Lemma 3.4.2.2.3’de 

𝐼∗(𝑄26)  ve 𝐼∗(𝑄27) kümelerinin eleman sayısı hesaplanmıştır. O halde Teorem 2.3.10’dan 

|𝐼𝐷| = ∑ |𝐼∗(𝑄𝑖)|27
𝑖=1  olur.  
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3.4.3.  𝑩𝑿(𝑫) Yarıgrubunun Regüler Elemanları 

𝑖 = 1,2, … .16 olmak üzere 𝑄𝑖 ile tam izomorf olan elemanların kümesi 𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼 

kümesini alalım. Not 2.3.13’den bir 𝐷′ ∈ 𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼 ile tanımlanan 𝐵𝑋(𝐷′) yarıgrubunun regüler 

elemanlarının kümesi R(𝐷′) olmak üzere, 𝐵𝑋(𝑄𝑖 ) yarıgrubunun regüler elemanlarının 

kümesi 

 

𝑅∗(𝑄𝑖) = ⋃ R(𝐷′)
𝐷′∈𝑄𝑖𝜗𝑋𝐼

  

 

biçimindedir.  

 

3.4.3.1.  𝒁𝟖 ∩ 𝒁𝟕 ≠ ∅ Koşulu Altında Regüler Elemanlar 

Bu bölümde 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında, regüler elemanlarının 

özellikleri ve sayısı bulunacaktır. 

Öncelikle bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman olması için sağlaması gereken 

koşulları belirleyelim. 

Teorem 3.4.3.1.1 𝐷 = {�̌�, 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍6, 𝑍7, 𝑍8} ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ 

olsun. 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler olması için gerek ve yeter koşul bir 𝜑: 𝑉(𝐷, 𝛼) →

𝐷′ ⊂ 𝐷, 𝛼 - izomorfizmasının aşağıdaki şıklardan birinin koşullarını sağlamasıdır. 

1) 𝑄1 = {𝑇} ve 𝛼 = (𝑋 × 𝑇) biçimindedir. 

2) 𝑄2 = {𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) olmak üzere 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌𝑇′

𝛼 ∩

𝜑(𝑇′) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

3) 𝑄3 = {𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)  olmak üzere 

𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑇
𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅, 𝑌𝑇′′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′′) ≠ ∅ koşulları 

sağlanır. 

4) 𝑄4 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  

olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝜑(𝑍′) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 , 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼,  𝑌𝑇′
𝛼 ∩

𝜑(𝑇′) ≠ ∅, 𝑌𝑍′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍′) ≠ ∅ , 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

5) 𝑄5 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝜑(𝑍′) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 , 𝜑(𝑇) ⊆

𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑍′
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝑌𝑍′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍′) ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠

∅, 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅,  𝑌𝑇′′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′′) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 
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6) 𝑄6 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 ×

𝑇′) ∪ (𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 , 𝜑(𝑍′) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 , 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪

𝑌𝑍′
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑌𝑍′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍′) ≠ ∅, 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 

 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅,  𝑌𝑇′′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′′) ≠ ∅, 𝑌0
𝛼 ∩ 𝜑(�̌�) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

7) 𝑄7 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′)   olmak üzere 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 

 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

8) 𝑄8 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′
𝛼 × 𝑍′)   olmak üzere 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝜑(𝑇 ∪

𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼  , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅,  𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅, 𝑌𝑍′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍′) ≠

∅ koşulları sağlanır. 

9) 𝑄9 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′)   olmak üzere 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪

𝑌𝑇′
𝛼 , 𝜑(𝑇 ∪ 𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼  , 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅,  𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅, 

𝑌𝑍′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍′) ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩ 𝜑(�̌�) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

10) 𝑄10 = {𝑍, 𝑍′𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 ×

𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 , 𝜑(𝑍′) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 , 𝜑(𝑇) ⊆

𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑍′

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼  , 𝑌𝑍′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍′) ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅,  𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅  koşulları 

sağlanır. 

11) 𝑄11 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌2

𝛼 ×

𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪

𝑌𝑇
𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝜑(𝑍2) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼,  𝜑(𝑍1) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪

𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅,  𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍2) ≠ ∅,  𝑌1

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍1) ≠ ∅ 

koşulları sağlanır. 

12) 𝑄12 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌3

𝛼 ×

𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆

𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝜑(𝑍3) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼  , 𝜑(𝑍2) ⊆

𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝜑(𝑍1) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 ,  𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 

 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍3) ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍2) ≠ ∅,  𝑌1

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍1) ≠ ∅ koşulları 

sağlanır. 
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13) 𝑄13 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇}  ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 ×

𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝜑(𝑍6) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼, 

𝜑(𝑍5) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝜑(𝑍4) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝜑(𝑍3) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪

𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼, 𝑌6
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍6) ≠ ∅,  𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍5) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍4) ≠ ∅, 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅ 

 koşulları sağlanır. 

14) 𝑄14 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪

(𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 

𝜑(𝑍6, 9 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼, 𝜑(𝑍5) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼, 𝜑(𝑍4) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝜑(𝑍3) ⊆

𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌6

𝛼 ∩

𝜑(𝑍6) ≠ ∅,  𝑌5
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍5) ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍4) ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩ 𝜑(�̌�) ≠

∅  koşulları sağlanır. 

15) 𝑄15 = {𝑍, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌5

𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪

(𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)   olmak üzere 𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 

𝜑(𝑍5) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼,  𝜑(𝑍4) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝜑(𝑍2) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 

𝜑(𝑍1) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍5) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍4) ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩

𝜑(𝑍2) ≠ ∅,  𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍1) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

16) 𝑄16 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪

(𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olmak üzere 

𝜑(𝑍) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼, 𝜑(𝑍6) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼,  𝜑(𝑍5) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 𝜑(𝑍4) ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪

𝑌4
𝛼, 𝜑(𝑍2) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝜑(𝑍1) ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪

𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌6
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍6) ≠ ∅, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍5) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍4) ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍2) ≠ ∅, 

 𝑌1
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍1) ≠ ∅  

koşulları sağlanır. 

İspat: Teorem 3.4.2.1.1’de 𝐷′ Lemma 3.4.1.1’de verilen 𝑄𝑖 leri taramak üzere 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)

𝑇∈𝐷′ 
 biçiminde yazılabildiği gösterilmiştir. Şimdi 𝛼 – izomorfizması 𝜑 nin 

şıklardan birinin koşullarını sağladığını gösterelim. 

𝑄1 = {𝑇} ve 𝛼 = (𝑋 × 𝑇) olsun. O zaman 𝛼 = ⋃ ({𝑥} × 𝑓(𝑥))
𝑥∈𝑋

 biçiminde 

olduğunu düşünülürse her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑥) ∈ 𝑄1 olduğundan 𝑓: 𝑋 → 𝑄1 ⊂ 𝐷 biçiminde tek 

bir 𝑓 dönüşümü vardır. Yani 𝐵𝑋(𝑄1) tek elemanlı bir kümedir. 𝐵𝑋(𝑄1) işleme kapalı 

olduğundan 𝛼 regüler elemandır. Üstelik 𝐵𝑋(𝑄1) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin 

regüler elemanıdır. 
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𝑄2 = {𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄2) dir. Üstelik  

𝑄2, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄2 = 𝑉(𝑄2, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.14’de 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 2. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.14’den 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄2) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄2) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler 

elemanıdır. 

𝑄3 = {𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄3) dir. Üstelik  𝑄3, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄3 = 𝑉(𝑄3, 𝛼) sağlanır. O halde 

Teorem 2.4.14’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 3. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine 

Teorem 2.4.14’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄3) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄3) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 

𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄4 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  olsun. O 

zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄4) dir. Üstelik  𝑄4, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄4 = 𝑉(𝑄4, 𝛼) 

sağlanır. O halde Teorem 2.4.14’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 4. şıkta verilen koşullar 

sağlansın. Yine Teorem 2.4.14’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄4) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄4) ⊂

𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄5 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄5) dir. Üstelik  𝑄5, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄5 = 𝑉(𝑄5, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.14’de verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 5. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.14’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄5) regüler 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄5) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄6 = {𝑍, 𝑍′, 𝑇, 𝑇′, 𝑇′′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇′′
𝛼 × 𝑇′′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄6) dir. Üstelik  𝑄6, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) =

𝑄6 = 𝑉(𝑄6, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.14’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 6. şıkta 

verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.14’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄6) regüler elemandır. Böylece 

𝐵𝑋(𝑄6) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄7 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 × 𝑇 ∪

𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄7) dir. Üstelik  𝑄7, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄7 =

𝑉(𝑄7, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da verilen koşullar sağlanır. Tersine 7. şıkta 

verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.19’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄7) regüler elemandır. Böylece 

𝐵𝑋(𝑄7) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄8 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′
𝛼 × 𝑍′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄8) dir. Üstelik  𝑄8, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 
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𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄8 = 𝑉(𝑄8, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 8. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.19’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄8) regüler 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄8) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄9 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′, 𝑍′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′

𝛼 ×

𝑇 ∪ 𝑇′) ∪ (𝑌𝑍′
𝛼 × 𝑍′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄9) dir. Üstelik  𝑄9, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄9 = 𝑉(𝑄9, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 9. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.19’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄9) regüler 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄9) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄10 = {𝑍, 𝑍′𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑍′

𝛼 × 𝑍′) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪

(𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄10) dir. Üstelik  𝑄10, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄10 = 𝑉(𝑄10, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 10. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.19’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄10) regüler 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄10) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄11 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪

(𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄11) dir. Üstelik  𝑄11, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄11 = 𝑉(𝑄11, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da verilen koşullar sağlanır. 

Tersine 11. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.19’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄11) regüler 

elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄11) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄12 = {𝑍, 𝑇, 𝑇′, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌3

𝛼 ×

𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄12) dir. Üstelik  𝑄12, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄12 = 𝑉(𝑄12, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 12. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 

2.4.19’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄12) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄12) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 

𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄13 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇}  ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 ×

𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄13) dir. Üstelik  𝑄13, 𝑋𝐼 - alt 

yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄13 = 𝑉(𝑄13, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 13. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.19’dan 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄13) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄13) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler 

elemanıdır. 

𝑄14 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 ×

𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄14) dir. Üstelik  𝑄14, 𝑋𝐼 
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- alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄14 = 𝑉(𝑄14, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.19’da verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 14. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.19’dan 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄14) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄14) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler 

elemanıdır. 

𝑄15 = {𝑍, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌5

𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 ×

𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄15) dir. Üstelik  𝑄15, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄15 = 𝑉(𝑄15, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.24’de 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 15. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 

2.4.24’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄15) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄15) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 

𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄16 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌𝑍
𝛼 × 𝑍) ∪ (𝑌6

𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪

(𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄16) dir. Üstelik  𝑄11, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄16 = 𝑉(𝑄16, 𝛼) sağlanır. O 

halde Teorem 3.3.3’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 16. şıkta verilen koşullar sağlansın. 

Yine Teorem 3.3.3’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄16) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄16) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) 

olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

Şimdi 𝑅∗(𝑄16) kümesinin eleman sayısını hesaplayalım. 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler elemanının Teorem 3.4.3.1.1 16) daki gibi bir quasinormal 

gösterimi var olsun. O zaman 𝑍 ∈ {𝑍7, 𝑍8} olmak üzere 𝑄16 = {𝑍, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄16 eşitliği sağlanır. Buradan  

 

𝑄16𝜗𝑋𝐼  = {{𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}}  

 

olduğu kullanılarak |Ω(𝑄16)| = 2 olarak bulunur. Ayrıca 𝑄16 nın otomorfizmaları 

 

𝑖𝑑𝑄16
= (

𝑍𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
),  𝜏1 = (

𝑍𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍𝑍6𝑍4𝑍5𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
) 

𝜏2 = (
𝑍𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
),  𝜏3 = (

𝑍𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍𝑍6𝑍4𝑍5𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
) 

 

olduğundan |Φ(𝑄16)| = 4 dür. Buradan 
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𝐷1
′ = {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} , 𝐷2

′ = {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝐷3
′ = {𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} , 𝐷4

′ = {𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} 

𝐷5
′ = {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} , 𝐷6

′ = {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝐷7
′ = {𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} , 𝐷8

′ = {𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} 

ile gösterilirse 𝑅∗(𝑄16) = ⋃ R(𝐷𝑖
′)

8

i=1
 olarak hesaplanır. 

Lemma 3.4.3.1.2  𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ olmak üzere 

𝐵𝑋(𝑄16) yarıgrubunun regüler elemanların sayısı  

 

𝑅∗(𝑄16) = 4 ∙ 2 ∙ (2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍7| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|)

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|  

4 ∙ 2 ∙ (2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍8| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|)

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�| 

 

 

formülüyle hesaplanır. 

İspat: 𝑅∗(𝑄16) = ⋃ R(𝐷𝑖
′)

8

i=1
 olduğundan, 𝑅∗(𝑄16) kümesinin eleman sayısının 

bulunması için birleşimde yer alan 𝑋𝐼 – altyarılatislerden, kesişimi boş kümeden farklı olan 

varsa bulunup, birleşimin eleman sayısından çıkarılması gerekmektedir. 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) olsun. 

 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) ⇒  𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ve 𝛼 ∈ R(𝐷2

′ )

⇒ 𝑍8 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,   

𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅,

𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

𝑍8 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 , 𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,

𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼

𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅,

𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

  

 

olur. Buradan ∅ ≠ 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑍4 ⊆ 𝑌4

𝛼 ∩ (𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼) elde edilir. Bu sonuç 𝛼 nın 

quasinormal gösteriminde  𝑌𝑇
𝛼 kümelerinin ayrık kümeler olmasıyla çelişir. O halde R(𝐷1

′) ∩

R(𝐷2
′ ) = ∅ dir. Benzer olarak aralarında otomorfizma olan 𝐷1

′ , 𝐷2
′ , 𝐷3

′ , 𝐷4
′  için de 

 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷3

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷3

′ ) = ∅ 
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R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅  

 

olduğu görülür.  

𝛼 ∈ R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) olsun. 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) ⇒  𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ve 𝛼 ∈ R(𝐷2

′ )

⇒ 𝑍7 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 , 𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,   

𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅,

𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

𝑍8 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 , 𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,

𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼

𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅,

𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

  

 

olur. Buradan ∅ ≠ 𝑌4
𝛼 ∩ 𝑍4 ⊆ 𝑌4

𝛼 ∩ (𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼) elde edilir. Bu sonuç 𝛼 nın 

quasinormal gösteriminde  𝑌𝑇
𝛼 kümelerinin ayrık kümeler olmasıyla çelişir. O halde R(𝐷5

′ ) ∩

R(𝐷6
′ ) = ∅ dir. Benzer olarak aralarında otomorfizma olan 𝐷5

′ , 𝐷6
′ , 𝐷7

′ , 𝐷8
′  için de 

 

R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷6
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷6
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷7
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅  

 

olduğu görülür.  

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷5

′ ) olsun. 

 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷5

′ ) ⇒  𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ve 𝛼 ∈ R(𝐷5

′ )

⇒ 𝑍8 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,   

𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅,

𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

𝑍7 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,

𝑍4 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑍2 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼

𝑍1 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅,

𝑌5
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌4

𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

  

 

olur. Buradan 𝑍8 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ve 𝑍7 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼  olduğu kullanılarak 𝑍6 = 𝑍8 ∪ 𝑍7 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 elde edilir. 

Ancak aynı zamanda 𝑍6 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 dir. Böylece 𝑌𝑇
𝛼 kümelerinin ayrık kümeler olmasından 

dolayı 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 = ∅ olur. Ancak bu sonuç  𝑌6

𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅ olmasıyla çelişir. O halde R(𝐷1
′) ∩
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R(𝐷5
′ ) = ∅ dir. Benzer olarak 𝐷1

′ , 𝐷2
′ , 𝐷3

′ , 𝐷4
′  ile 𝐷5

′ , 𝐷6
′ , 𝐷7

′ , 𝐷5
′   kümelerinin kesişimine 

bakıldığında, her bir kesişimde 𝑍8 ⊆ 𝑌𝑍
𝛼 , 𝑍7 ⊆ 𝑌𝑍

𝛼 ve 𝑌6
𝛼 ∩ 𝑍6 ≠ ∅ denklemleri elde 

edilecektir. O halde  

 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅ 

R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅ 

R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅ 

R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅  

 

dir. Böylece  

 

|𝑅∗(𝑄16)| = |R(𝐷1
′)| + |R(𝐷2

′ )| + |R(𝐷3
′ )| + |R(𝐷4

′ )| + |R(𝐷5
′ )| + |R(𝐷6

′ )| +

|R(𝐷7
′ )| + |R(𝐷8

′ )|
 

 

şeklinde hesaplanır. Teorem 3.3.7’den 

 

𝑅∗(𝑄16) = 4 ∙ 2 ∙ (2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍7| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|)

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|  

4 ∙ 2 ∙ (2|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6|(2|𝑍6∖𝑍8| − 1)) ∙ (3|𝑍5∖𝑍4| − 2|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (3|𝑍4∖𝑍5| − 2|𝑍4∖𝑍5|)

5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�| 

 

 

olarak elde edilir. 

Şimdi 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun regüler elemanlarının sayısını 

hesaplayalım. 

Teorem 3.4.3.1.3 𝑋 sonlu bir küme olmak üzere 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) 

yarıgrubunun regüler elemanlarının sayısı 

 

|𝑅| = ∑ |𝑅∗(𝑄𝑖)|16
𝑖=1   

 

olur. 
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İspat:  Lemma 3.4.3.1.2’de 16. diyagrama sahip 𝑋𝐼 – yarılatisin regüler elemanlarının 

sayısı hesaplanmıştır. Sonuç 2.1.57, Sonuç 2.4.20 ve Sonuç 2.4.25 kullanılarak 1-15 

numaralı diyagramlara sahip 𝑋𝐼 – yarılatislerimin regüler elemanlarının sayısı benzer olarak 

hesaplanırsa |𝑅| = ∑ |𝑅∗(𝑄𝑖)|16
𝑖=1   olarak bulunur.  

 

3.4.3.2.  𝒁𝟖 ∩ 𝒁𝟕 = ∅ Koşulu Altında Regüler Elemanlar 

Bu bölümde 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ koşulu altında, regüler elemanlarının 

özellikleri ve sayısı bulunacaktır. 

Lemma 3.4.1.1’de açıklandığı gibi, 𝐷 nin 1-16 numaralı diyagrama sahip tam 𝑋 - 

altyarılatisleri hiçbir koşula bağlı olmaksızın 𝑋𝐼 – altyarılatislerdir. Dolayısıyla 𝑍8 ∩ 𝑍7 =

∅ koşulu altındaki regüler elemanların sayısını bulmak için 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ koşulu altında 𝑋𝐼 

olan alt yarılatislere ek olarak 17-27 numaralı diyagrama sahip tam 𝑋 – altyarılatislerin 

incelenmesi yeterlidir. 

Öncelikle bir 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler eleman olması için sağlaması gereken 

koşulları belirleyelim. 

Teorem 3.4.3.2.1 𝐷 = {�̌�, 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍6, 𝑍7, 𝑍8} ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ 

olsun. 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) elemanının regüler olması için gerek ve yeter koşul bir 𝜑: 𝑉(𝐷, 𝛼) →

𝐷′ ⊂ 𝐷, 𝛼 – izomorfizmasının, Teorem 3.4.3.1.1’deki 1-16 şıklarından birinin veya 

aşağıdaki şıklardan birinin koşullarını sağlamasıdır. 

17) 𝑄17 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) olmak üzere 

𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼, 𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7

𝛼 koşulları sağlanır. 

18) 𝑄18 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) 

olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼, 𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

19) 𝑄19 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 ×

𝑇) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8

𝛼, 𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7
𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 𝑌𝑇′

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

20) 𝑄20 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑍

𝛼 ×

𝑍) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′)  olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼, 𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝜑(𝑍) ⊆

𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼,  𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌𝑍

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍) ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩

𝜑(𝑇) ≠ ∅, 𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

21) 𝑄21 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑇′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)  olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼, 
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𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7
𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼,  𝜑(𝑍3) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼, 

𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌𝑇′

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍3) ≠ ∅, 

𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩ 𝜑(�̌�) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

22) 𝑄22 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)  olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8

𝛼, 𝜑(𝑍7) ⊆

𝑌7
𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝜑(𝑇′) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇′
𝛼 , 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 

𝑌𝑇′
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇′) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

23) 𝑄23 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇)  olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼,  

𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7
𝛼,  𝜑(𝑍5) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌5
𝛼 , 𝜑(𝑍4) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼, 𝑌5

𝛼 ∩

𝜑(𝑍5) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍4) ≠ ∅, 𝑌𝑇

𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

24) 𝑄24 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olmak üzere 

𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼,  𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7

𝛼,  𝜑(𝑍5) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 𝜑(𝑍4) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍5) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩

𝜑(𝑍4) ≠ ∅, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 𝑌0

𝛼 ∩ 𝜑(�̌�) ≠ ∅  koşulları sağlanır. 

25) 𝑄25 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�)  olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼,  

𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7
𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼, 𝜑( 𝑍2) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪

𝑌2
𝛼, 𝜑(𝑍1) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍2) ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍1) ≠ ∅, 

𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, koşulları sağlanır. 

26) 𝑄26 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olmak üzere 

𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼,  𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝜑(𝑇) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼,  𝜑(𝑍3) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼, 𝜑(𝑍2) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪ 𝑌6

𝛼 ∪ 𝑌𝑇
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 𝜑(𝑍1) ⊆ 𝑌8

𝛼 ∪ 𝑌7
𝛼 ∪

𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑇

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼, 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝜑(𝑇) ≠ ∅, 𝑌3

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍3) ≠ ∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍2) ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩

𝜑(𝑍1) ≠ ∅  koşulları sağlanır. 

27) 𝑄27 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 ×

𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 ×

�̌�)  olmak üzere 𝜑(𝑍8) ⊆ 𝑌8
𝛼,  𝜑(𝑍7) ⊆ 𝑌7

𝛼, 𝜑(𝑍5) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼, 

 𝜑(𝑍4) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼, 𝜑(𝑍2) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼, 
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𝜑(𝑍1) ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼, 𝑌5

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍5) ≠ ∅, 𝑌4
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍4) ≠

∅, 𝑌2
𝛼 ∩ 𝜑(𝑍2) ≠ ∅, 𝑌1

𝛼 ∩ 𝜑(𝑍1) ≠ ∅ koşulları sağlanır. 

İspat: Teorem 3.4.2.2.1’de 𝐷′ Lemma 3.4.2.1.1’de verilen 𝑄𝑖 leri taramak üzere 𝛼 =

⋃ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)

𝑇∈𝐷′ 
 biçiminde yazılabildiği gösterilmiştir. Şimdi 𝛼 – izomorfizması 𝜑 nin 

şıklardan birinin koşullarını sağladığını gösterelim. 

𝑄17 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) olsun. O zaman 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄17) dir. Üstelik  𝑄17, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄17 = 𝑉(𝑄17, 𝛼) sağlanır. O 

halde Teorem 2.4.34’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 17. şıkta verilen koşullar 

sağlansın. Yine Teorem 2.4.34’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄17) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄17) ⊂

𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄18 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇)  olsun. 

O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄18) dir. Üstelik  𝑄18, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄18 = 𝑉(𝑄18, 𝛼) 

sağlanır. O halde Teorem 2.4.34’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 18. şıkta verilen 

koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.34’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄18) regüler elemandır. Böylece 

𝐵𝑋(𝑄18) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄19 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪

(𝑌𝑇′
𝛼 × 𝑇′)olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄19) dir. Üstelik  𝑄19, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) =

𝑄19 = 𝑉(𝑄19, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.34’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 19. 

şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.34’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄19) regüler elemandır. 

Böylece 𝐵𝑋(𝑄19) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄20 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍, 𝑇, 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑍

𝛼 ×

𝑍) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄20) dir. Üstelik  𝑄20, 𝑋𝐼 - alt 

yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄20 = 𝑉(𝑄20, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.34’de verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 20. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.34’den 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄20) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄20) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler 

elemanıdır. 

𝑄21 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑇′, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 ×

𝑇) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄21) dir. Üstelik  𝑄21, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄21 = 𝑉(𝑄21, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.34’de 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 21. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 

2.4.34’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄21) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄21) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 

𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 
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𝑄22 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑇′, 𝑇 ∪ 𝑇′} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌𝑇′

𝛼 × 𝑇′) ∪ (𝑌𝑇∪𝑇′
𝛼 × 𝑇 ∪ 𝑇′)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄22) dir. Üstelik  𝑄22, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄22 = 𝑉(𝑄22, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.39’da 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 22. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 

2.4.39’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄22) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄22) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 

𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄23 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌5

𝛼 ×

𝑍5) ∪ (𝑌4
𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇)  olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄23) dir. Üstelik  𝑄23, 

𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄23 = 𝑉(𝑄23, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.39’da 

verilen koşullar sağlanır. Tersine 23. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 

2.4.39’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄23) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄23) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 

𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄24 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑇, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄24) 

dir. Üstelik  𝑄24, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄24 = 𝑉(𝑄24, 𝛼) sağlanır. O halde 

Teorem 2.4.39’da verilen koşullar sağlanır. Tersine 24. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine 

Teorem 2.4.39’dan 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄24) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄24) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 

𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄25 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪ (𝑌𝑇

𝛼 ×

𝑇) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�) olsun. O zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄25) dir. Üstelik  𝑄25, 𝑋𝐼 

- alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄25 = 𝑉(𝑄25, 𝛼) sağlanır. O halde Teorem 2.4.29’da verilen 

koşullar sağlanır. Tersine 25. şıkta verilen koşullar sağlansın. Yine Teorem 2.4.29’dan 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄25) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄25) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler 

elemanıdır. 

𝑄26 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑇, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 × 𝑍6) ∪

(𝑌𝑇
𝛼 × 𝑇) ∪ (𝑌3

𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2
𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1

𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0
𝛼 × �̌�)  olsun. O zaman 𝛼 ∈

𝐵𝑋(𝑄26) dir. Üstelik  𝑄26, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄26 = 𝑉(𝑄26, 𝛼) sağlanır. O 

halde Teorem 3.2.3’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 26. şıkta verilen koşullar sağlansın. 

Yine Teorem 3.2.3’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄26) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄26) ⊂ 𝐵𝑋(𝐷) 

olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

𝑄27 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} ve 𝛼 = (𝑌8
𝛼 × 𝑍8) ∪ (𝑌7

𝛼 × 𝑍7) ∪ (𝑌6
𝛼 ×

𝑍6) ∪ (𝑌5
𝛼 × 𝑍5) ∪ (𝑌4

𝛼 × 𝑍4) ∪ (𝑌3
𝛼 × 𝑍3) ∪ (𝑌2

𝛼 × 𝑍2) ∪ (𝑌1
𝛼 × 𝑍1) ∪ (𝑌0

𝛼 × �̌�) olsun. O 
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zaman 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄27) dir. Üstelik  𝑄27, 𝑋𝐼 - alt yarılatistir ve 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄27 = 𝑉(𝑄27, 𝛼) 

sağlanır. O halde Teorem 3.1.4’de verilen koşullar sağlanır. Tersine 27. şıkta verilen koşullar 

sağlansın. Yine Teorem 3.1.4’den 𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝑄27) regüler elemandır. Böylece 𝐵𝑋(𝑄27) ⊂

𝐵𝑋(𝐷) olduğundan 𝛼, 𝐵𝑋(𝐷) nin regüler elemanıdır. 

Şimdi 𝑅∗(𝑄26) kümesinin eleman sayısını hesaplayalım. 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler elemanının Teorem 3.4.3.2.1 26) daki gibi quasinormal gösterimi 

var olsun. O zaman 𝑍 ∈ {𝑍4, 𝑍5} olmak üzere 𝑄26 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} için 

𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄26 eşitliği sağlanır. Buradan  

 

𝑄26𝜗𝑋𝐼  = {{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}}  

 

olduğu kullanılarak |Ω(𝑄26)| = 2 olarak bulunur. Ayrıca 𝑄26 nın otomorfizmaları 

 

𝑖𝑑𝑄26
= (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
),  𝜏1 = (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍7𝑍8𝑍6𝑍𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
) 

𝜏2 = (
𝑍8𝑍7𝑍6𝑍𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
),  𝜏3 = (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍7𝑍8𝑍6𝑍𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
) 

 

olduğundan |Φ(𝑄26)| = 4 dür. Buradan 

 

𝐷1
′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} , 𝐷2

′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝐷3
′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�}, 𝐷4

′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} 

𝐷5
′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} , 𝐷6

′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝐷7
′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} , 𝐷8

′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} 

 

ile gösterilirse 𝑅∗(𝑄26) = ⋃ R(𝐷𝑖
′)

8

i=1
 olarak hesaplanır. 

Lemma 3.4.3.2.2  𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ olmak üzere 

𝐵𝑋(𝑄26) yarıgrubunun regüler elemanların sayısı  

 

𝑅∗(𝑄26) = 4 ∙ 2 ∙ (4|𝑍5∖𝑍6| − 3|𝑍5∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍3∖𝑍5| − 4|𝑍3∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|  ∙  

4 ∙ 2 ∙ (4|𝑍4∖𝑍6| − 3|𝑍4∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍4∖𝑍5| − 4|𝑍4∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|
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formülüyle hesaplanır. 

İspat: 𝑅∗(𝑄26) = ⋃ R(𝐷𝑖
′)

8

i=1
 olduğundan, 𝑅∗(𝑄26) kümesinin eleman sayısının 

bulunması için birleşimde yer alan 𝑋𝐼 – altyarılatislerden, kesişimi boş kümeden farklı olan 

varsa bulunup, birleşimin eleman sayısından çıkarılması gerekmektedir. 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) olsun. 

 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) ⇒  𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ve 𝛼 ∈ R(𝐷2

′ )

⇒ 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ,   

𝑍3 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅,

𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅,

𝑍7 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍8 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ,    

𝑍3 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅,

𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

  

 

olur. Buradan 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 ve 𝑍8 ⊆ 𝑌7

𝛼  olduğu kullanılarak 𝑌8
𝛼 ∩ 𝑌7

𝛼 = 𝑍8 ≠ ∅ elde edilir. 

Ancak bu sonuç 𝑌𝑇
𝛼 kümelerinin ayrık kümeler olmasıyla çelişir. O halde R(𝐷1

′) ∩ R(𝐷2
′ ) =

∅ dir. Benzer olarak aralarında otomorfizma olan 𝐷1
′ , 𝐷2

′ , 𝐷3
′ , 𝐷4

′  için de 

 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷3

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷3

′ ) = ∅ 

R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅  

 

olduğu görülür.  

𝛼 ∈ R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) olsun. 
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𝛼 ∈ R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) ⇒  𝛼 ∈ R(𝐷5
′ ) ve 𝛼 ∈ R(𝐷6

′ )

⇒ 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ,   

𝑍3 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅,

𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅,

𝑍7 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍8 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ,    

𝑍3 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅,

𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

  

olur. Buradan 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 ve 𝑍8 ⊆ 𝑌7

𝛼  olduğu kullanılarak 𝑌8
𝛼 ∩ 𝑌7

𝛼 = 𝑍8 ≠ ∅ elde edilir. 

Ancak bu sonuç 𝑌𝑇
𝛼 kümelerinin ayrık kümeler olmasıyla çelişir. O halde R(𝐷5

′ ) ∩ R(𝐷6
′ ) =

∅ dir. Benzer olarak aralarında otomorfizma olan 𝐷5
′ , 𝐷6

′ , 𝐷7
′ , 𝐷8

′  için de 

 

R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷6
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷6
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷7
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅  

 

olduğu görülür.  

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷5

′ ) olsun. 

 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷5

′ ) ⇒  𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ve 𝛼 ∈ R(𝐷5

′ )

⇒ 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ,   

𝑍3 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅,

𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅,

𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ,    

𝑍3 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌2

𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ∪ 𝑌3
𝛼 ∪ 𝑌1

𝛼 , 𝑌𝑇
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅,

𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

  

 

olur. Buradan 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ve 𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 olduğu kullanılarak 

𝑍3 = 𝑍4 ∪ 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 elde edilir. Ancak aynı zamanda 𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅ dir. Bu 

sonuç 𝑌𝑇
𝛼 kümelerinin ayrık kümeler olmasıyla çelişir. O halde R(𝐷1

′) ∩ R(𝐷5
′ ) = ∅ dir. 

Benzer olarak 𝐷1
′ , 𝐷2

′ , 𝐷3
′ , 𝐷4

′  ile 𝐷5
′ , 𝐷6

′ , 𝐷7
′ , 𝐷5

′   kümelerinin kesişimine bakıldığında, her 
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bir kesişimde 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 , 𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌𝑍

𝛼 ve 𝑌3
𝛼 ∩ 𝑍3 ≠ ∅ 

denklemleri elde edilecektir. O halde  

 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅ 

R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅ 

R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅ 

R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅  

 

dir. O halde  

 

|𝑅∗(𝑄26)| = |R(𝐷1
′)| + |R(𝐷2

′ )| + |R(𝐷3
′ )| + |R(𝐷4

′ )| + |R(𝐷5
′ )| + |R(𝐷6

′ )| +

|R(𝐷7
′ )| + |R(𝐷8

′ )|
 

 

şeklinde hesaplanır. Teorem 3.2.7’den 

 

𝑅∗(𝑄26) = 4 ∙ 2 ∙ (4|𝑍5∖𝑍6| − 3|𝑍5∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍3∖𝑍5| − 4|𝑍3∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|  ∙  

4 ∙ 2 ∙ (4|𝑍4∖𝑍6| − 3|𝑍4∖𝑍6|) ∙ 5|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (5|𝑍4∖𝑍5| − 4|𝑍4∖𝑍5|) ∙

(6|𝑍2∖𝑍1| − 5|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (6|𝑍1∖𝑍2| − 5|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 8|𝑋∖�̌�|

 

 

olarak elde edilir. 

Şimdi 𝑅∗(𝑄27) kümesinin eleman sayısını hesaplayalım. 

𝛼 ∈ 𝐵𝑋(𝐷) regüler elemanının Teorem 3.4.3.2.1 27) deki gibi quasinormal gösterimi 

var olsun. O zaman 𝑄27 = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} için 𝑉(𝐷, 𝛼) = 𝑄27 eşitliği 

sağlanır. Buradan  

 

𝑄27𝜗𝑋𝐼  = {{𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}} = {𝑄27}  

 

olduğu kullanılarak |Ω(𝑄27)| = 1 olarak bulunur. Ayrıca 𝑄27 nin otomorfizmaları 
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𝑖𝑑𝑄16
= (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
),  𝜏1 = (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍7𝑍8𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
) 

𝜏2 = (
𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍4𝑍5𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
),  𝜏3 = (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
) 

𝜏4 = (
𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍7𝑍8𝑍6𝑍4𝑍5𝑍3𝑍2𝑍1�̌�
),  𝜏5 = (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍7𝑍8𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
) 

𝜏2 = (
𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍4𝑍5𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
),  𝜏3 = (

𝑍8𝑍7𝑍6𝑍5𝑍4𝑍3𝑍2𝑍1�̌�

𝑍7𝑍8𝑍6𝑍4𝑍5𝑍3𝑍1𝑍2�̌�
) 

 

olduğundan |Φ(𝑄27)| = 8 dür. Buradan 

 

𝐷1
′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} , 𝐷2

′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} 

𝐷3
′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�}, 𝐷4

′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} 

𝐷5
′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍2, 𝑍1, �̌�} , 𝐷6

′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍5, 𝑍4, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} 

𝐷7
′ = {𝑍8, 𝑍7, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} , 𝐷8

′ = {𝑍7, 𝑍8, 𝑍6, 𝑍4, 𝑍5, 𝑍3, 𝑍1, 𝑍2, �̌�} 

 

ile gösterilirse 𝑅∗(𝑄27) = ⋃ R(𝐷𝑖
′)

8

i=1
 olarak hesaplanır. 

Lemma 3.4.3.2.3  𝑋 sonlu bir küme, 𝐷 ∈ ∑ (𝑋, 9)3  ve 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ olmak üzere 

𝐵𝑋(𝑄27) yarıgrubunun regüler elemanların sayısı  

 

𝑅∗(𝑄27) = 8 ∙ 3|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6| ∙ (4|𝑍5∖𝑍4| − 3|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (4|𝑍4∖𝑍5| − 3|𝑍4∖𝑍5|) ∙

6|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (7|𝑍2∖𝑍1| − 6|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (7|𝑍1∖𝑍2| − 6|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9|   
 

 

formülüyle hesaplanır. 

İspat: 𝑅∗(𝑄27) = ⋃ R(𝐷𝑖
′)

8

i=1
 olduğundan, 𝑅∗(𝑄27) kümesinin eleman sayısının 

bulunması için birleşimde yer alan 𝑋𝐼 – altyarılatislerden, kesişimi boş kümeden farklı olan 

varsa bulunup, birleşimin eleman sayısından çıkarılması gerekmektedir. 

𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) olsun. 
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𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) ⇒  𝛼 ∈ R(𝐷1
′) ve 𝛼 ∈ R(𝐷2

′ )

⇒ 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍7 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,   

𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼 , 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅,

𝑌4
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅,

𝑍7 ⊆ 𝑌8
𝛼 , 𝑍8 ⊆ 𝑌7

𝛼 , 𝑍5 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ,    

𝑍4 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌4

𝛼 ,

𝑍2 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌2
𝛼 ,

𝑍1 ⊆ 𝑌8
𝛼 ∪ 𝑌7

𝛼 ∪ 𝑌6
𝛼 ∪ 𝑌5

𝛼 ∪ 𝑌4
𝛼 ∪ 𝑌3

𝛼 ∪ 𝑌1
𝛼 , 𝑌5

𝛼 ∩ 𝑍5 ≠ ∅,

𝑌4
𝛼 ∩ 𝑍4 ≠ ∅, 𝑌2

𝛼 ∩ 𝑍2 ≠ ∅, 𝑌1
𝛼 ∩ 𝑍1 ≠ ∅

  

 

olur. Buradan 𝑍8 ⊆ 𝑌8
𝛼 ve 𝑍8 ⊆ 𝑌7

𝛼  olduğu kullanılarak 𝑌8
𝛼 ∩ 𝑌7

𝛼 = 𝑍8 ≠ ∅ elde edilir. 

Ancak bu sonuç 𝑌𝑇
𝛼 kümelerinin ayrık kümeler olmasıyla çelişir. O halde R(𝐷1

′) ∩ R(𝐷2
′ ) =

∅ dir.  

Benzer olarak aralarında otomorfizma olan 𝐷1
′ , 𝐷2

′ , 𝐷3
′ , 𝐷4

′  ,𝐷5
′ , 𝐷6

′ , 𝐷7
′ , 𝐷8

′   kümeleri 

için de  

 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷2

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷3

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅ 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷1
′) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷3

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅ 

R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷2
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷4

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅ 

R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷3
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅ 

R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷5

′ ) = ∅, R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷4
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷6

′ ) = ∅, R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅ 

R(𝐷5
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅, R(𝐷6
′ ) ∩ R(𝐷7

′ ) = ∅, R(𝐷6
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅ 

R(𝐷7
′ ) ∩ R(𝐷8

′ ) = ∅  

 

dir. O halde  

 

|𝑅∗(𝑄27)| = |R(𝐷1
′)| + |R(𝐷2

′ )| + |R(𝐷3
′ )| + |R(𝐷4

′ )| + |R(𝐷5
′ )| + |R(𝐷6

′ )| +

|R(𝐷7
′ )| + |R(𝐷8

′ )|
 

 

şeklinde hesaplanır. Teorem 3.1.8’den 
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𝑅∗(𝑄27) = 8 ∙ 3|(𝑍5∩𝑍4)∖𝑍6| ∙ (4|𝑍5∖𝑍4| − 3|𝑍5∖𝑍4|) ∙ (4|𝑍4∖𝑍5| − 3|𝑍4∖𝑍5|) ∙

6|(𝑍2∩𝑍1)∖𝑍3| ∙ (7|𝑍2∖𝑍1| − 6|𝑍2∖𝑍1|) ∙ (7|𝑍1∖𝑍2| − 6|𝑍1∖𝑍2|) ∙ 9|𝑋∖𝑇9|  
 

 

olarak elde edilir. 

Şimdi 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun regüler elemanlarının sayısını 

hesaplayalım. 

Teorem 3.4.3.2.4 𝑋 sonlu bir küme olmak üzere 𝑍8 ∩ 𝑍7 = ∅ koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) 

yarıgrubunun regüler elemanlarının sayısı 

 

|𝑅| = ∑ |𝑅∗(𝑄𝑖)|27
𝑖=1   

 

olur. 

İspat:  Teorem 3.4.3.1.3’de ∑ |𝑅∗(𝑄𝑖)|16
𝑖=1 , Lemma 5.3.5 ve Lemma 5.3.6’de 𝑅∗(𝑄26) 

ve 𝑅∗(𝑄27) hesaplanmıştır. Sonuç 2.4.30, Sonuç 2.4.35 ve Sonuç 2.4.40 kullanılarak 17-25 

numaralı diyagramlara sahip 𝑋𝐼 – yarılatislerinin regüler elemanlarının sayısı benzer olarak 

hesaplanırsa |𝑅| = ∑ |𝑅∗(𝑄𝑖)|16
𝑖=1 + ∑ |𝑅∗(𝑄𝑖)|27

𝑖=17 = ∑ |𝑅∗(𝑄𝑖)|27
𝑖=1   olarak bulunur.  
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BÖLÜM 4                                                                                                                                   

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Tez dört ana başlık halinde hazırlanmıştır ve aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir.  

İlk olarak tezin ana konusunu oluşturan ∑ (𝑋, 9)3  sınıfının elemanlarının özellikleri 

incelenmiştir. Boş olmayan bir 𝑋  kümesinin altkümelerinden oluşan ve elemanları 

 

DZZZZZDZZZZZ

DZZZZZDZZZZZ

DZZZZZDZZZZZ

DZZZZZDZZZZZ









2356823467

1356813468

2356723467

1356713467

,

,

,

,









 

8Z \ 7Z , 7Z \ 8Z , 2Z \ 1Z , 
1Z \ 2Z , 5Z \ 4Z , 4Z \ 5Z  

 

koşullarını sağlayan  87654321 ,,,,,,,, ZZZZZZZZDD


  birleşimlerin tam 𝑋 - yarılatisine 

izomorf olan tam 𝑋 – yarılatislerin sınıfının yapısı ele alınmış, karakteristik kümeler 

ailesinden, karaktistik dönüşümden ve temel kaynak elemanlarından yararlanılarak 𝐷 nin 

tam 𝑋 -alt yarılatisleri bulunmuş ve hangi koşullar altında 𝑋𝐼 -alt yarılatis oldukları 

belirlenmiştir. 𝐷 ile belirli ikili bağıntıların yarıgrubunun sağ birim, idempotent ve regüler 

elemanlarının yapısının incelenmiş ve sayılarını veren formüller elde edilmiştir. 

Daha sonra ana diyagramın idempotent ve regüler elemanlarının toplamının elde 

edilebilmesi için alt diyagramlarının ∑ (𝑋, 8)7  ve ∑ (𝑋, 8)8  sınıfları için benzer uygulamalar 

yapılmış ve ve bu sınıf elemanları ile belirli ikili bağıntıların yarıgrubunun sağ birim, 

idempotent ve regüler elemanlarının yapısının incelenmiş ve sayılarını veren formüller elde 

edilmiştir. 

Son olarak önceki bölümlerde bulunanlardan yararlanılarak 𝑍8 ∩ 𝑍7 ≠ ∅ ve 𝑍8 ∩

𝑍7 = ∅  koşulu altında 𝐵𝑋(𝐷) yarıgrubunun idempotent ve regüler elemanlarının özellikleri 

ayrı ayrı incelenmiş ve sayılarını bulan formüller hesaplanmıştır. 
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