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Max. Maksimum

Min. Minimum

Inf Infimum

Sup Supremum
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OZET

MATRIS OYUNLARI TEORISINiN BAZI PROBLEMLERI

Aykut OR
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman : Prof. Dr. Yakup HACI
04/02/2014, 93

Oyun teorisinde amag, oyuncularin rasyonel bir sekilde karsilikli etkilesim ortaminda
kazanglarin1 optimize edebilmek i¢in sahip oldugu olast segenekleri ne zaman ve nasil
kullanacagini bilmesidir. S6z konusu segeneklerin teorik alt yapisinin incelenmesi ve
gelistirilmesi oyun teorisinde 6nemli rol oynamaktadir. Bu dogrultuda bir oyunun
matematiksel modelinin olusturularak sonuca ulasilmasi gerekmektedir. Calismamizda
optimal stratejiler ve oyun degerinin belirlenmesi i¢in matematikte yer alan farkli
yontemler gelistirilmis, gelistirilen yontemler sonlu matris oyunlarina uygulanmis ve
sonuglar elde edilmistir.

Aralik matris oyunlar ele alinarak 6zellikleri incelenmis ve ¢oziimlerin bulunmasi
icin yontemler gelistirilmistir. Calismamizin son bdliimiinde sonsuz matris oyunlarinin
ozellikleri ve oyun degerinin varlig ile ilgili ¢aligmalar yapilmis bu dogrultuda bazi
onermeler sunulmustur. Ayrica Ardisik Yaklasimlar Yontemi ile sonsuz matris oyunlarinin

¢Ozlimii arastirilmistir.

Anahtar sozciikler: Sifir Toplamli Oyunlar, Eyer noktasi, Maxmin kriteri, Optimal

strateji, Aralik matrisleri
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ABSTRACT
SOME PROBLEMS OF MATRIX GAMES THEORY

Aykut OR
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Doctoral Dissertation in Mathematics
Advisor : Prof. Dr. Yakup HACI
04/02/2014, 93

The rationale behind the game theory is to know when and how to use available
strategies to rationally optimize the gain in an interactive setting. Analysis and
improvement of the theoretical infrastructure of the options (i.e. strategies) in question play
an important part in the game theory. Accordingly, it is necessary to reach the goal by
creating a mathematical model of a game. In the present study, different available models
in mathematics were improved so as to determine the optimal strategies and game value,
and applied to finite matrix games, so that some results were obtained.

Moreover, interval matrix games were characterized, and methods were developed to
find solutions. The last part of the current study deals with the characteristics of infinite
matrix games and existence of the game value, and makes some relevant propositions.
Furthermore, the study also investigates the solution of infinite matrix games via
Successive Approximations Method.

Keywords: Zero-Sum Games, saddle point, maxmin criteria, optimal strategy, interval

matrix
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BOLUM 1
GIRIS

Oyun teorisi belirli bir hedefe yonelik karar verme giicline sahip birimlerden olusan
sistemleri incelemekte kullanilan matematiksel bir yontemdir. Bunun yaninda oyun teorisi,
iki yada daha fazla rakibi belirli kurallar altinda birlestirerek karsilikli olarak c¢elisen
olasiliklara uygun, birbirlerine goére en dogru stratejiyi belirleme yontemidir. Oyun
teorisinde olas1 her hareketin sonuglarina bir deger bigilir. Yani oyuncular yaptiklar1 her
hamlede bir kazang yada kayip elde ederler. En kotii sartlarda bile her oyuncu bu
kazanglarin arttigi, kayiplarin azaldigi alternatifleri tercih eder. Bu siire¢te oyuncularin
rasyonel davrandiklari, yani kazanglarini arttirmak i¢in sahip olduklart durumlar
icerisinden en 1iyi tercihi yaptiklar varsayilir.

Genel olarak oyun teorisinde amag, oyuncularin rasyonel bir sekilde karsilikli
etkilesim ortaminda kazanglarini optimize edebilmek i¢in sahip oldugu olas1 segenekleri ne
zaman ve nasil kullanacagini bilmesidir.

Oyun teorisinin matematiksel temelleri 20. yy'in basinda {inli matematik¢i
Neuman (1928) tarafindan atilmis ve daha sonra Neumann ve Morgenstern (1944)
tarafindan gelistirilmistir. Ilerleyen yillarda diger bilim adamlarinin da katkilarryla oyun
teorisinde elde edilen sonuglar ekonomi, sosyoloji, politika, hukuk, biyoloji gibi bilim
dallarinda kullanilmigtir. Nash (1954), hem rekabetgi hem de isbirlik¢i oyunlarda
kullanilabilecek bir denge kavraminmi ortaya c¢ikarmistir. Bu ¢aligmalarda oyunun
matematiksel modelinin olusturulmasi sirasinda matris, diferansiyel denklem, integral
denklem, graf gibi farkli matematiksel yapilar ile karsilasmak miimkiindjir.

Daha sonraki yillarda matris oyunlari ile ilgili incelenen c¢aligmalarda aralik
matrisleri gz oniine alinarak bazi sonuglar elde edilmistir. Aralik analizi ile ilgili en genis
calisma Moore (1979) tarafindan yapilmistir. Rohn (1993) “Inverse Interval Matrix” adli
calismasinda aralik matrislerinin tersi ile ilgili 6nemli sonug¢lar sunmustur. Nirmala ve ark.
(2011) temel aritmetik islemleri degistirerek ters aralik matrisleri lizerinde incelemeler

yaparak farkli sonuglar elde etmislerdir.

Yukaridaki ad1 gecen calismalarda aralik sayilarinin siralanmasi 6nem tasimaktadir.
[k olarak Moore (1979) ayrik araliklarin siralanmasi iizerine, reel sayilarin siralama

bagintisin1 genellestirerek benzer bir siralama bagintsi vermistir. Daha sonra Ishibuchi ve
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Tanaka (1990) ayrik olmayan araliklar ic¢in farkli iki kismi siralama bagintisi
tanimlamiglardir. Ayrica Sengupta ve ark. (1997), Sengupta ve Pal (2000) uygunluk
fonksiyonu adin1 verdikleri bir fonksiyon yardimiyla aralik sayilarinin siralanmasi {izerine

calisma yapmuslardir.

Aralik matris oyunlari, oyun teorisinde Fuzzy matris oyunlar olarak da
adlandirilmaktadir. Bilindigi gibi araliklar arasindaki biiyiikliik kiigtikliik siralamasi kesin
olarak sdylenememektedir. Bu durum oyun degerinin bulunmasinda etkili rol
oynamaktadir. Fuzzy oyunlarla ilgili yapilan ilk arastirmalar Aubin (1974,1981) ve
Butnariu (1978) tarafindan yapilmis ve uygun sonuglar elde edilmistir. Daha sonra,
Campos (1989) sifir toplamli fuzzy matris oyunlari, Sakawa ve Nishizaki (1994) Fuzzy
hedefli ve Fuzzy 6demeli matris oyunlari, Nayak ve Pal (2006) aralik matris oyunlarinin

grafik yontem ile ¢6ziimii lizerine ¢aligmalar yapmislardir.

Oyuncularin strateji kiimelerinin en azindan birinin sonsuz boyutlu oldugu (Sonsuz
matris oyunlar1) matris oyunlar1 birgok arastirmaci tarafindan ¢alistlmstir. ilk olarak Wald
(1950) oyun degeri igin bir yeter kosul bulmustur. Daha sonra Marchi (1967) yaptigi
caligmada gerek ve yeter kosul ispatlamistir. Tijs (1977) elde ettigi yeterli kosul, sonsuz
matris oyunlarinda oyun degerinin bulunmasinda ¢ok dnemli rol oynamistir. S6z konusu
matris oyunlart ile ilgili Cegielski (1991), Gomez (1998) ve Naya (1996, 2001) ¢alismalari
da vardir. Naya (2001) yaptig1 arastirmada, oo X co boyutlu matrisin herbir satir ve
stitununa bir dizi gibi bakip, elde edilen satir ve siitun dizilerinin ayni sayiya yakinsak
oldugunu gostermis ve oyun degerinin bu yakinsamalara bagh karakterizasyonu ile ilgili
onemli sonuglar elde etmistir.

Literatirde mevcut olan bu galigmalar incelendiginde, sonlu matris oyunlarinin
¢ozumi ile ilgili cebirsel yontemlerin yeterli bigimde calisiilmadigi gozlenmistir. Bu
dogrultuda, ¢alismamizda matris oyunlarinin ¢6ziimii i¢in Lagrange, determinant ve ters
matris yontemlerinin teorik alt yapisi ile ilgili bilgiler verilmis, elde edilen sonuglar
orneklerle desteklenmistir. Ayrica, incelenen yontemler aralik matris oyunlar igin de
uygulanarak sonuglar elde edilmistir.

Calismanin ilk boliimiinde oyun terosinin ne oldugu ve matematikteki yerinden
bahsettikten sonra ikinci boéliimde, oyun teorisinin temel kavramlarindan, oyunlarin
simiflandirilmasindan ve gerekli matematiksel kavramlardan bahsedilerek, oyun teorisi ve

matris oyunlarinin teorik altyapisina deginilmistir.
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Uciincii béliimde; matris oyunlarmin oynanma siireci ve oyuncularin mevcut
stratejilerini nasil kullanacagindan bahsedilmistir. Bu dogrultuda maximin-minimax Kriteri
verilerek incelenmis, plir stratejilerde bir matris oyununun her zaman oyun degeri olmadig1
dikkate alinarak karma stratejiler tanimlanmistir. Bu strateji sinifinda matris oyununun
oyun degerinin her zaman var oldugu vurgulanmistir. Daha sonra optimal stratejiler
tanimlanarak oyun degerinin bazi Ozellikleri incelenmigtir. Boliimiin sonunda piir
stratejilerde baskinlik kavramindan bahsedilmistir.

Dordiincii boliimde, sonlu matris oyunlarinin ¢dziimiiniin bulunmasina yonelik farkli
yontemlerden bahsedilmistir.

Besinci boliimde, bilinen klasik matris yerine elemanlar1 araliklar olan matrisler ele
alinarak aralik analizi ile ilgili baz1 6zellikler arastirilmigtir. Daha sonra getiri matrisi
olarak aralik matrisi ele alinmig ve uygun matris oyunlarinin &6zellikleri incelenmistir.
Dordiincii boliimde verilen matris oyunlarinin ¢6ziim yontemleri, aralik matris oyunlarinin
coztimlerinin bulunmasi i¢in uygulanarak sonuclar elde edilmistir.

Altinc1 bolimde, en az bir oyuncunun strateji kiimelerinin sonsuz oldugu matris
oyunlar1 arastirilmistir. Ayrica lineer denklem sisteminin ¢dziimil i¢in bilinen ardisik
yaklagimlar yontemi, sonsuz matris oyunlarinin ¢dziimiiniin bulunmasinda uygulanarak

gerekli sonuclara ulagilmistir.
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BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Giris boliimiinde oyun teorisinin matematikteki yerinden bahsettikten sonra bu
bolim de tez boyunca kullanilacak temel tanim, kavram ve teoremler verilecektir
(Ahlatgioglu ve Tryaki, 1998; Anatol 1966; Anderson ve Gegkil, 2010; Bakaoglu, 1991;
Barron, 2008; Guseinov ve Ark., 2010).

Tamim 2.1. Miicadele i¢eren herhangi bir olaya oyun denir.

Tammm 2.2. Oyunda karar alan birey ya da gruplara oyuncu denir. Oyuncular
sirastyla I, II, II1, IV, V,... vs bi¢giminde gosterilir.

Tamim 2.3. Oyunda miicadele eden oyuncularin sayisina uygun olarak oyuna iki
kisilik, ti¢ kisilik vs oyun denir.

Tamim 2.4. Bir oyundaki herhangi bir oyuncunun oyun boyunca ortaya ¢ikabilecek
biitiin durumlar icin yaptig1 secimleri belirten kurallar biitiiniine strateji denir.

Stratejiler agagida belirtilen ti¢ kosulu saglamalidir (Morris, 1994):

(1) Strateji tam olmalidir; bir strateji oyunun biitiin durumlarinda uygulanabilmelidir.

(i1) Strateji kesin olmalidir

(ilf) Oyunun keyfi bir aninda oyuncunun her duruma verecegi cevap alternatif
secimlerinin olusturdugu kiime icerisinden olmalidir.

Oyuncularin sahip oldugu stratejilerin kiimesi sonlu ya da sonsuz olabilir. Bunun
yaninda oyuncular sahip olduklar stratejileri ayn1 anda segebildikleri gibi belirli bir kurala
gore farkli olasiliklarda da segebilirler. Oyuncularin sahip olduklar stratejileri segme
sekline gore diislindiigiimiiz de oyunun her aninda ayni strateji secildiginde piir (saf)
strateji, farkli olasilikta stratejiler segiliyorsa karma strateji soz konusudur. Yani
oyuncunun stratejisi olasilik olayr icermiyorsa, bu stratejiye plr strateji, degerleri bir
oyuncunun saf stratejilerini oynama olasiliklarin1 gésteren rastgele degiskene oyuncunun
bir karma stratejisi denir.

Oyun siirecinde her oyuncu kendi stratejisini uygulayarak oyunu bitirmek
zorundadir. Oyun bittiginde her oyuncu kendi kullandig1 ve diger oyuncularin kullandigi
stratejilerin karsiligi olarak belli bir kazang elde eder. Bu kazang gercel say1 olarak verilir
ve bu sayiya oyuncunun getirisi(kazanci) denir.

Tanmm 2.5. Her bir katilimcinin maksimum kazanca ulagsma hedefi i¢inde oldugu
oyunlara ortaksiz oyun denir.

Tamm 2.6. iki kisili sifir toplamli ortaksiz oyuna muhalif (antagonastic) oyun denir.
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Tamm 2.7. iki kisili sifir toplamli oyunda oyuncularin getirileri matris seklinde
veriliyorsa boyle oyunlara matris oyunu denir.

f, X tizerinde taniml1 bir fonksiyon olsun. Vx € X i¢in

fx)<a
esitsizligini saglayan a sayilarinin en kiictigiine f, fonksiyonunun X kiimesi {izerindeki

supremumu denir ve sup f (x) ile gosterilir. Benzer bigimde Vx € X igin
——
XEX

f(x)=b
esitsizligini saglayan b sayilarinin en biiyiigiine f, fonksiyonunun X kiimesi {lizerindeki
infimumu denir ve inf f(x) ile gosterilir.
xeX
Eger fonksiyon supremumuna tanim kiimesi {izerinde ulasiyorsa yani
x* € Xigin f(x*) = sup f(x)
——
XEX
ise bu deger fonksiyonun maksimumudur. Benzer sekilde,
x* € Xigin f(x*) = inf f(x)
xex

ise bu deger fonksiyonun minimumudur.
Ozellikler

(1) Vx € X igin f(x) < c olacak bi¢imde bir ¢ sabiti varsa, sup f(x) < c dir.
xX€EX

(2) Vx € X igin f(x) = c olacak bigimde bir ¢ sabiti varsa, inf f(x) = c dir.
x€X

(3) f, g, X tizerinde taniml1 fonksiyonlar olmak iizere Vx € X igin

f(x) = g(x) = sup f(x) < sup g(x) ve inf f(x) < inf g(x) dir.

xXeEX xXeX xXeEX xXeEX

Tanim 2.8. (x,,) reel sayilarin bir sinirli dizisi olsun.

I. limsupx, = inf <sup xn)

m21 \n2m

ii. liminfx, = sup <inf xn>
—— e
mz1 \nzm
sayilarina sirasiyla (x;,) dizisinin iist limiti ve alt limiti denir.

Teorem 2.9. X x Y iizerinde tanimli herhangi bir f(x,y) fonksiyonu i¢in

sup inf f(x,y) < inf sup f(x,y)
XEX yEY YEY x€EX

dir.
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Ispat: Vx € X ve Vy € Y icin f(x,y) < sup f(x,y) dir. Esitsizligin her iki tarafina
xeXx

infimum uygularsak inf f(x,y) < inf sup f(x,y) elde ederiz. Dolayisiyla buradan da

YEY YEY x€X
supinf f(x,y) < inf sup f(x,y) olur.
—— ——

XEX YEY YEY x€X

Not 2.10. Eger f fonksiyonu supremum ve infimum degerlerine tanim kiimesi

tizerinde ulasirsa bu taktirde

max min f(x,y) < minmax f(x,y)
XEX YEY yEY x€X

esitsizligi elde edilir.

Tamim 2.11. S, bir lineer (vektor) uzayin bir alt kiimesi olsun. Eger, S deki herhangi
iki noktay1 birlestiren dogru pargasi tiimiiyle S nin iginde kaliyor yani,

x,yESVe0<A<ligindx+(1—-A)yES
ise S ye bir konveks kiime denir.

Teorem 2.12. D ¢ R™ kompakt kiime, f(-):D — R siirekli fonksiyon olsun. Bu
durumda,

f(x.) = mingep f(x) ve f(y.) = maxyep f(X)
olacak bi¢imde x,, y, € D elemanlar vardir.

Teorem 2.13. f(;,):R® x R™ = R siirekli fonksiyon, Y, € R™ kompakt kiime,
Vx € R" i¢in

g(x) = minyey, f(x,y)
olsun. Bu durumda g(-): R® — R siirekli fonksiyondur.

Teorem 2.14. f(;,):R™® x R™ — R siirekli fonksiyon, Y, € R™ kompakt kiime,
Vx € R" i¢in

g(x) = maxyey, f(x,y)
olsun. Bu durumda g(-): R® — R siirekli fonksiyondur.

Teorem 2.15. § c R™ konveks kiime x, & S olsun. Keyfi x € S igin

¥, %) < (v, x)

olacak bi¢imde sifirdan farkli y € R™ vardir.

Teorem 2.16. S c R"™ konveks kiime olsun. Bu durumda,

S={x=3" " x®: xDes A >0i=12.,n+1,3H1 =1}

olur.
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X, 1. oyuncunun stratejiler kiimesi Y, II. oyuncunun stratejiler kiimesi ve
f:X XY —> R 6deme fonksiyonu ve (x*,y*) € X X Y bir denge durumu olsun. O zaman
Vx € X veVy €Y igin I. oyuncunun getirisini

fi(x,y)

ile I1. oyuncunun getirisini

f2(x,y)
ile gosterelim. Oyun sifir toplamli oldugundan

G y) =fxy)ve f00y) = —f(xy) = f2(xy) = —fi(x,y)
esitligi elde edilir. (x*, y*) denge durumu oldugundan

filey) < filxhy) ve fL(x'y) < (5, y7)
esitsizlikleri saglanir. Yukaridaki esitsizlikte f, = —f; alinirsa o zaman

—AGNy) 2 —fi(xNy) = AK YY) < filx"y)
olur. fi(x*,¥") = fi(x,y") ve fi(x*,y*) < f1(x", y) ifadelerinden

fly) s flx'y) < flx"y)
elde edilir. Bu ise (x*, y*) nin bir denge durumu olma sartidir.

Denge durumuna ulagsmis yada denge ikilisi ile oynanan oyunlarda oyunculardan
herhangi birinin denge durumunu veren stratejiyi se¢mis olmasi diger oyuncunun elinde
cok fazla alternatif birakmadan daha fazla kaybetmemek i¢in denge ikilisini veren diger
stratejiyi kullanmasini1 gerektirir.

(x*,y*) denge durumu ise bu taktirde f(x,y*) < f(x*,y*) esitsizligine gore II.
oyuncu y* stratejisi ile oynadiginda I. oyuncunun oyundan bekledigi en fazla kazang
f(x*,y") kadardir. S6z konusu kazanci alabilmek, elde edebilmek i¢in x* denge stratejisi
ile oynamasi gerekir. Aksi taktirde f(x,y*) < f(x*,y") esitliginden de gorildigi gibi
getirisi azalacaktir. Benzer bigimde, I. oyuncu da x* denge stratejisi ile oynadiginda II.
oyuncu kaybini arttirmamak i¢in y* denge stratejisi ile oynamak zorunda kalir. Aksi
taktirde kayb1 artacaktir.

Gergekten I. oyuncu stratejisini degistirdiginde kazanci azalmakta, II. oyuncu
stratejisini degistirdiginde 1. oyuncunun kazancini arttirmakta dolayisiyla kendi kazancin
azaltmaktadir. Boylece hicbir oyuncu (x*, y*) denge durumunu bozamaz.

Teorem 2.17. X X Y lizerinde tanimlanmis f(x,y) fonksiyonunun eyer noktalarmna

sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul maxinf f(x,y), minsup f(x,y)
x€X ;;_é_}; yeY ;%7

minimaxlarinin varhigi ve max inf f(x,y) = minsup f(x,y) esitliginin saglanmasidir.
XEX yey YEY xex
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Uyan 2.18. X XY kiimesi lizerinde taniml1 bir f fonksiyonunun iki eyer noktasi
veya denge durumu (x;,y,) ve (x,,y,) ise bu durumda (x,,y,) ve (x,,y;) noktalarida
eyer noktasi veya denge durumudur.

Ispat. (x;,y,) ve (x,,v,) f fonksiyonunun iki eyer noktas1 veya denge durumu

olsun. O halde, Vx € X ve , Vy € Y igin
f(nyl) < f(xp)ﬁ) < f(x1»3’) (21)

fy2) < f(xa,¥2) < f(x2,¥) (2.2)

olur. Esitsizlikler her x,y icin saglandigindan x =x, ve y =y, i¢cin de saglanir.
Dolayistyla bu ifadeleri (2.1) esitsizliginde yerine yazarsak;

fO2,y1) < fxp,y1) < f(x,92) (2.3)
olur. Benzer islemi (2.2) esitsizligi i¢in yaparsak yani x = x; ve y = y; alip ikinci (2.2)

esitliginde yerine yazarsak;

fxnLy2) < f(x2,¥2) < f(x2,y1) (2.4)
buluruz. (2.1) ve (2.2) esitsizliklerinden
f(x2,y1) < fx,y1) < fxg,¥2) < fxa,¥2) < f(x2, 1) (2.5)

ifadesi elde edilir. (2.5) esitliginden (x;,v,) ve (x3,v;) noktalarmin eyer noktasi veya

denge durumu oldugu goriiliir.
2.1. Oyunlarin Siniflandirilmasi

Oyun teorisinde oyunlar sans oyunlar1 ve strateji oyunlar1 olarak ikiye ayrilabilir.
Sans oyunlart dogaya kars1 oynanan tek kisilik oyunlardir. Bu tiir oyunlarda oyuncu
sonuglar1 kontrol edemez. Strateji oyunlar1 ise iki ya da daha fazla oyuncudan olusur.
Strateji oyunlari oyuncu sayisina, strateji sayisina, oyunun sonucuna, oyuncularin sahip
oldugu bilgiye ve zamana gore gruplandirilmaktadir. Oyuncularin sayisina uygun olarak
oyunlar iki kisilik, ti¢ kisilik vs. oyunlar olmak tizere siiflandirilabilir. Oyunlar strateji
sayisina gore asagidaki bi¢imde smiflandirilmaktadir: Oyunculardan her ikisinin
stratejilerinin kiimesi sonlu ise oyuna sonlu oyun, her iki oyuncununda stratejileri kiimesi
sonsuz ise oyuna sonsuz oyun ve herhangi bir oyuncunun stratejilerinin kiimesi sonlu diger
oyuncunun stratejilerinin kiimesi sonsuz oldugu durumda oyun yar1 sonsuz oyun olarak
adlandirilmaktadir.

Strateji oyunlart oyunun sonucuna gore, sifir toplamli oyunlar veya sifir toplamli
olmayan oyunlar olmak iizere ikiye ayrilir. Sifir toplamli oyunlarda oyunculardan birinin

kazanci digerinin kaybina esittir. Sifir toplamli olmayan oyunlarda oyunculardan birinin
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kazanci digerinin kaybina esit degildir. Boyle bir oyunda oyunculardan biri kazanirken
digerlerinin kaybetme zorunlulugu yoktur. Her bir oyuncu oyun sonunda kaybedebilir de
kazanabilir de.

Oyuncularin sahip olduklar1 bilgi agisindan oyunlar ikiye ayrilir. Eger oyundaki
oyuncular oyunun ge¢mis her anini biliyor ise bu 6zellikteki bir oyuna tam bilgiye dayali
oyun denir. Ornegin satrang boyle bir oyundur. Oyunun basindan itibaren her iki oyuncuda
rakibinin hangi hamleyi oynadigini bilir. Eger oyun hakkinda oyuncularin bir kism1 diger
oyuncularin sahip olmadigi bir bilgiye sahip ise bu 6zellikteki oyuna tam bilgiye dayali
olmayan oyunlar denir. Oyunlar zaman faktoriine gore statik ve dinamik oyunlar olmak
tizere ikiye ayrilir. Statik oyunlar belli bir zaman dilimi igerisinde tiim kararlarin ayn1 anda
alindig1 oyunlardir. Dinamik oyunlar ise kararlarin belli bir sekil de pesi sira alindigi

oyunlardir.
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BOLUM 3
MATRIS OYUNLARI

Getiri (kazang) fonksiyonu bir matris ile ifade edilen iki kisilik sifir toplamli
oyunlara matris oyunu denilmektedir. Yani matris oyunlari, I. oyuncunun stratejilerine
karsilik matrisin satirlari, I1. oyuncunun stratejilerine karsilik matrisin siitunlarinin karsilik
geldigi ve bu satir ve siitunlarin kesisimlerinde oyuncularin getirilerinin yazilmasi sonucu
elde edilen oyunlardir. Bu boliimde incelenecek olan tanimlar ve teoremler Barron (2008),
Dutta (1999), Guseinov ve Ark. (2010), Morris (1994), Owen (1995), Neumann ve
Morgenstern (1967), Wentsel (1965) ¢alismalarinda detayl olarak yer almaktadir.

1. oyuncunun n tane, I1. oyuncunun m tane piir stratejisi olmasi halinde getiri matrisi

i, Il In,

11 aiq ai, A1m

A= 12 a1 as; Arm
L, lan: an2 Anm

biciminde ifade edilir.

Oyunda I. oyuncu i. satir1 seger yani I; stratejisini uygular, buna karsilik /1. oyuncu
da j. siitunu secer yani I1; stratejisini uygularsa, i. satir ve j. siitunun kesisimindeki a;;
elemant [. oyuncunun getirisini (kazancini) gostermekte iken oyun sifir toplamli
oldugundan —a;; degeride II. oyuncunun kaybini gostermektedir. Bundan dolayr matris
oyunlarinda oyunculardan birinin kazanci digerinin kaybina esit oldugu i¢in getiri (kazang)
matrisi olarak tez boyunca I. oyuncunun kazanglarina gére diizenlenmis olan getiri matrisi

kullanilacaktir.

[. oyuncunun pir stratejilerinin kiimesi {I4,/l,,...I,} ve II. oyuncunun pir
stratejilerinin kiimesi {II;, 11y, ..., 11} olmak iizere (I;,11;) ikilisi matris oyununda bir
durum belirlemektedir.

Tamm 3.1. Bir matris oyununda /. oyuncunun I; piir stratejisi ve II. oyuncunun [I;
plir stratejisi ile oynadiklarinda ortaya ¢ikan a;; elemani, ayn1 anda, matriste bulundugu
satirdaki en kiigiik bulundugu siitundaki en biiyiik eleman ise bu taktir de a;; elemanina

denge noktasi denir.
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Tanima gore,
i = 1,2, ...,Tl,j = 1,2, e, m 1(}111 Clij* < ai*j* < ai*j
esitsizligini saglayan (I;+, I;+) durumuna uygun matris elemani bir denge noktasidir.

Denge noktasini veren stratejiler, en iyi sonucu belirlediginden oyuncularin kendileri
icin sectikleri en 1iyi stratejiler olacaktir. Denge durumunda ortaya ¢ikan bu deger I.
oyuncunun ulasabilecegi en yiiksek getiriyi, /1. oyuncununda ulasabilecegi en diisiik kayb1
gosterir. Eger her iki oyuncuda denge durumunda sahip olduklar1 bu 6demeleri veren
stratejileri se¢mezlerse elde edecekleri kazangtan daha az veya kaybedecekleri kayiptan
daha fazla kayip elde ederler. Dolayisiyla oyuncular denge durumunu veren en iyi
stratejilerini se¢mediklerinde oyun degerinden daha az kazanip daha fazla kaybedebilirler.

Simdi bize verilen bir problemin getiri matrisini olusturmaya ¢alisalim.

Ornek 3.2. Dért bolgeye ayrilmis bir ilcede X ve Y gibi iki sigorta sirketi bayi agmak
icin girisimde bulunmuslardir. Asagidaki diyagramda bu bolgelerdeki potansiyel miisteri
sayilar1 ve bolgeler aras1 mesafeler (yollar) gosterilmektedir. X firmasi Y firmasina gore
daha iyi isim yapmis bir firmadir ve bundan dolay1 X firmasinin a¢tig1 bayi rakip firmaya
gore;

Yakin mesafedeki miisterilerin %70 ini
Esit uzaklikta olan miisterilerin %50 sini
Uzakta olan miisterilerin ise %30 unu
almakta ve geri kalan miisteriler sigortalarin1 Y firmasindan yaptirmaktadirlar. Her iki

firmanin da amaci daha fazla sayida miisteri almak oldugundan getiri matrisi asagidaki

bigimde olusturulur.

Sekil 1. Sigorta sirketi 6rnegi bolgeler aras1 mesafeler ve potansiyel miisteri sayilari

11
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Coziim. X firmasinin subesini i bolgesine kurma stratejisini X;, i =1,2,3,4 ve Y
firmasinin subesini j bdolgesine kurma stratejisi Y; olsun. (X;Y;) durumunda X in
kazanacagi miisteri sayilar1 cinsinden getiri matrisi sdyle olusturulur.

(X1,Y1) durumunda; Yani X firmasi 1. bolgeye, Y firmasi da 1. bolgeye bayilerini
acmis olsunlar. Bu durumda

(X,.¥;) = 4000 == + 2000 == + 3000 == + 1000 == = 5000

(X;,Y5) = 4000 =1 + 2000 = + 3000 = + 1000 = = 4600

(X2.%;) = 4000 == + 2000 — + 3000 —= + 1000 — - = 5400
elde edilir. Benzer bicimde diger bilesenlerde bulunarak getiri matrisi asagidaki bigimde
olusturulur.

4 Y, Y Y,

X, [5000 4600 4600 5200

X, |5400 5000 4200 5000

X; |5400 5800 5000 5800

X, |4800 5000 4200 5000

Matris oyunlarinda her iki oyuncununda kendi stratejileri ve rakibin stratejileri
dogrultusunda kazancini maksimize edecek sekilde rasyonel olarak hareket ettikleri kabul
edilmektedir.

3.1. Maksimin-Minimaks Kriteri

Her oyunda oldugu gibi matris oyunlarinda da oyuncular kazanglarini arttirmaya yani
getirilerini maksimallestirmeye calismaktadir. Bu yiizden I. oyuncu {Iy,1,,...1,} pir
stratejilerini ve II. oyuncu {II,II;,...,IL,,} pir stratejilerini kullanarak . oyuncu
kazanglarimi arttirmaya II. oyuncu da I. oyuncunun kazancini azaltmaya yani kendi
kaybmi minimallestirmeye c¢alisacaktir. Dolayisiyla I.  oyuncunun amaci a;; leri
maksimallestrimek iken, oyun sifir toplamli oldugundan, /1. oyuncunun amact —a;; leri

maksimallestirmek yani I. oyuncunun kazancini minimallestirmek olacaktir.

I. oyuncu mevcut piir stratejilerinden i. stratejisini se¢cmis olsun. Bu durumda I.
oyuncu i. satirdaki elemanlara talip olmus olur. Buna karsilik /1. oyuncu I. oyuncunun

kazancglarin1 azaltmak amaciyla bir strateji segeceginden i. satirdaki

min - a;;
N
j=12,..,m
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olacak bigimdeki j stratejisini secer. Buna gére I. oyuncu i. piir stratejisinden min a;;
j=12,..m

kadar kazanci garanti etmis olur. /. oyuncunun amaci kazancin1 maksimallestirmek oldugu

icin I. oyuncu i¢in en iyi kazanci veren strateji max min a;; kadar kazanci I.
N—— N——r
i=1,2,..,nj=1.2,..m

oyuncuya kazandiracaktir. Dolayisiyla [. oyuncunun oyundan bekledigi kazang

max min a;; den dahaaz olamaz.
——

. \—V-J .
1=1,2,..,n j=1,2,...m

Benzer bicimde /1. oyuncunun j. stratejisini sectigini varsayalim. Bu durumda I1.
oyuncu matrisin j. siitunundaki elemanlardan herhangi birini rakibine sunuyor demektir.

Dolayistyla I. oyuncu kazancini maksimallestirmek amaciyla max a;; kadar kazanci
i=1,2,.,n

elde etmis olur. Yani II. oyuncunun j. piir stratejisini uyguladiginda bekledigi kayip

max a;; kadardir. I1. oyuncu kaybmm azaltmak amaciyla en az kaybedecegi stratejiyi
i=1,2,.,n

sececektir ki bu strateji min  max a;; yi veren stratejidir. S6z konusu strateji I1.
j=1,2,..,mi=12,.n
Jj=1,4,.., =1,4,..,

oyuncunun kayiplarmin  min  max a;; den bilyiik olamayacagini gosterir. Bu ifadeler
j=12,..mi=1,2,.,n

asagidaki sematik yapi ile de gosterilebilir.

minaq;
—— 1]
]
a11 a12 alm - .
a min a,;
a21 Qoo 2m - ——
H : ]
a a a - .
ni “m2 nm min a,
—
]
Z AN
max a;
' im

maxa;; Mmaxa;
\—Y‘J \—Y—J

12 2

l

Not 3.1.1. max min a;; degeri I. oyuncunun kazanglarinin alt sinirin1 benzer
—— —— ]
i=1,2,..nj=12,.m

bicimde @ min max a;; degeri de II. oyuncunun kayiplarinin st sinirim
—— —— U
j=12,..mi=1.2,.,n

gostermektedir.
Her iki oyuncunun rasyonel davranislarindan yararlanarak elde edilen

Vo= max min a;
—— ———
i=1,2,..nj=12,.m

degerine oyunun piir (saf) stratejiler sinifinda alt degeri,
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Vg = min max a;;
—— —— ]
j=12,..mi=1,2,.,n

degerine de oyunun piir stratejiler sinifinda iist degeri denir. Bu iki degerin esit oldugu

noktada oyun dengeye ulasacaktir.

Ornek 3.1.2. iki albay belirli iki bolgeyi ele gegirmek igin savasacaklar. 1. Albaym
emrinde 4 alay (belirli sayidaki askeri birlik) II. Albayin emrinde 3 alay bulunmaktadir.
Bolgeye daha fazla alay gonderen albay bolgeyi ele gecirecek ve puani da bolgeyi ele
gecirdigi i¢in 1 ayrica diger albaymn gonderdigi alay sayist olacak. (Yani, I. Albay 4 alay,
II. Albay 3 alay gonderdi. I. Albay bolgeyi daha fazla alay gonderdigi i¢in ele gecirecek
artt bunun {izerine II. Albayin alay sayisi eklenecek yani puan1 1+ 3 = 4 olacak) Bu
oyunun stratejilerini belirleyip getiri matrisini olusturunuz.

Coziim. Oncelikle oyuncularin stratejilerini belirleyelim. Burada oyunu 1. Albay
kazanmig gibi diislinlip getiri matrisini ona gore olusturacagiz. 1. Albayin stratejilerini
yazalim. Ele gegirilecek 2 bolge oldugundan stratejiler ikililer olarak gosterilir. Ornegin
(a, b) seklindeki bir strateji birincisine a kadar alay, ikincisine b kadar alay gonderildigini

belirtmektedir. Bundan dolay1 oyuncularin stratejileri asagidaki bigimde olusturulur.

1.Albayin Stratejileri 2.Albayin Stratejileri
1.Bolge 2.Bolge 1.Bolge 2. Bolge

4 0 3 0
0 4 0 3
3 1 2 1
1 3 1 2
2 2

Sekil 2. Albay 6rnegi strateji degerleri

Burada ikililerin ilki birinci bolgeye gonderilen alay sayisi, ikinci bilesen ikinci
bolgeye gonderilen alay sayisini gostermektedir. Stratejileri uygulamaya baslayalim.

I. Albay ilk stratejisini uygulasin (4,0), buna karsi Il. Albay da ilk stratejisini
uygulasin (3,0). Birinci bolgeye |. Albay daha fazla alay gonderdigi igin bolgeyi ele gegirir
ve buradan 1 puan alir. Ayrica Il. Albaymn gonderdigi alay sayist kadar da puan (yani 3
puan) alir. Tkinci bolgeye her iki albayda asker gondermediginden herhangi bir puan sdz
konusu degildir. Dolayisiyla a;; =3 + 1 =4 diir.

Benzer bicimde I. Albay ilk stratejisini (4,0), uygulasin. Buna karsin Il. Albay ikinci
stratejisini (0,3) uygulasin. |. Albay ilk bolgeyi alir ama ikinci bolgeyi kaybeder ilk bolgeyi
aldig1 i¢in +1 puan ikinci bolgeyi kaybettigi icin -1 puan alir. Dolayisiyla toplam puani 0

olur. Yani a,, = 0 bulunur.
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Benzer bicimde |. Albayin ilk stratejisine karsilik Il. Albay 3. stratejisini uygulasin.
Yani I. Albayin (4,0) stratejisine karsi Il.Albay (2,1) stratejisini oynasin. Bu durumda I.
Albay ilk bolgeyi fazla (4) alay gonderdigi icin ele gegirecek +1 puan kazanacak, ayrica Il.
Albayin birinci bolge i¢in gonderdigi alay sayist 2 oldugundan +2 puanda oradan alacak
yani 1+2 = 3 puan olacak. Ayrica |.Albay ikinci bdlgeye hi¢ alay gondermeyip 11.Albay 1
alay gonderdiginden ikinci bolgeyi kaybedecek oradan -1 puan alacak. O halde ilk
bolgeden 3 puan, ikinci bolgeden -1 puan toplamda 2 puan olur. Benzer bi¢imde devam

edilerek getiri matrisi agagidaki bicimde olusur.

4 0 2 1]
o 4 1 2|
A=l1 -1 3 1}
lo 1 1 3J
-2 -2 2 2

Getiri matrisi elde edilen matris oyunu igin minimaxlari olusturalim.

max min a;; = max{ min a;;, min a,;, min az;, min a,; min asj}
—— —— N—— N——— N—— N——— N——
i=1,2,3,4,5 j=1,2,3,4 j=12,34 j=12,34 j=12,34 j=1234 j=12,34

= max{0,0,—1,0,—2} =0

min  max al-jzmin{ max a;;, max ap, max a;; Mmax ai4}
N—— N—— N—— N—— N——

——
j=1,2,3,41i=1,2,3,4,5 i=1,2,3,4,5 i=1,2,3,4,5 i=1,2,3,4,5 i=1,2,3,4,5

= min{4,4,3,3} = 3
olarak bulunur. Yani max min - a;; # | min max ay dir. Bu ise matris oyunun
1=1,2,..,nj=1,2,..m Jj=1,2,..,mi=1.2,.,n
pur stratejiler sinifinda bir denge noktasi yani oyun degeri olmadigini gosterir. Oyun
degerinin olmamas1 matris oyununun piir stratejilerde bir ¢oziimiiniin olmadig1 anlamina
gelir.
Simdi bir matris oyununun piir stratejiler sinifinda iist ve alt degerlerinin karakterize
eden asagidaki teoremi verelim.
Teorem 3.1.3. I. oyuncunun kazanglarinin alt sinir1, /1. oyuncunun kayiplarinin iist

smirindan biiyiik degildir. Yani V, < Vy dir.
Ispat. 1. oyuncu I;_ piir stratejisini, /1. oyuncu 1I;, plir stratejisini segmis olsun. Bu
durumda

min a; ; < a; ;
\ , l*] - l*}*
j=12,..,m

olur. Bu ifade keyfi i, i¢in saglandigindan her iki tarafi i ye gére maksimize edersek
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maxmin a;; < max a;j,
i i
elde edilir. Yine benzer bigimde son esitsizlik de soldaki ifade sabit bir say1 ve keyfi j, i¢in
yazildigindan her j icin
maxmin a;j < minmax a;
i i
olur. Sonug olarak V, < Vy elde edilmis olur.
3.2. Karma Stratejiler
Bir matris oyununda piir stratejiler smifinda denge (eyer) noktasi mevcut ise
oyuncular s6z konusu noktaya ulasabilmek igin uygun stratejilerini segebiliyorlardi. Bir
onceki ornekte de goriildiigli gibi matris oyunlarinda piir stratejiler yardimiyla her zaman
denge noktasinin elde edilmesi miimkiin degildir. Bu nedenle farkli stratejiler sinifi ele

alinarak incelenmesi gerekmektedir.

Tanmm 3.2.1. A nxm lik bir matris oyunu olmak iizere, I. oyuncunun n tane II.
oyuncunun m tane piir stratejisi olsun. Keyfi i = 1,2,..,n i¢in x; =0 ve Y-, x; =1
olacak bigimdeki X = {xy, x,, ..., x,} vektoriine I. oyuncunun karma stratejisi ve keyfi
j=12,..,miciny; =0 ve 2}":136 = 1 olacak bigimdeki Y = {y;,y5, ..., ¥m} vektoriine
1. oyuncunun karma stratejisi denir.

1. oyuncunun karma stratejilerinin kiimesini

Sp={X =0, %3, 0, %) :Vi=1.2,...,niginx; 2 0ve Y x; = 1}
ile I1. oyuncunun karma stratejilerinin kiimesini

Sm={Y =Y Ym) 1 Vj=12,..,miginy; = 0ve Y7L, y; = 1}
ile gosterecegiz.

Teorem 3.2.2. . ve I1. oyuncunun S,, ve S,,, karma stratejilerinin kiimeleri kompakt
ve konvekstir.

Ispat. S, ve S,, kiimelerinin kompakt olmasi igin kapali ve smirli olmasi
gerekmektedir. Bundan dolay1 6nce sinirli olmayi inceleyelim.

Sn, 1. oyuncunun karma stratejilerinin kiimesi ve x € S,, olsun. Bu durumda keyfi

1,2,...,nicinx; = 0 ve Y, x; = 1 oldugundan

||x||=\/x12+x§+---+x,%gx1+x2+...+xn=1
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olur. Dolayisiyla keyfi x € S, i¢in ||x|| < 1 elde edilmis olur. Bu da S,, kiimesinin sinirli

oldugunu gosterir.

Simdi S,, kiimesinin kapali oldugunu gorelim. Bunun i¢in S,, kiimesinden bir dizi

alalim. Yani,

Keyfi k=12,.. icin x® = (x® x, .. %) €S, olacak bigimde (x®)
dizisini alalim.

limy_ o x® = x®)

olsun. x® = (xfk),xé*), e, X ( )) € S, oldugunu gosterelim.
limy_ e x® = x™ oldugundan keyfi i = 1,2, ..., n igin x(k) i(*) olur.

x® € 5, oldugundan keyfi k = 1,2, ... igin xl( ) > 0 olur.

®) _,

k — oo iken x; l(*) oldugundan xl-(*) >0

olur. Benzer bi¢imde,

x® € S, oldugundan ¥, x* = 1 olur,
Her k = 1,2, ... icin k — oo iken xi(k) - xl(*) oldugundan

n
o

i=1

olur. Yani
x® = (xi*),xé*), xl )) €S,

olur. bu da bize S,, kiimesinin kapali oldugunu gosterir.

Simdi S, kiimesinin konveks bir kiime oldugunu gosterelim.
Keyfi x(V) = (xf),xél), (1)) x®@ = (xf),xgz), (2)) € S, ve a € [0,1] olsun.

ax® + (1 -a)x@ €s,

oldugunu kanitlayalim.

ax® + (1 —a)x® = a(xfl),xgl), ...,x,sl)) +(1- a)(xgz),xgz), ...,x,(lz))
(axfl), axgl), . (1)) ((1 a)x(z) (1- a)x(z) ., (1 a)x(z))

(axf) +(1- a)xfz), axgl) +(1- a)x(z) ...,ax,(f) +(1- a)x(z))
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olur. Ayrica x®, x(? € S, oldugundan
(1) xi(l) > 0ve xi(z) > 0 dir. Dolaysiyla keyfii = 1,2, ...,n i¢in
axi(l) +(1- a)xi(z) >0

(i) X 1x(1) =1ve)i- 1x(2) = 1 dir. Dolayisiyla

Z[ax(l) +(1- a)x(z) z &) +(1- a)z ()

=a+(1l—-a)=1
olur. (i) ve (ii) onciillerinde elde edilen ifadelerden ax® + (1 — a)x® € S, oldugu
bulunur. Dolayistyla S,, kiimesi konvekstir. Benzer bi¢imde S,,, kiimesinin de kompakt ve
konveks kiime oldugu sdylenebilir.

Burada karma stratejiler ile ilgili su yorumu yapabiliriz. I. oyuncu mevcut pir
stratejilerinden keyfi bir i stratejisini x; olasiligiyla segecektir. Benzer bigimde I1. oyuncu
da j. stratejisini y; olasiligiyla segecektir. Eger oyunda I. oyuncu i. stratejisini 1 olasilikla
diger tiim piir stratejilerini 0 olasilikla sectigi yani X = {0,0, ...,0,1,0, ...,0} karma stratejisi
ile oynadiginda sadece i. piir stratejisi ile oynamis olur. Bundan dolayr mevcut piir

stratejiler aslinda karma stratejilerin 6zel bir halidir.

Getiri matrisi
a1 Az 7 Qm
4= a:21 a:22 aZ.m
An1 Qpz " Anum

olan bir oyunda I. oyuncu X = {x4, x, ..., x,} karma stratejisi ve I1. oyuncu keyfi II; piir
stratejisini sectiginde yani j. bileseni 1 diger bilesenleri 0 olan bir karma strateji, I.

oyuncunun beklenen kazanci (getirisi)

n
h(X,II]) = inaij,j = 1,2, v, m
i=1

olur. Benzer bigimde I. oyuncu keyfi I; piir stratejisi ve II. oyuncu Y = {yy, V5, ..., Y}

karma stratejisini sectiginde /. oyuncunun beklenen kazanci (getirisi)

m

h(li: Y) = Z aijyj,i =12,..,n

j=1
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olur. Bundan dolay1 I. oyuncu X = {xq,xy,...,x,} karma stratejisi ve II. oyuncu

Y = {y1,¥,, ..., ¥} karma stratejisini se¢tiginde I. oyuncunun beklenen kazanci:
n m
h(X, Y) = Z Z XiQijy;j
i=1 j=1

olarak bulunur. S6z konusu ifade matris olarak

h(X,Y) = XAYT
Y1
biciminde gosterilir. Burada Y7 vektori, YT= yz Y = (y1,V2, e, Ym) € Sy vektoriiniin
Ym

transpozesidir.

Tamm 3.2.3. VX € §,, ve VY € §,, icin,

XAY*T < X*AY*T < X*AYT
olacak bigimdeki (X*,Y™*) ikilisine karma stratejiler sinifinda eyer noktasi veya denge
durumu denir.

Denge durumuna ulagmamizi saglayan X* ve Y™ stratejilerine denge stratejileri

denir.
Teorem 3.2.4.
a;; Az 77 Gm
4= a?l a:ZZ aZ-m
n1 Qpz " Aam

keyfi matrisi i¢in asagidaki ifadelerden biri dogrudur.

(i) Her j = 1,2, ..., m i¢in XA.; > 0 olacak bicimde X € S, vardir.

(i) Her i = 1,2, ...,ni¢in A;. YT < 0 olacak bigimde Y € S,,, vardir.

Teorem 3.2.5. Matris oyunlarinin karma stratejiler sinifinda her zaman oyun degeri
vardir. Yani

max min h(X,Y) = min max h(X,Y)
—— —— —_—— ——
X€ES, YES YESm XES,

dir.
3.3. Optimal Stratejiler ve Oyun Degerinin Baz1 Ozellikleri
Tamim 3.3.1. v oyun degeri olmak iizere,

min h(X*,Y) = max min h(X,Y) = v
——— —— N —
YESm XESy YESM

olacak bi¢imdeki X* € S,, stratejisine I. oyuncunun optimal stratejisi benzer bigimde
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max h(X,Y*) = minmax h(X,Y) =v
N —— N —
XESy YESm XESp

olacak bi¢cimdeki Y™ € S, stratejisine ise /1. oyuncunun optimal stratejisi denir.

Tammm 3.3.2. X* € S,,, I. oyuncunun optimal stratejisi, Y* € S,,,, II. oyuncunun
optimal stratejisi ve v oyunun degeri olmak iizere (X*, Y™, v) tg¢liisiine oyunun ¢oziimii
denir.

Teorem 3.3.3. Iki kisilik sifir toplaml1 sonlu oyunun karma stratejiler sinifinda her
zaman ¢Ozimii vardir.

Ispat. Teorem 3.2.5 geregi iki kisilik sifir toplamli sonlu oyunun karma stratejiler
siifinda her zaman degeri var oldugundan

min max h(X,Y) = max min h(X,Y) = v
N—— - — S—— N——
YESy, XES, XES, YESy,

olur. S, € R" | S,, € R™ kompakt kiime ve h:S, X S,, = R fonksiyonu (X,Y) ye gore
stirekli oldugundan Teorem 2.13 ve Teorem 2.14 den

fx) = min h(X,Y) ve g(Y) = max h(X,Y)
YESm X<s,

olacak bigimdeki f:S, - R ve g:S,, = R fonksiyonlar siireklidirler. O halde S,, € R"
kompakt kiime,

fX) = min h(X,Y) olacak

YESm
bi¢cimdeki f: S;, — R fonksiyonu siirekli oldugundan

min h(X*,Y) = max min h(X,Y)
—— —— ——
YESy, XES, YES,

olacak bigimde X* € S, vardir. Dolayisiyla optimal strateji tanim1 geregi X* € S,, stratejisi
1. oyuncunun optimal stratejisi olur.

Benzer bigimde; S,, € R™ kompakt kiime, g(¥) = max h(X,Y) olacak bigimdeki

XES,

g:Sm — R fonksiyonu siirekli oldugundan

max h(X,Y*) = min max h(X,Y)
—— ——— N —
X€sy, YES,, XESy,

olacak bicimde Y™ € S, vardir. Dolayisiyla optimal strateji tanimi geregi Y™ € S,
stratejisi /1. oyuncunun optimal stratejisi olur. Boylece X* € S,,, I. oyuncunun optimal
stratejisi, Y* € S,,, , I1I. oyuncunun optimal stratejisi ve v oyunun degeri oldugundan,
(X, Y*, v) Ggliisi oyunun ¢éziimii olur.

Simdi bu kisimda optimal stratejiler ve oyun degeri ile ilgili baz1 6zellikleri verelim.
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Getiri matrisi
a;; 42 T Qim
a=lp L
ani Qan2 t Apm

bi¢iminde olan bir matris oyununu ele alalim. X = (x4, x5, ..., x,,) I. oyuncunun karma
stratejisi ve Y = (y4, V5, ..., Vi) 11. oyuncunun karma stratejisi olsun. Bunun yaninda getiri

matrisinin i. satirin1 A; Ve j. siitununu da 4 ; ile gosterelim.

a1 Q12 a1 [
() h(X,Y) = XAYT = (x; x5 ... Xy) afl Yz Gam %
An1  Anz - Apm I m
V1 V1
= x;(agq + Qyp + - + A1) yz + x5 (Ap1 + Ay + -+ Az) }’2 + ot
Ym Y
V1
X (s + Qg+ o+ ) |7
Ym

olur. Dolayistyla

n
h(X,Y) = XAYT = Z x; A, YT

i=1

n
h(X,Y) = XAYT = ZXA, iV

=1

bigiminde de ifade edilebilir.
(i) 1. oyuncu X = {x1,x,,..,X,} karma stratejisi ve II. oyuncu keyfi II; piir
stratejisini segtiginde /. oyuncun beklenen kazancinin (getirisinin) YiL, x;a;; oldugunu

biliyoruz. I. oyuncunun s6z konusu kazanci

n
h(X,II]) = XA] = le-aij

i=1
bi¢iminde, benzer sekilde I. oyuncu keyfi I; piir stratejisi ve I1. oyuncu Y = {y;,¥2, ..., Vm}

karma stratejisini sectiginde /. oyuncunun beklenen kazancini (getirisini)

m

h(l;,Y) = A YT = Z ai;y;

j=1

biciminde ifade edilir.
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(iii) Oyun degeri v olan bir oyunda I. oyuncu X = {x4, x5, ..., x,,} optimal karma

stratejisi ve I1. oyuncu keyfi II; piir stratejisini sectiginde

n
h(X, 1)) = XA, = inaij >v,j=12,..,m

i=1
(iv) Benzer bigimde I. oyuncu Kkeyfi [; pir stratejisi ve [I. oyuncu

Y = {y1,¥,, ..., Ym} Optimal karma stratejisini sectiginde

m

h(l,Y) =A;YT = a;;y; <v,i=12,..,n
jYj
j=1

(V) Her iki oyuncuda optimal karma stratejilerini sectiklerinde oyun degeri,

n m
vV = h(X, Y) = XAYT = Zinaijyj

i=1 j=1
olarak ifade edilir.

Tamm 3.3.4. X = {x;,x,,..,X,}, [. oyuncunun optimal karma stratejisi ve
Y = {y1,¥2, ..., ¥m}, I1. oyuncunun optimal karma stratejisi olsun. Keyfi i i¢in x; > 0 ve
keyfi j igin y; > 0 olan I; ve II; piir stratejisine swrastyla I. ve II. oyuncunun aktif
stratejileri denir.

Teorem 3.3.5. (X,Y,v), getiri matrisi (A),,m Olan bir matris oyununun ¢6ziimii

olsun. Eger mevcut piir stratejilerin hepsi aktif strateji ise bu taktirde,

n
(i) inaij =v
i=1

m
(i) Z a;jyj =v
=1

esitlikleri saglanir.
Ispat. Kabul edelim ki x; > 0 olacak bigimde bir k sayis1 var ve Vel iy v
olsun. (X,Y,v) oyunun ¢oziimii oldugundan Y = {y,,y,, ..., ¥} II. oyuncunun optimal

karma stratejisidir. Dolayisyla 271:1 a;;y; < v dir. Kabuliimiizden

m

Z auy] <v

j=1

olur. (X, Y, v) oyunun ¢éziimii oldugu igin v = ¥, ¥jL; x;a;;y; dir. O halde
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m n

iix aijyj = in Zaijyj <2xi(v)=v

i=1j=1 i=1 j=1 i=1

yani v < v elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla varsayimimiz

m

Z auy] F* v

j=1
ifadesi dogru degildir. Teoremin diger kismu1 da benzer yolla gosterilebilir.

Teorem 3.3.6. Getiri matrisi A = (a;;),i =1,2,..,n,j = 1,2,...,m ve oyun degeri
v olan bir I' matris oyunu verilmis olsun. O zaman B = (bij) = ba;j + ¢, b > 0 getiri
matrisli ['y; matris oyununda oyuncularin optimal karma stratejileriyle I' matrisinin optimal
karma stratejileri aynidir. I’z oyununun oyun degeri ise v, = bv + c ile belirlenir.

Ispat. X = (x4, %5, ..., %) Ve Y = (Y1, V5, ..., i) T Oyununda oyuncularin optimal
karma stratejileri olsun . Benzer sekilde p = (p1,p2, --,Pn) V& 9 = (91,92, > qm) s
oyununda oyuncularin optimal karma stratejileri olsun . O zaman asagidaki esitliklerin

saglanacag agiktir.

aijxl- > v,j = 1,2, e, m

Cll]y] < U,i = 1,2, e, n

INGERNGE

~
1]
Y

N—————

bijpi 2 vg,j=12,..,m

bquj < UB,i = 1,2, v, n

INGERNGE

-
1l
[y

)

ikinci esitsizlikte b;; = ba;; + ¢ yazalim. O halde
n
Z(baij + C) Pi = Vg
i=1
m
Z(baij + C)q] < Vp
= J

olur. Elde edilen bu esitliklerde gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra s6z konusu ifadeler

23



BOLUM 3 — MATRIS OYUNLARI Avykut OR

i=1

m
bZaUq} +c < UBJ
=1

J

n
)
bzaijpi-l_cszL

biciminde olur. b > 0 oldugundan son esitsizlikler

n m
vg—C vg —C
Saumz 2 Sa sy

i=1 j=1

olarak ifade edilir. Bu ifadeler de

vg—¢C
= v
olarak alinirsa
n m
z aijpi 2 v, Za”qj <v
i=1 j=1

olur. Dolayisiyla
X = (x1,%2, ., Xn) = (P1, P2, 0, Pn) =D
Y =uYe - ¥m) = (@192 qm) = q
v, =bv+c

ifadeleri elde edilir.
3.4. Karma Stratejilerde Baskinhk

Getiri matrisi
111 IIZ b IIm
11 a1 a12 o alm
A= 12 arq Ayp Arm
In an1 An2 Anm

olan matris oyununda

a;j = ag;j, Vi=12,..,m
esitsizligi saglaniyor ise I. oyuncunun I; stratejisi I, stratejisine baskindir denir. Benzer
bicimde

aj;; <a;VvVi=12,..,n
ise I1. oyuncunun I1; stratejisi 11, stratejisine baskindir denir.

Eger oyunculardan herhangi biri baskin stratejileri ile oynarsa bu taktirde diger
oyuncunun strateji se¢imine bagli olmadan baskin strateji ile elde ettigi kazang daha fazla

olacaktir. Ornegin I. oyuncu I; stratejisi ile oynadiginda buna karsin II. oyuncu hangi
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stratejisi ile oynarsa oynasin, I. oyuncu I, stratejisi ile oynadigi anda elde ettigi kazanctan
daha fazla kazang elde eder.

Benzer durumda II. oyuncuda baskin strateji ile oynadiginda kaybini daha aza
indirmis olur. Getiri matrisi verilen bir oyunda baskin stratejilerin varlig arastirilarak oyun
matrisinin sadelestrilmesi ve bu adimdan sonra ¢Oziimiin bulunmasi amaca uygun
olacaktir.

Matris oyunlarinda oyuncular baskin olmayan stratejileri tercih etmeyeceklerinden

bastirilan stratejileri temsil eden satir veya stitunlar getiri matrisinden silinir.
Burada oyunun ¢oziimiinden cikarilan stratejiler acaba optimum strateji olabilir mi?
seklinde bir soru akla gelebilir. Buna su sekilde cevap verilir: Goz 6niine alinan matris
oyununda optimal stratejileri sirasiyla X* ve Y™ olsun. Ayrica k satiri ile [ siitunu
problemden ¢ikarilmis olsun o zaman

h(k,Y™*) < max h(i,Y™)

i=1,2,..n
yani I. oyuncunun herhangi bir strateji oynayarak elde edecegi beklenen kazang k’dan
biiyiik oldugu i¢in k optimal strateji olamaz.
I1. oyuncu igin:

R D> min A(X",))

j=12,..m
yani I1. oyuncu sahip oldugu herhangi bir j stratejini segerse beklenen kaybi [’den kiigiik
oldugu i¢in [ stratejisi 1. oyuncunun optimal stratejisi olamaz.

Bu agiklamadan goriildiigli gibi basilan stratejiler optimal strateji olmaz.

Getiri matrisi,
2 0 1 4
A=1|1 2 5 3
4 1 3 2

olan bir matris oyunu verilmis olsun. Stratejilerin baskinligimi bu matris oyununda
inceleyelim.

Heri =1,2,3i¢in a;; < aj,
oldugundan II. oyuncunun [I, stratejisi 11, stratejisine baskindir. Dolayisiyla /1. oyuncu
kaybinin daha fazla oldugu bu stratejisini kullanmaz. Bundan dolayz silinerek getiri matrisi
sadelestirilecektir. S6z konusu durumdan sonra getiri matrisi

2 01

iz

4 1 3

biciminde olacaktir. Benzer bigimde devam edilecek olursa,
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Herj = 1,2,3 i¢in az; = a4
oldugundan I. oyuncunun I; stratejisi I; stratejisine baskindir. Dolayisiyla 1. Oyuncu
kazancini arttirmak amaciyla daha fazla kazanacagi I stratejisini sec¢ecektir. Bu yiizden

basilan stratejiyi kullanmayacaktir. Yani getiri matrisi

.

bi¢imine doniisiir. Elde edilen son matris i¢inde baskin stratejiler aranir. Bu sebeple,
Heri = 1,2 i¢in a;; < a;3
oldugundan 1. oyuncunun II, stratejisi II; stratejisine baskindir. Bundan dolay1 4x4 liik
bicimde verilmis matris oyununun getiri matrisi, baskin stratejilerin silinmesi sonucu
1 2]
4 1

biciminde 2x2 lik bir matrise indirgenmistir. Getiri matrisi 2x2 lik bu matris incelendiginde
stratejilerin baskinligr goriilmemektedir. Bu durumda siire¢ sona erer. Sadelestirilmis
oyunun ¢6ziimii verilen oyununda ¢6ziimii olmasindan dolayi, géz Oniine alinan matris
oyununun yerine elde edilen matrise uygun oyunun ¢Oziimiiniin bulunmasi yeterli

olacaktir.
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BOLUM 4
MATRIS OYUNLARININ COZUM YONTEMLERI

Bilindigi gibi matris oyununun ¢oéziimiinii bulmak, oyundaki her iki oyuncunun
optimal stratejilerinin segilmesi ve bu optimal stratejilere karsilik oyun degerinin
bulunmasi demektir.

Eger X* ve Y™ sirastyla I. ve I1. oyuncunun optimal stratejileri ise I. oyuncunun
ortalama kazanci yada beklentisi h(X*,Y™) olur. Bu ise oyunun degerine esittir. Matris
oyununda oyunculardan herhangi biri optimal stratejisiyle oynarsa diger oyuncu i¢inde en

akilc1 ¢ozlim kendi optimal stratejisiyle oynamaktir.

4.1. 2x2-lik Oyunlarin Coziim Yontemi

aiq 12

Getiri matrisi A = [a21 azz] biciminde 2x2 lik bir matrisi ile verilen matris

oyununun piir stratejilerde ¢oziimii olmadigin1 varsayalim. Bilindigi gibi bu durumda
verilen matris oyununun karma stratejilerde ¢6ziimii vardir. X = (x1,x3) ve Y = (y1,¥2)
sirastyla 1. ve II. oyuncunun optimal karma stratejileri olsun. Oyuncularin stratejileri
arasinda baskinlik ve denklik olmadigindan her iki oyuncunun karma stratejileri piir strateji
degildir. Yani herbir piir stratejinin oynanma olasilig1 sifirdan biiytiktiir. Dolayisiyla
0<x;,x,<1veO0<y,y, <1

dir. Bu optimal stratejileri bulmaya calisacagiz. Once 1. oyuncunun optimal karma stratejisi
X = (x1,x7) yi bulalim.

Aktif stratejilerin 6zelligine gore eger oyuncularin herhangi birisi optimal stratejisini
sectiginde, diger oyuncunun hangi stratejisini segtigine bagli olmadan birinci oyuncunun
kar1 degismez ayni kalir ve bu deger oyun degerine esit olur (Morris, 1994).

I. oyuncu X optimal stratejisini segtiginde karsi taraf (yani I1. oyuncu) kar degeri
degismeksizin istenilen piir stratejisini segebilir.

ajq

Getiri matrisi A = [a21

a
a;z] olan oyunda, I. oyuncu X = (x1,%2),0 < x1,%x, <1
ve II. oyuncu Y = (y1,¥,),0 <y;,y, <1 karma optimal stratejilerini segsinler. Bu

durumda, (X,Y) denge durumu i¢in

o= ho ) = =i 6]G)

dir. Dolayisiyla,

v =y1(x1a11 + X2031) + y2(x1a15 + X2057) (4.1)
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olarak ifade edilir. X optimal strateji oldugundan, yani

n

Zauy] < U,i = 1,2,...,m

j=1
(4.1) esitliginde parantez igindeki ifadeler oyun degeri v den kiiglik esit olurlar.
Varsayalim ki bu ifadelerden biri oyun degeri v den kiiciik olsun yani,
X1a11 + Xp051 <V 4.2)
X1Qq2 + X305, SV
olsun. Karma stratejilerin 6zelligi geregi y, + y, = 1 ve y;,y, = 0 oldugundan ve (4.2)
esitsizliginden (4.1) esitsizliginin sag tarafi kesinlikle v den kii¢lik olur. (4.1) esitliginin
saglanmasi i¢in kabuliimiiziin aksi gerekir bu da
X1A11 + X201 =V (4.3)
X1Q1p + Xp05, =V
oldugunu verir. Buradan bu iki esitlikten ve karma stratejilerin 6zelliklerinden
X1Q11 F X201 = X1Q12 + X202 = X111 + (1 — Xx1)dz1 = X1015 + (1 — x1)az;

Az —dzq
a1 T Az —aq3 — Ay

:>x1:

biciminde bulunur. x, = 1 — x; oldugu i¢in x, ifadesi de kolayca elde edilmis olur.

4.1) esitsizligi v =x1(a11y1 + a12Y2) + x2(az1y1 + az2y5) bi¢iminde
yazildiginda benzer islemler yapilarak

a11Y1 + A12Y2 =V (4.4)

Az1Y1 t Ay, =V

ifadesi elde edilir. Buradan da,

y, = Q22 — Q12
L=
a1+ Az — aq2 — Az

bi¢iminde elde edilir. Sonug olarak I. oyuncunun X = (xq,x,) Ve II. oyuncunun
Y = (y1,y2) karma stratejileri bulunmus olur. Oyuncularin karma stratejileri

bulundugundan bu ifadeler (4.1) esitliginde yerine yazildiginda oyun degert,

Q41022 — Q12021
a1t Az — a1 — Az

olarak elde edilir.

Uyant 4.1.1. A tersinir bir matris olmak {izere (4.3) ve (4.4) esitlikleri matris

gosterimi ile ifade edildiginde XA = (v,v) ve AYT = [z] bi¢iminde olur. Buradan,
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XA = (v,v) > XA =v(1,1), (1,1) =] dersek, XA = v] elde edilir. A tersinir bir
matris ise bu taktirde son esitlikten X = vJA™! olur. Son esitlik sagdan JT (J7,] nin

transpozesidir) ile garpilirsa

1
X[T=vJA YT = 1=vjA YT = v = AT
elde edilir. Elde edilen bu v = ﬁ ifadesi XA = v] esitliginde yerine konulursa
J JAT?
XA=——==2X="——
JATYT JATYT
bi¢giminde bulunur. Benzer bi¢imde
A—l T
yA T
JATYT
olur.
aq

. . a .
Teorem 4.1.2. Getiri matrisi A = [ai 2] olan matris oyununun denge noktasi

azz
olmasin bu taktirde oyuncularin tek bir optimal stratejileri ve oyun degeri
A AT A
S
JA T JA " JA T
bigiminde bulunur (Owen, 1995) (A* = adjA, |A| = det4, ] = (1,1)).

Ornek 4.1.3. A = [; ;] matrisi ile verilen matris oyununun ¢éziimiinii arastiriniz.

Coziim. Daha oncede belirttigimiz gibi matris oyununun ¢éziimiinii bulmak igin
(X*,Y*,v) tuclistinii elde etmek gerekmektedir. O halde I. ve II. oyuncu sirasiyla
X*ve Y* karma optimal stratejileri ile oynadiginda I. oyuncu v kadarlik kazanci
garantilerken I1. oyuncuda kaybinin v den fazla olmasini engellemis olur.

Bu durumda /. oyuncunun X* = (x;, 1 — x;) karma stratejisi.

Ay — A1 2-5 3

X1 = = —
1 a11+a22_a12_a21 1+2_3_5 5

vex, =1-—x =§ seklinde bulunur. Yani X* = (Z,g) olur. Benzer yolla /1. oyuncunun

Y* = (y1,1 — y,) karma stratejisi de;

Ayy — A4y 2-3 1

yl:a11+a22_a12_a21:1+2_3_5:§

ve y, =1—y; =§ elde edilir. Yani Y* = (%,g ) olur. Oyuncular optimal stratejilerini

kullandiklarinda ortaya ¢ikan oyun degeri de;

a11a22 - a21a12 _ 12 - 35 13

v = = =
a11+a22_a12_a21 1+2_3_5 5

29



BOLUM 4 - MATRIS OYUNLARININ COZUM YONTEMLERI Avykut OR

olur. Sonugta g6z 6niine alinan oyunun ¢éziimii (X*,Y*,v) = ((E, é) , (é, g) , %) bi¢iminde
elde edilir.

4.2. Grafik Yontem

Grafik yontem genellikle nx2 ve 2xm boyutlu matris oyunlarinda kullanilir. Getiri

matrisi

_ a11 a12 ot alm
aq (05Y) Arm

bi¢iminde olan 2xm lik bir oyunu ele alalim. I. oyuncunun 2 ve I1. oyuncunun m tane piir
stratejisinin oldugunu ve oyunda mevcut piir stratejilerden hi¢ birinin digerine baskin
olmadigimi varsayalim. Eger x, I. oyuncunun herhangi bir stratejisini oynama olasilig1 ise
karma strateji tanimi geregince 1 — x de . oyuncunun diger stratejisini oynama olasilig1
olacaktir. Ustelik stratejiler arasinda baskinlik séz konusu olmadigindan 0 < x < 1 dir.

[. oyuncunun X karma stratejisi ve II. oyuncu keyfi j. piir stratejisini segtigini
varsayalim. Bu durumda [. oyuncunun elde edecegi kazan¢ yada II. oyuncunun I.
oyuncuya yapacagi beklenen 6deme

h(X, 1) = xa;; + (1 —x)ay;,j = 1,2, ..., m (4.5)
bi¢iminde olacaktir. Burada j nin her bir degeri i¢in yukaridaki ifade bir dogru

belirtmektedir. /1. oyuncunun amaci I. oyuncunun kazancint minimallestirmek oldugundan

min (xai; + (1 —x)ay)) (4.6)
J

den fazla kaybetmeyecektir. (4.6) ifadesinin grafigi /. oyuncunun stratejilerine karsilik
gelen dogrularin alt zarfidir ve bu zarf sekilde kalin kirik ¢izgi ile gosterilmistir. 1. oyuncu

kazancin1 maksimallestirmek i¢in m)t(lx m'm (xa1 i+ (1 =x)a, j) kadar kazanci garantiler.
J

v= m)c(zx m.m (xalj +(1-— x)azj)
J

oldugundan, oyun degeri, (4.6) ile ¢izilen dogrulardan olusan egrinin en iist noktasi olur.
Bu en iist noktadaki degeri veren nokta x* olsun. Bu x* degeri i¢in I. oyuncunun optimal
karma stratejisi X* = (x*, 1 — x™) olur (Ferguson, 2008).

Grafiksel olarak ¢oziim yonteminin ayrintilart asagidaki sekilde verilmistir.
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x* 1

Sekil 3. Grafik yontem ile 2xm lik oyunun ¢oziimii

Simdi [II. oyuncunun optimal stratejisini belirleyelim. Y™ = (y1,v3, ., Ym)
I1. oyuncunun karma optimal stratejisi olsun. Keyfi j = j* igin II;+ piir stratejisi IL
oyuncunun aktif stratejisi ise bu taktirde teroem 3.4 den v oyun degeri olmak {iizere
h(X ! ) = v olur. Aktif strateji ozelligine gore j. piir stratejiyi oynama olasiligt sifir
olan karma strateji igin y; = 0 olur.

I. oyuncu herhangi bir piir stratejisi ve /1. oyuncu Y* karma stratejisi ile oynadiginda
yani o stratejiyi sectiginde beklenen deger;

h(l;+,Y*) =v 4.7)
olur. (4.7) esitligi yardimiyla I1. oyuncunun karma optimal Y* = (y1,y5, ..., ym) Stratejisi
bulunur.

Ornek 4.2.1. Savas halinde bulunan iki iilkeden X iilkesi Y iilkesine saldirmaktadir.
X tlkesi elinde bulunan iki savas ucagini, 4 farkli yoldan yaklasarak saldiracagi bir
bolgenin lizerine gonderiyor. Buna karsilik Y iilkesi elinde bulunan 4 ucak savar fiizesi ile

saldirilacak hedefi korumaya c¢alismaktadir. Ugaksavar flizeleri sadece yerlestirildigi
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yaklasma alanini kullana ugaga kars: etkilidir ve onu diisiirmesi kesindir. Ikinci bir ucaga
kars1 hicbir etkisi bulunmamaktadir. Ancak ayni yaklagim alanini kullanan ikinci bir ugak
ikinci fiizeyle engellenebilmektedir. X tilkesi hedefi yoketmek igin ¢aba gosterirken Y
tilkesi hedefi korumak i¢in ¢aba gosterecektir. Simdi uygun getiri matrisini olusturarak,
grafik yontem ile ¢oziimii belirleyelim (Ahlatgioglu ve Tiryaki, 1998).

Coziim. X ve Y iilkesinin piir stratejilerini belirleyelim.
X iilkesinin stratejileri:

X;: Ugaklan farkli yaklagim alanina gondermek

X,: Ucaklar1 ayn1 yaklasim alanina gondermek
Y {ilkesinin stratejileri:

Y;: Her bir yaklasim alanina bir fiize yerlestirmek

Y,: Bir yaklasim alanina 2 fiize, iki filizeyi birer birer yaklasim alanlarina
yerlestirmek

Y3: 1ki yaklasim alanma iki fiize yerlestirip digerlerini bos birakmak

Y,: Bir yaklasim alanina 3 fiize, diger bir yaklagim alanina bir fiize, diger iki
yaklagim alanini bos birakmak

Ys: Tiim filizeleri bir yaklagim alanina yerlestirip digerlerini bos birakmak.
(X1, Y1): Ugaklar ayr1 gidecek ve her bir alanda bir fiize bulunacagindan ugaklarin hedefi
yok etme sans1 0 dir. Yani a;; = 0 dir.
(X1, Y2): Ugaklardan birisinin bos yaklasma alanin1t bulmasi halinde hedef tahrip
edilecektir. Dolayisiyla aranan olasilik, 1. veya 2. ugagin dort gozden bos olanini bulma

1

- . 13 1
olasiligidir. Yani a,, = ta3=5 olur.

(X1, Y3): Iki yaklasma alan1 bos oldugundan hedefi tahrip etme olasihigi: a;3 = % + %% = %‘

(X1,Y,): Ugaklar farkli bolgelere gittiginden, hedef sadece fiize olan yaklasim alanlarina

saldir1 geldiginde korunur onun disinda hedef tahrip edilecektir. Yani a4 = % + %g = z.

(X1,Ys): Her ucak farkli yaklagim alanina gittiginden ve hedef sadece bir bolgedeki dort
ucak savar tarafindan korundugundan her tiirlii hedef tahrip edilecektir. Yani a5 = 1.

(X,,Yy): iki ucak birlikte gidecek, fakat yaklasma alanlarinda sadece bir ugaga kars: tedbir
alindigindan, ugaklardan birisi diiserken digeri hedefi tahrip edecektir. Yani a,; = 1 olur.

(X5,Y5): Ucaklar, iki flizenin bulundugu yaklasma alanlar1 haricinde hedefi yok

. 3
edeceklerdir. Bu nedenle, a,, = " olur.
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(X,,Y3): Iki tane bos yaklasma alanimi bulma olasilig1, hedefi tahrip etme olasiligina esittir.
Buna gore, a,; = % olur.

(X5, Y,): Ugaklar sadece 3 fiize olan yaklasim alaninda hedefi yok edemeyeceklerdir ancak
bunun disindaki 3 yaklasim alaninda da hedef yok edilecektir. Dolayisiyla a,, = Z'

(X3, Ys): Tiim fiizeler bir bolgede oldugundan sadece o yaklagim alanina yonelindiginde
hedef korunabilirken diger ii¢ durumda hedef yok edilecektir. Yani a,g =% olur. Aktif

stratejiler sonucu harp oyununun getiri matrisi

Yl YZ Y3 Y4- Y5
o L 35 ]

> 2 21
A=X, | 2 6 6 |
X; ll 3 1 3 3

4 2 4 1

ile ifade edilmektedir. Simdi getiri matrisini bildigimiz 2x5 lik matris oyununun ¢éziimiinii
bulalim. I. oyuncu X = (x,1—x),0 <x <1 karma stratejisi ve II. oyuncu II;,j =
1,2,3,4,5 piir stratejilerini segsinler. Su halde I. oyuncunun getirisi h(X, IIJ-) = xa,; +
(1 — x)ay; ile hesaplanir. Ancak dikkat edilecek olursa, /1. oyuncunun yani Y tilkesinin 4.
plr stratejisi 5. pir stratejisine baskindir. Yani Il > II, dir. Dolayisiyla Y iilkesi

kayiplarini arttiracak olan I[5 stratejisini tercih etmez. Bundan dolay1 oyunun getiri matrisi

i , 3 Y,

[O 15 E]

A" =X, 2 6 6
X, 1 § 1 3J

4 2 4

olarak elde edilir. Benzer bi¢cimde elde edilen son getiri matrisinde 11, = I3 oldugundan Y
tilkesi kayiplarinin artacagr 11, stratejisini tercih etmez. Dolayisiyla basilan I1, stratejisini

silerek getiri matrisi

Y, v, Y
1 5
a=x | 7 %
X, 3 1
L7 32

olarak bulunur. Dolayisiyla sadelestirilmis oyunun ¢éziimiinii bulalim.

h(X,II,) =xa;; + (1 —x)a,; =x(0)+(1—-x)(1)=1—-x

h(X,113) = xai + (1 = x)az; = x(%) +(1-x) (z) _3 ;x
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h(X,I15) = xags + (1 — x)ays = x (%) %) (%) _ 2x6+ 3

elde edilen bu ii¢ dogrunun grafigini ¢izelim. Daha sonra

min (xay; + (1 — x)ay))
j=123

dogrusunun grafigini ¢izelim. Son grafikteki maksimum deger yani oyun degeri,

V= m;lx m.ln (xalj +(1-— x)azj)
j

ile bulunur. Bu deger j=1 ve j =3 degerleri icin ¢izilen dogru denklemlerinin
kesisimlerinden elde edilmektedir. Dolayisiyla bu dogru denklemlerinin ortak ¢ézimii

yapildiginda

1—x=xE+(1—x)lﬁx=
6 2
bulunur. Bulunan bu x = %degeri optimal stratejiyi verir.

Dolayisiyla I. oyuncu yani X iilkesi i¢in igin optimal strateji X = (Z,g) dir. X
optimal strateji oldugundan v = h(X,II;) = xa;; + (1 — x)a,;,j = 1,2,3 esitliginden
v =§ olur. Yani X iilkesi birinci piir stratejisini (ugaklari farkli yaklagma alanlarina
gonderme) % olasilikla, ikinci piir stratejisini (ucaklar1 ayn1 yaklagma alanlarina génderme)
de g olasilikla uygulamaktadir yada se¢gmektedir denilir. Bu durumda garantiledigi kazang

yani hedefi yok etme olasiligt g dir. Elde edilen bu sonu¢ asagidaki sekilde de

gosterilmistir.
N
1
\\
3 - j=
4 | T~ -
5 feis <
e ,/// \ \\\
\\ J:2
1
2 \\
: }Zl\\
NN
3 7
=2 1
8

x* =
Sekil 4. Ornek 4.2.1 in grafik yontem ile ¢oziimii
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Simdi Y {ilkesinin yada II. oyuncunun optimal stratejisini belirleyelim. X iilkesinin
optimal stratejisi belirlenirken j = 1 ve j = 3 degerleri i¢in ¢izilen dogru denklemlerinin
kesisimlerinden faydalanilmistir. Dolayisiyla X iilkesi i¢in optimal strateji belirlenmesinde
Y lkesinin birinci ve dUglincli piir stratejileri  kullanilirken ikinei piir = strateji
kullanilmamigtir. Yani ikinci piir strateji aktif strateji degildir. Bu da bize ikinci piir
stratejinin oynanma olasiliginin sifir oldugunu verir. Bu nedenle Y iilkesinin yani 1.

oyuncunun karma optimal stratejisi

Y*= (yikJ 0'1 - yI)

biciminde olacaktir. X iilkesi i¢in optimal strateji X = (Z,Z) oldugundan ve (4.7)
esitliginden h(Iy,Y*) = v ve h(l,, Y*) = v olur. v = goldugundan

h(l,Y*) = gve h(l,, Y*) = g olur. (4.8)
olur. (4.8) esitliginden

h(l, Y*) = 0y; +50+2(1 - y)) = :
c (4.9)
8
elde edilir. (4.9) esitliklerinden

5 5. 1.1, . _1

—_— - — — - e = —

3 83’1 5 ToN Y1=7
olur. Dolayisiyla Y iilkesinin optimal stratejisi Y* = (y;,0,1 —y;) = (i, 0,2) olarak

bulunur. Sonug olarak verilen matris oyununun ¢éziimii

) = (). (4:02). 2) o

4.3. Lineer Programlama Yontemi

Getiri matrisi A = (al-j),i =12,..,n,j=12,..,m olan oyunu ele alalim.
Genelligi bozmaksizin, getiri matrisinin biitiin elemanlarinin pozitif oldugunu kabul
edelim. Aksi halde Teorem 3.3.5 geregince dyle ¢ sayisi bulunabilirki o say1 matrisin biitiin
elemanlarina eklenerek, gbz Oniine alinan getiri matrisi biitlin elemanlar1 pozitif olan

matrise doniistiiriilebilir. Bu durumda, oyuncularin optimal karma stratejileri degismez
(Azimli, 2011).
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Daha once de ispatlandigi gibi oyuncularin sirasiyla X = (xq, X3, ...,X,) Ve

Y =Wy, - vm) Optimal karma stratejileri ve oyunun v degeri icin asagidakiler

saglanacaktir.
7.1'_ xX: = 1, X; = 0
"z, = (4.10)
i=1@ijx; =v, j=12,..,m
i ol }:j (4.11)
j=1ayp<v, i=12,..,n

Yukaridaki denklemlerin her iki yanimm1 v > 0 sayisina bolelim ve agagidaki

gosterimleri dikkate alalim.

X

pizv, i=12,..,n
Yij
i = =1121' )
q; - m

Bu adimdan sonra (4.10) ve (4.11) problemleri sirasiyla asagidaki bigimde elde

edilir.
n 1 n
Zpl:—, ZaijpiZL piz0i=12.,n
i=1 v i=1
1 m
qu:;’ Zaijqjsl' q=20j=12..,m
j:l ]=1

Oyunun kuralina gore I. oyuncu Oyle x; degerlerini dolayisiyla dyle p;,i = 1,2, ...,n
degerlerini bulmaya c¢alisacak ki v oyun degeri maksimal olsun. O halde birinci problemin

¢Ozimi
fLipi > min, Xl a;p =1 (4.12)

kosullarimi saglayan p; = 0i = 1,2, ...,n degerlerinin bulunmas1 problemine doniistiiriiliir
(Oztiirk, 2011)..
II. oyuncu dyle y; degerlerini dolayisiyla dyle q;, j = 1,2, ..., m degerlerini bulmaya

calisacakki v oyun degeri minimal olsun. O halde ikinci problemin ¢oziimii
i21q; » max, YjL;a;q; <1 (4.13)

kosullarmi  saglayan q; =0, (j =1,2,..,m) degerlerinin bulunmasi problemine
doniistiirilir.
Gortldaga gibi (4.12) ve (4.13) problemleri birbirinin dualidir. O nedenle birinin

¢ozililmesi yeterli olacaktir. Bilinen simpleks metot uygulanarak problemler ¢oziilebilir
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(Oztiirk, 2011). Coziim sonucu p;, (i =1,2,..,n), q;, (G = 1,2,...,m) ve v degeri elde
edilir. O halde optimal karma stratejilerin x; ve y; degerleri asagidaki bigimde elde edilir.

xi =vp;, (i=12, ...,n)}

i 414
yi=vq; (j=12,..,m) (4.14)

Asagidaki yontem ile de matris oyunlarinin ¢oziimleri lineer programlama
problemine  déniistiiriilerek ~ ¢oziilebilir.  Bilindigi  gibi A4 = (a;;),i = 1,2, ...,n,
j =1,2,...,m getiri matrisli oyunda X = (xq, x5, ..., x,) Ve Y = (y1,¥5, ..., ¥ Sirastyla I.
oyuncunun ve II. oyuncunun karma stratejileri, oyunun v degeri (4.10) ve (4.11)
kosullarini saglamaktadir.

(4.10) ve (4.11) ifadelerini x,,;, j=12,..,m Ve Yy, i =12,..,n negatif

olmayan degiskenler yardimiyla sirasiyla asagidaki bigimde yazalim.

21 WX — Xnyj =0, j=12,..,m
Lg% =1 (4.15)
x;=20, i=12,..,n+m

11 YiGij — Ymei =V, 1=12,..,n
jeayi =1 (4.16)
y; 20, j=12,..,m+n

(4.15) de j = 1 e uygun esitligi ele alalim ve o esitligi j = 2,3, ..., m ye uygun diger biitiin
esitliklerden ¢ikartalim. Bu taktirde,

Z?=1 A1 X = Xpn41 =V (4.17)

Yia(ay — @)X = Xngj + Xpy1 =0, j=2,..,m
?lei =1 (418)
x; =0 i=12,..,n+m

elde edilir.

Oyun kural1 geregince I. oyuncu v degerini maksimallestirmek istediginden (4.17) ve
(4.18) problemlerinin ¢6ziimii agagidaki lineer programlama problemlerine doniistiiriiliir.
(4.18) kusitlar1 dikkate alinarak (4.17) ifadesini maksimallestirmelidir.

Benzer sekilde (4.16) de i = 1 e uygun esitligi ele alahm ve o esitligi i = 2,3, ...,n
ye uygun diger biitiin esitliklerden ¢ikartalim. bu taktirde

2ie101Yj + Yme1 =V (4.19)
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}"zl(aij — alj)yj —VYm41F Vm4i =0, i =2,...,n
iy =1 (4.20)
yj 2 0,j=12,....m+n

ifadeleri elde edilir. O zaman oyun kurali geregince II. oyuncu v degerini
minimallestirmek istediginden (4.19) ve (4.20) problemlerinin ¢6ziimii asagidaki lineer
programlama problemine doniistiiriiliir.

(4.20) kasitlar1 dikkate alinarak (4.19) ifadesini minimallestirmelidir.

Ornek. 4.3.1. Getiri matrisi

0 1 -1 2
_|-1 0 3 2
A= 0 1 2 -1
2 0 0 O

bigiminde verilmis olan oyunu lineer programlama yontemiyle ¢ézelim.
Coziim. Getiri matrisi verilmis oyunda A nin biitiin elemanlarina +2 sayisini ilave

ederek, stratejik denk

2 3 1 4
«_ |11 2 5 4
A_2341

4 2 2 2

matrisini elde edelim. I. ve II. oyunncularin karma stratejileri sirasiyla X = (xq, x5, X3, X4)
ve Y = (y1,¥2, V3, Ys) ile oyun degeri v olsun. Kabul edelim ki II. oyuncu karma Y =
(V1,Y2,V3,Ys4) Stratejisi ve I. oyuncu keyfi piir stratejisi ile oynasin bu durumda I.
oyuncunun getirisinden ((4.11) denkleminden) asagidaki bigimde bir denklem sistemi elde
edilir.
2y + 3y, +ys +4y, <v
Y1+ 2y, +5y; +4y, < v
2y1 + 3y, +4y; +y, < v
4y, + 2y, + 2y3 + 2y, < v
Elde edilen bu esitliklerin her iki tarafi % ile carpilir ve q; = % (G = 1,2,3,4) dontsimii
dikkate alinirsa
Amag:  (qy + gz + g3 + q4) > max
Kisitlar: 291 +3q; +q3+4q, <1
q1+2q2+5q3 +4q9, <1
2q1 +3q, +4q3+q, <1
49, +2q, +2q3+2q, <1
q; =20( =1234)
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lineer programlama problemi elde edilir. Elde edilen lineer programlama modelinin

baslangi¢ simpleks tablosu asagidaki bigimde yazilir.

Cizelge 1. Baslangic simpleks ¢izelgesi

1 1 1 1 0 0 0 0
Cj Coziim
V1 Y2 V3 Ya S1 S7 S3 Sa
0 S | 2 3 1 4 1 0 0 0 1
0 S, 1 2 5 4 0 1 0 0 1
0 S3 | 2 3 4 1 0 0 1 0 1
0 S, | 4 2 2 2 0 0 0 1 1
z; 0 0 0 0 0 0 0 0 0
zi—¢ |—-1 -1 -1 -1 0 0 0 0

Bu baslangig ¢izelgesi simpleks yontem ile ¢6ziildiigiinde

I _ 3 _ 3
G =7 925 5483~ 594 = 35

olarak bulunur. g; + g, + q3 + q4 = %oldugundan

_ 1 23
V=573 3

26 2615626

olur. y; =vq; (j = 1,2,3,4) esitliginden

235 5 37 7
N=Vh =G~ 180 V2TV T 9367 18
233 1 233 1

Y3 = V03 =5 467 ¢ Ye=Vls =g 20 ¢
olarak elde edilir. Benzer bigimde I. oyuncu karma X = (x4, x, x3,x,) Stratejisi ve II.
oyuncu keyfi piir stratejisi ile oynasin bu durumda I. oyuncunun getirisinden ((4.10)
denkleminden) asagidaki bi¢imde bir denklem sistemi elde edilir.

2X1 + Xy +2x3+4x, =V

3x1 +2x, +3x3+2x4 =V

Xy +5x, +4x3+2x, 2V

4x, +4x, + x3+2x4, 2V

Elde edilen bu esitliklerin her iki tarafi % ile garpilir ve % =p; (i =1,2,3,4) donisiimii

dikkate alinirsa
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Amag:  (p1+ Dz +p3+ps) > min
Kisitlar: 2p1 +py +2p3+4p, =1
3p1 +2p, +3p3+2p, =1
p1+5p; +4p3 +2py, 21
4p1 +4p2 +ps +2pys 21
p; =0(i=1234)
lineer programlama problemi elde edilir. Elde edilen lineer programlama modelinin

baslangi¢ simpleks tablosu olusturularak

8 3 7 9
17 59'P2 T g9'P3 T g9 P4 T 9

degerleri elde edilir. p; + p, + 3 + Py = . oldugundan

v

p

1 _ 23

- P1tD2+P3+DPs 9

olur. x; = vp; (i = 1,2,3,4) esitligi yardimiyla

23 8 8 23 3 1
VPTG g Ty 2T =559 g

23 7 7 23 9 1
X3 = Up3 =

969 270 T 'P*T 969 3
olarak bulunur. Yani I. oyuncunun ve II. oyuncunun karma stratetejileri sirasiyla

8 3 7 9 5 7 3 3
X = (—,—,—,—), Y = (—,—,—,—) olarak bulunur. Teorem 3.3.6 yardimiyla oyun
27’2727’ 27 18’18’18’ 18

L 23 5
degeriv' =v—2=—-2= olur.

4.4. Ters Matris Yontemi

Matris oyunlarinin ¢dziim yontemleri, matris oyunlar: teorisinde O6nemli bir yer
tutmaktadir. Getiri matrisinin karakteristik 6zellikleri, matris oyunlar1 ¢6ziim yonteminde
onemli bir unsurdur. Ters matris yontemi de bu sekilde bir ¢oziim yontemidir. S6z konusu
yontem nxn lik tersinir matrisler iizerinde gecerlidir. Ayrica, oyuncularin aktif stratejileri
icin gecerlidir (Germeier, 1971). Aktif stratejilerin 6zelligi geregi, mevcut piir stratejileri

oynama olasiliklari sifirdan biiyiik olan stratejilerdir.

Getiri matrisi
a;1 aqp 0 Qan
4= a?l a:zz a?n
An1 Qp1 " Qun
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ile verilmis matris oyununu goz Oniine alalim. A tersinir bir matris olsun. I. oyuncu keyfi
[ pur stratejisi ile, I1. oyuncu keyfi Y = (v, y5, ..., ¥, ) optimal karma stratejisiyle oynasin.
Bu durumda, v oyun degeri olmak {iizere I. oyuncunun beklenen kazancinin (getirisinin)

i=12,..,nicin

n

Zaijyj =v

j=1
biciminde oldugunu sdylemistik. S6z konusu ifade

A11Y1 + a1y, T AQpYp =V

Az1Y1 T QY2+ + Ay =V

An1Y1 + Ap2Y2 t 0+ AupYn =V

biciminde bir denklem sistemi olarak yazilir. Bu denklem sistemi, matris formunda

yazilirsa
a1 Q2 7 @] v
a2 a?”“{+ Y= AYT = v(1)py (4.21)
n1  Qny Annl Ln v

bi¢iminde elde edilir. A tersinir oldugundan A~ vardir. Bundan dolay1 (4.21) esitligi
soldan A~ ile garpilirsa

ATHAYT) = A1 )y = (ATTAYT = A 0(1) g = YT = A 0(1 )
dir. Yani,

YT = A1) (4.22)
esitligi elde edilir. v oyun degeri biliniyorsa son esitlikten /1. oyuncunun optimal stratejisi,
Y =.Y2 ¥, bulunur. O halde v oyun degerini bulmaya c¢alisalim. Y =
(¥1,Y2, -, Yn) optimal karma strateji oldugundan

n
Q%=1
j=1

dir. Dolayisiyla
V1
my=1= 0 1 D[] = Wl =1 (4.23)
Yn
olarak bulunur. (4.22) esitligi soldan (1), ile ¢carpilirsa
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(D1xnY" = (D120 A7 v(A ) s (4.24)
elde edilir. (4.23) esitligini (4.24) esitliginde yerine yazildiginda

1= (DA (AN nx1 = V(D104 v (A nx1
olur. (4.21) esitliginden v # 0 dir. Bundan dolayi son esitlikten (1)1, A" 2v(17),,,; degeri
sifirdan farkli olur. Dolayistyla v oyun degeri
_ 1
T (DA (A gy
olarak bulunur.

v

Simdi benzer bi¢gimde I. oyuncunun optimal stratejisini belirleyelim. I. oyuncu
X = (x4, %3, ..., x,) Optimal karma stratejisiyle, I1. oyuncu keyfi j piir stratejisi ile oynasin.
Bu durumda, v oyun degeri olmak {izere I. oyuncunun beklenen kazancinin (getirisinin)

j=12,..,nigin

n

inaij =7V

j=1
olur. Dolayisiyla elde edilen bu ifade n bilinmeyenli n denklemden olusan bir sistemdir. Bu

sistemi matris formunda yazdigimizda

a11 a12 o aln
a a o dop

(x1 Xy 0 Xp)[ TEL 722 U =v= XA =v(1)1m
Ap1 Qp1 °°° Qpp

olarak ifade edilir. A tersinir oldugundan, son esitligi sagdan A~! ile ¢arparsak,
XA =v(1) 1A = X = v(1)1,,,A7 L olur. Yani,

X = v(1) A" (4.25)
dir. v oyun degeri bilinirse I. oyuncunu optimal karma X = (x, x5, ..., x,,) stratejisini
hesaplamak kolay olacaktir. Bu nedenle v degerini belirleyelim. X karma strateji

oldugundan karma strateji 6zelligi geregi

n

in =1
i=1
dir. Dolayisiyla
1
_ e X 1 _ T T —
1—(x1 X2 n) : —X(l )nx1=>X(1 )nxl_1
1

olur. (4.25) esitligini (17),,, ile carparsak,
X(]-T)nxl = v(l)lan_l(lT)nxl
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dir. X(17),,; = 1 oldugundan ve (1)1,,A~1(17),,,; ifadesi sifirdan farkli oldugu igin v
oyun degerini

_ 1

T (VA7)

olarak elde etmis oluruz. Elde ettigimiz bu oyun degeri ifadesini (4.25) te yerine yazarsak

v

bu taktirde I. oyuncunun karma optimal stratejisi X = (x4, x5, ..., x,,) bulunur.

1 3 4
Ornek 4.4.1 Getiri matrisi A= (2 2 1| ile verilen matris oyununun ¢dziimiinii
2 1 6
ters matris yontemi ile bulunuz.
Coziim. Oncelikle verilen 3x3 lilk kare matrisin tersini bulalim. A~! = %
oldugundan
412 11_512 1 2 2| _ _ 7)) = —
detd = 1.|] 6| 3.|2 6|+4|2 |=111-31+4.(-2)=-27
[|2 1 _|2 1 2217
| 11 6 2 6 2 11| _ _
P T T T A TR W T N I e
adj(A") = || | -, Sli=|-14 -2 s
| 1 6 2 6 2 1 | _5 7 _4
l|3 4 _|1 4 |1 3|
2 1 2 1 2 2
wdin . 11 -14 -5
olur. Dolayisiyla A™ = =2 = ——1-10 -2 7 | elde edilir. I. oyuncu keyfi i piir
-2 5 -4

stratejisi ile, I1. oyuncu keyfi Y = (y4,¥5, ..., V) optimal karma stratejisiyle oynasin. Bu

durumda, v oyun degeri olmak iizere I. oyuncunun beklenen getirisi

1 3 41/ v
-0
4 v

2 21
bicimindedir. (4.22) esitliginden YT = A~'v(17),,;, biciminde verildiginden oyun

2 1 6

1
(D) 1xn A" (AT e

elde edilir. O halde

_ 1 1 27
D) 1xn A7) pxq

degerini v = ifadesinden bularak 1. oyuncunun karma optimal stratejisi

v

olur. Bu nedenle
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_1u 14 5 8

27 27 27] 1 14

T — A=1,,(1T _ 27| 10 2z _7 .
v =4a"v(1 )”X1_14| 27 27 27|<1>_| 14
|2 -2 £ |M \L

27 27 27 14

yani Y = (y1,¥2,V3) = (%,i,i) olur. Benzer bi¢gimde I. oyuncunun optimal karma

stratejisi (4.25) esitliginden
X = V(l)lan_l
oldugu bilindigi i¢in I. oyuncunun optimal karma stratejisi

11 14 5
27 27 27 I
27 10 2 7 1 11 1
x=211n| = = __|=>X=(_,_,_)
14 27 27 27 14°14° 7
2 5 4
27 27 27

olarak elde edilir.

4.5. Determinant Yontemi

[. oyuncunun n tane pir stratejisi ve /1. oyuncunun da benzer olarak n tane piir
stratejisinin oldugu bir oyunu géz oniine alalim. Ustelik bu piir stratejilerden hig birisi

digerine baskin olmasin. Boyle bir oyunun getiri matrisi,

111 IIZ e IIm

11 a1 ai, o A1m

A= 12 a1 A, - Arm
In Qny An2 t Apm

bi¢iminde verilsin. Ustelik getiri matrisinin determinant: sifirdan farkl olsun. 1. oyuncunun
karma stratejilerinin kiimesi X = (x4, x5, ..., X,,) Ve II. oyuncunun karma stratejilerinin
kiimesi Y = (y4, Y2, ..., ¥n) olmak lizere. aktif stratejilerin 6zelligine gore eger bir oyuncu
kendi optimal stratejisini uygularsa 0 zaman kars1 tarafin aktif stratejilerinin kiimesi disina
¢ikmamak kosulu ile uyguladig: stratejilere bagli olmadan ilk oyuncunun kar1 degismez
kalir ve oyun degerine esit olur.

1. oyuncu optimal karma stratejisi ve I1. oyuncu keyfi j. piir stratejisi ile oynasin. Bu

durumda I. oyuncunun getirisi

n
V= h(X,II]) = inaij,j = 1,2, e, n
i=1

bi¢imindedir.
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allxl + a21x2 + -+ anlxn =7v
a12x1 + azzxz + -+ anzxn =7V

AnXq1 + QopXy + -+ Appxy, =V

n

ZJci:l

i=1
esitliklerinden X = (x4, x5, ..., X;,) degerini bulalim. Bunun i¢in determinant yonteminden

yararlanalim (Anton, 1991).

V. dyy .. Qpq 1 ay; .. am
v azz anz v 1 azz anz
o = v aZn ann _ 1 aZn aTlTl _U|A1|
1= =
|A] 4] 4]
aiq v an1 aqq 1 anq
ai, v (02%) v ai, 1 Ap2
. = A, Vo Gpn _ Aqin 1 . Qun _lezl
, = = =
|Al |Al | Al
Benzer sekilde devam edilecek olursa;
aiq arq v a1 A4z 1
A1z Gy - V| %2 G2 1
v = 1am Aoy o U _ lam a1 :lenl
" |4 4] |A]
olur.
n
X; = 1
i=1
oldugu i¢in
vidil vldal iAW v+ A (A
|A] |Al |A] | Al
|A]

v =
|A1] + [Az] + -+ + Ay

olur. Bulunan bu oyun degerini yukaridaki esitliklerde yerlerine yazarak I. oyuncunun

karma optimal stratejisi elde edilebilir. Yani
3 |4,
|A1] + 142] + - + |4,]

X1

_ |4,
|41l + 142] + -+ + |An|

X7
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B 14,
Ayl + [Ag] + —+ [4y]

Xn

olur. Sonu¢ olarak I. oyuncunun X = (xq, x5, ...,x,) oOptimal karma stratejisi ve oyun
degeri bulunmus olur.

Benzer bigimde, I. oyuncunun keyfi i. piir stratejisi /1. oyuncunun optimal karma
Y = (y1,¥2, ..., V) stratejisi ile oynadigini varsayalim. Bu durumda I. oyuncunun getirisi
(3.16) dan

n

h(Ii; Y) = Z a;;yj ,i=12,..,n

j=1
ile ifade edilir. Bundan dolay1

A11Y1 + a2V, T+ AQpYp =V
Az1Y1 T Ay + -+ Ay =V

An1Y1 + Ap2Y2 t 0+ AupYn =V

n
Zyi =1
i=1

esitliklerinden Y = (y;,y5, ..., V) degerini determinant yontemi ile belirleyelim.

v aqp e Qqn 1 ai, e QAqn
v azz a2n v 1 a22 a2n
v oapy - Ann _ 1 Ay = Qnn _ U|A1|
1 =1a;; a;z - ain H H
a21 a22 s azn
n1 Gnz -+ Gnn
a1 V.. Qpq a;; 1 ... anpa
Az V.. Oy v |42 1 Ano
o lagy v Ann _ Ain 1 ... Qun _ ‘U|A2|
Y2 A1 A1z - Qqn |A| |A|
Az1 Q22 Qon
an1  Anz Ann

Benzer sekilde devam edilecek olursa;
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aj; Aa v Ay Azp . 1
a1, Ay v va12 Az, .. 1
T R A T
Yn = a1 aqz Ain - |A‘| - |AA|
az1 Az QAon
ani a"‘r'l'Z a'T'l'Tl
olur.
n
Z)’i=1
i=1
oldugu icin
il il oAl | ol )
Al |4 |4 |4
|4

olur. Bulunan bu oyun degerini yukaridaki esitliklerde yerlerine yazarak II. oyuncunun

optimal karma stratejisi elde edilebilir. Yani

T+ A+ + [4)

, |4,]

27 T+ Ao+ + [An]
B |4, |

Yn

olur. Sonug olarak /1. oyuncunun optimal karma stratejisi Y = (y;, y2, ..., J») bulunur.

2 1 -1
Ornek 4.5.1. Getiri matrisi A={2 -2 0 ] olan matris oyununun ¢oziimiinii
0o 1 2

determinant determinant yontemi ile ¢6ziimiini bulalim.

Coziim. Oncelikle getiri matrisinin determinantini hesaplayalim.

2 1 -1
_ =2 0|2 0] _|2 —-2|_ _
detA=12 —2 0 _2|1 2| |0 2| |0 1|_ 14 olur.
0 1
1 2 0 2 1 0 2 2 1
A=l1 =2 1] 4,=1 1 1| 43=|1 -2 1
1 0 2 -1 1 2 1 0 1
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olmak lizere

1 2 0
-2 1 11
1 0 2
2 10
|4, =(1 1 1 =2|i %|— _11 §|:_1
-1 1 2
2 2 1
-2 1 1 1 1 -2
A3l =1 -2 1 =2| —2| |—| |=_10
1 0 1 0 1 11 1 0
_ Al 14 14
TIAN T A+ 1A —6-1-10 17
bulunur. Bunun yaninda
_ |4, _ -6 _ 6
AT A+ 145]  —6-1-10 17
| 4] -1 1

2T 1A+ 14s]  —6—1-10 17

_ |43] . —10 10
BTN A+ A5l —6-1-10 17

olur. Dolasiyla oyun degeri v:% ve [. oyuncunun optimal karma stratejisi

6 1

X = (x1,%2,x3) = (E’E’%) olarak bulunmus olur.

Benzer sekilde I1. oyuncunun optimal karma stratejisi Y = (y4, ¥, ..., V) degerini

belirleyelim.
o1 -1 21 -1 211
Ai=11 -2 0 A, =12 1 0 Az =12 -2 1
1 1 2 01 2 0o 1 1
olmak iizere
1 -1
A -2 0 1 0 1 -2
1 1 2 1 2 1 2 1 1
2 1 -
A 1 0 2 0 2 1
=2 1 of=2|7 J|-[5 5|-] =2
0 1 2 1 2 0 2 0 1
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2 1 1
_— =2 1 12 11,12 -2
[43] = ¢ =277 al=lo al+lo Tl=-s
bulunur. Dolayisiyla,
B |4,] -9 9
MR+ |+ 14y —9-2-6 17
A Al AT -9 -2 -6 17
_ |45 ____—6 6
T TA+ A + 4] —9-2-6 17
olur. Yani I1. oyuncunun optimal karma stratejisi Y = (yq, y2, ..., V) = (%%1%) olarak
bulunmus olur.
2 1 -1
O halde getiri matrisi A =12 -2 O] olarak verilmis olan matris oyununun
0 1 2
v e e 6 1 10 9 2 6 14
(X, Y,U) ¢cozumu (X,Y,'U) = ((;';';)'(E'E'E)'E) olur.

4.6. Lagrange Yontemi

Iki degiskenli f(x,y) fonksiyonunun bir kiimedeki maksimum ve minimumlarinin
bulunmasi iglemi temel analizden bildigimiz onemli bir kavramdir. Bazen f(x,y) ve
f(x,y,z) nin yerel maksimum ve yerel minimumlarinin incelenmesinde mevcut
degiskenler ilizerine baska sartlar yiiklenir. Yani bu degiskenler birbirinden tamamen
bagimsiz olmayip ikinci bir denklemi veya esitsizligi saglamasi istenir. Boylece f
fonksiyonu, tanim kiimesinin belli bir alt kiimesine kisitlanmig ve onun bu kiime
lizerindeki ekstremleri (maksimum ve minimumlar) istenmis olur. Ornegin; iki degiskenli
f(x,y) fonksiyonunun ekstremleri, x ve y degiskenlerinin g, (x,y) = 0 olarak ikinci bir
sart1 veya g, (x,y) < M esitsizligini saglamasi istenebilir. f(x,y) nin bu tiir ekstremlerine
kisitli ekstremler denir. f(x, y, z) verildiginde (x, y, z) noktasinin sagladig1 g,(x,y,z) = 0
sartina yan sart ve g, e de kisitlayan denir.

Kismi tiirevin hesaplanmasinin zor oldugu bazi hallerde, x ve y nin bagimsiz
degisken olarak segilmesi iyi netice vermeyebilir. Hatta bunlardan daha da 6nemlisi yan
sartla ilgili denklemden, z ye veya diger iki degiskenden biri bulunmayabilir. Bu
durumlarda degiskenlerden birini yok etmek icin yan sartt kullanmaya gerek kalmadan

problemi  ¢ozebilmek i¢in alternatif bir teori ve yoOntem  gelistirilmistir.
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Lagrange (1736-1813) tarafindan bulunan bu yonteme Lagrange Carpim Yontemi denir.
Bu yontemin en Onemli avantaji, kapali olarak verilmis smirlayici denklemin,
degiskenlerden birinin bulunmasina gerek kalmamasi ve bdylece iyi sonu¢ vermeyecek
degiskene gore ¢coziim riskinin ortadan kalkmis olmasidir.

Lx,y,1) = f(x,y) + Ag(x,y)
fonksiyonuna Lagrange fonksiyonu, A degiskenine Lagrange carpani denir. Lagrange
fonksiyonu yardimiyla f(x,y) fonksiyonunun g(x,y) =0 kisitina gore ekstremlerini
bulmak i¢in

Ly, y, ) = fo(x,y) + Agx(x,y) = 0

Ly(x,y, ) = f,(x,y) + 19, (x,y) = 0

Ly(x,y,1) = g(x,y) =0
denklem sisteminin  (xg, Vo, Ao) ¢0ziim noktalar1 bulunmalidir (Guzman, 2003). f
fonksiyonunun ekstrem noktalar1 varsa onlar (x,,y,) arasindadir. S6z konusu denklem
sisteminin ¢oziimleri yani L(x,y,A) nin kritik noktalar1 birden fazla ise L nin her bir
(%0, Y0, Ao) kritik noktasi igin (xg,y,) da f(x,y) nin degerleri hesaplanmalidir. Bu
degerlerin en biiyiigii sartli maksimum, en kii¢iigii sartli minimumdur.

Daha genel olarak Lagrange carpim yontemi f(xq, X5, ...,X,) fonksiyonunun
91(x1, x5, i, X)) = 0,..., gm(x1, X2, ..., x,) = 0 yan sartlarina gore ekstrem degerlerini
bulmak i¢in de uygulanabilir. (m < n — 1). f fonksiyonunun ekstrem degerleri

L(x1, X2, ooy Xy Ay Agy vy A) = (X1, X2, oo, X)) + X721 4195 (X1, X, o0n, Xp)
Lagrange fonksiyonunun kritik noktalar1 arasindadir.

Ozetle Lagrange carpim ydntemi, verilen bir fonksiyonun belli kisitlar altinda
maksimumunu veya minimumunu kismi tiirevler almarak elde edilen denklem
sistemlerinin ¢ézlimlerini yani kritik noktalarin bulunmasidir. Bu dogrultuda

z = f(xq1,x3, ..., xp) =Amag fonksiyonu

g(x1, x5, ..., x,) = ¢ =Kisit fonksiyonu
olmak tizere, Lagrange fonksiyonu

L(xy, %5, i, Xy A) = f (X1, Xg, ey X)) + Alc — g (%1, X2, v, X)) ]
bi¢iminde ifade edilir (Guzman, 2003). Burada birinci derece kosullar, yani maksimum

veya minimum noktasini verecek olan ifadeler

o g =0
axl_fl g1 =

o i =0
axz_fz g2 =
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oL it ga=0
axn_f‘l’l ng_

L
Y c—g(xy, %z, .0, xp) =0
dir. Burada g; = %,i = 1,2, ...,n dir. Bu kosullar, L fonksiyonunun Kritik noktalarinin

bulnumasi kosullaridir. Burada, (n + 1) denklem (her x i¢in ve A igin) ve (n+ 1)
bilinmeyen vardir. Elde edilen bu sistem ¢oziildiiglinde x4, x5, ..., x, Ve A degeri bulunur.

Dolayistyla maksimum veya minimum deger bulunmus olur.

4.6.1. Matris Oyunlarinda Lagrange Yontemi

Bilindigi gibi Lagrange carpanlari yontemi ile fonksiyonlarin belirli kisitlar altinda
maksimum yada minimum

Denge noktast olmayan ve aktif stratejilerin uygulanmadigi Asagidaki gibi nxn
boyutlu matris ile verilmis oyunu géz oniine alalim. Bdyle bir oyunda, Lagrange yontemi
ile optimal stratejileri belirleyelim. Bu yiizden asagidaki kare matrisi ile verilen oyunu géz

Oniine alalim.

11 a11 alZ alm
A= 12 a1 Az - Arm
I ani an2 o Opm

I. oyuncunun piir stratejilerini oynama olasiliklart sirastyla x4, x5, ..., X, Ve 1. oyuncunun

piir stratejilerini oynama olasiliklar1 y;, v, ..., ¥, olsun. Ustelik

n n
in=1, Zyl:l
i=1

i=1
oldugu da bilinmektedir. Daha once de inceledigimiz gibi nxn boyutlu bir matris ile

verilen matris oyunu i¢in karma stratejiler sinifinda I. oyuncunun getirisi

n n
h(X, Y) = ZZXiaijyj = XAYT

i=1j=1
ile bulunmaktadir. X = (x4, x5, ..., x) Ve Y = (¥1,¥2, .., V) degerleri sirasiyla 1. ve II.

oyuncunun optimal karma stratejileri olmak tizere oyun degerinin

n n
V= h(X, Y) = Zinaijyj =XAYT

i=1j=1
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oldugu 3. Boliimde belirtilmisti. Lagrange yontemi yardimiyla v oyun degeri ve
oyuncularin optimal karma stratejileri bulnunabilir. Bunun i¢in asagida verilmis olan

fonksiyonlardan yararlanabiliriz.

n
LI(X, Y) =V +/11(le: - 1)
i=1

n
LyX,Y)=—-v+ /111(2 yi—1)
j=1

Burada A; ve A;; belirsiz Lagrange ¢arpanlaridir.

aL,(X,Y (0L, (XY
(MZOJZI,Z,...,H IL: j=1I2I"'1n
0x; 4 ay;
oLu(X, 1) _ oL,(X,Y) _
6/111 L 0/11

Eger yukarida verilen esitliklerinde optimal strateji degerlerini yerine yazacak olursak bu
esitlikler yardimiyla oyun degeri i¢in elde olunan ifadeden I. oyuncunun getirisi bulunur.

Simdi verilen esitlikleri biraz inceleyelim.

6L,_6v+l_0
ax, 0x; 1
6L,_6v+/1_0
x, 0x, =
(’)L,_(’)v_l_/l_o
ox, ox,
oLy ~
n_ 1
T = 2y 170
j=1

bi¢giminde bir lineer denklem sistemi elde edilir. S6z konusu lineer denklem sistemi,
bilinen ¢6ziim yoOntemleriyle ¢ozildiginde [I. oyuncunun optimal karma
Y = (¥1,¥2, -, Yp) stratejisi ve oyun degeri bulunur. Benzer bigimde /. oyuncunun optimal

karma X = (xq, x3, ..., Xy, ) stratejisi igin

%z _a_v+1” =0
oy y,
dL;,; av
E
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oLy av_i_/1 —0
oy, Oy,

n

aL,_Z 1= 0
o LT T

i=1
bi¢imindeki lineer denklem sisteminin ¢ézlimiiniin bulunmasi yeterli olacaktir.

Ornek 4.6.1.1. Getiri matrisi

1 3 4
A=<2 2 1)
2 1 6

biciminde verilen oyunun ¢éziimiinii bulunuz.
Coziim. Lagrange yontemi yardimiyla getiri matrisi verilen matris oyununun ¢éziim
yontemini bulalim. X, I. oyuncunun optimal karma stratejisi ve Y, I1. oyuncunun optimal

karma stratejisi olsun. Bu durumda oyun degeri,

1 3 4\ /N
v=h(X,Y) = XAYT = (x; x, x3) (2 2 1) (3’2)

2 1 6/\)3
= y:1(0q + 2x5 + 2x3) + y,(3x1 + 2x, + x3) + y3(4x; + x5 + 6x3)
olur. Oyun degerini ve karma stratejilerin 6zelligini kullanarak sirasiyla I. ve II. oyuncu
icin Lagrange fonksiyonlarini yazacak olursak,
LiX,Y)=v+(x; +x, +x3— 1)
LyX,Y)==v+A;(y1+y:+y:— 1)
dir. Dolayisiyla

dL, Jdv
a_x1=a_x1+ll=y1+3y2+4y3+ll=0
dL, dv
a—xz=a—xz+ll=2y1+2y2+y3+ll=0
dL, dv
a_x3=a_x3+ll=2y1+y2+6y3+ll=0
m=Y1+YZ+J’3_1=O

denklem sistemi elde edilir. Esitliklerin ilk ikisinden y; —y, —3y; =0, ikinci ve
liclinciisiinden y, — 5y3; = 0 denklemleri elde edilir. Son esitsizligi de dikkate aldigimizda
Y1 —y2—3y3=0
Y2 —5y3=0
yity2+ys =1
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denklem sistemi elde edilir. Elde edilen denklem sisteminin ¢dzlimiinden
= (Y1, Y2, V3) = (7 154 14) degeri yani II. oyuncunun optimal karma stratejisi elde

edilmis olur. Benzer bi¢cimde /I. oyuncu igin ifade edilen
n
LyX,Y)=-v+ /111(2 yi—1)
=1

Lagrange fonksiyonunu yazip gerekli islemleri yapacak olursak,

%— ov +A;=—(x;+2x, +2x3)+ ;=0
oy, 6 V1

aL” ov +A;=—CBx;+2x, +x3)+ 1, =0
63’2 63’2

Oy __0v + Ay =—(4x + %, +6x3) + A; =0
63’3 63’3

oL,

a_zl=x1+x2+X3_1=O

denklem sistemi elde edilir. Esitliklerin ilk ikisinden 2x; —x3 =0, ikinci ve

igtinciisiinden x; — x, + 5x3 = 0 denklemleri elde edilir. Son esitsizligi de dikkate

aldigimizda
2x1 —x3=0
Xy —%X;+5x3=0
X1 +x, +x3=1
denklem sistemi elde edilir. Bulunan bu denklem sisteminin ¢dziimiinden /. oyuncunun

1 11 2

optimal karma stratejisi X = (xq, x5, x3) = (ﬁ ‘T2’ ﬁ) olarak bulunur.

8

14

o in (345
v= ~\12 12 14 14
2 1 6/}

14

1 3 4
ifadesinden oyun degeri v = % olur. Dolayistyla getiri matrisi A = (2 2 1) olan
2 1 6

1 11 2 8 5 1

e _ (1 11 2\ (8 5 1) 27 -
oyunun ¢oziimii (X,Y,v) = ((14, e 14) , (14, e 14) , 14) olarak elde edilir.
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4.7. Simetrik Oyunlar
Simetrik oyunlar, getiri matrisinin karakteristik Ozellikleri kullanilarak ortaya
¢ikmig bir oyun tiiriidiir.
Getiri matrisi ters (anti) simetrik matris olan, yani A = —AT esitligini saglayan,
matris oyunlarina simetrik oyunlar denir (Barron, 2008).
Teorem 4.7.1. Simetrik matris oyunlarmin oyun degeri sifirdir. Ustelik I. oyuncunun
karma optimal stratejisi X*, I1. oyuncununda karma optimal stratejisidir.
Ispat. X, I. oyuncunun keyfi karma stratejisi olsun. Bu durumda
h(X,X) = XAX" ﬁ h(X,X) = X(—AT)XT = —XATXT

— —(XATXT)T
= —XAXT
= —h(X,X)

bulunur. Yani h(X,X) = 0 olur.

(X*,Y*) verilen oyunun karma stratejiler sinifinda bir denge noktasi olsun. Bu
durumda VX € S,, ve VY € §,, icin

h(X,Y") < h(X*,Y") < h(X",Y)
dir. Keyfi X € S,, ve Y € S,,, karma stratejileri igin

h(X,Y) = XAYT ﬁ h(X,Y) = X(=AT)YT = —XxATYT

— —(XATYT)T
= —-YAXT
= —h(Y,X)

dir. Dolayisiyla h(X,Y) = —h(Y, X) olur. Elde edilen bu esitligi gz oniinde bulundurup
denge noktasi tanimin1 dikkate alinirsa,
h(X,Y*) = —h(Y*,X) < h(X*,Y*) = —=h(Y*,X*) < h(X*,Y) = —h(Y, X")
= —h(Y*,X) < —h(Y*,X*) < —h(Y,X")
= h(Y,X*) < h(Y*,X*) < h(Y*,X)

olur. Denge noktasi tanimina gore elde edilen son ifade, Y™ in I. oyuncunun optimal karma
stratejisi oldugunu ve X* 1n da I1. oyuncunun optimal karma stratejisi oldugunu gosterir.
Keyfi X € S, ve Y € S,,, karma stratejileri i¢in h(X,Y) = —h(Y,X) oldugundan X*,Y*

optimal stratejileri igin de
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h(X*,Y*) = —h(Y", X™)
yazilabilir. X*, Y™ optimal strateji olduklarindan
h(X* Y )=vveh(Y' ,X*)=v
dir. Dolayisiyla h(X*,Y*) = —h(Y*, X*) > v=—-v = v = 0olur
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BOLUM 5
ARALIK MATRIS OYUNLARI

Bu boliimde klasik matris oyunlarinda getiri matrisi yerine elemanlar1 araliklar olan
matrisler alinmistir. Aralik matrisleri ile ilgili tanim, teorem ve kavramlar (Ganesan, 2007;
Moore, 1979; Nirmala ve Ark., 2011; Sengupta ve Pal, 1997, 2000, 2001) ¢alismalarinda
ve aralik matris oyunlari ile ilgili tanim, teorem ve kavramlar (Collins ve Hu, 2008; Nayak
ve Pal; 2006, 2009; Hu ve ark., 2008) ¢alismalarinda detayli bigimde yer almaktadir.

5.1. Aralik Sayilar

Aralik sayilari reel sayilarin bir alt kiimesidir ve

A=la,ag]l ={x €Ria, <x < ag}
bi¢giminde gosterilir. Burada a;,az€R ve a; < ap dir. Eger a; = ap ise bu taktir de
A = [a, a] bir reel sayidir. Aralik sayilari i¢in orta nokta ve genislik kavramlar1 asagidaki

bicimde tanimlanmustir.

m(4) = % w(d) = F

Aralik sayilarinda temel aritmetik islemler asagidaki bi¢imde tanimlanir;
oe{+,-,*,%} reel sayilar iizerinde bir ikili islem olsun. Bu takdirde
AoB={aob:a€Abe€B}
kapal1 araliklarin kiimesi iizerinde bir ikili islem tanimlar.
A = [a;, ag] ve B = [b;, bg] iki aralik sayisi ve a € A, b € B olsun. Bu taktirde iki
aralik sayis1 arasindaki temel aritmetik islemler asagidaki bicimde verilir.
a€A=a,<a<ar ve b€B = b, <b < by yazilir. Esitsizlikler taraf tarafa
toplanirsa
a,+b,<a+b<ag+bg=a+bE€]|[a,+b,ar+ bg]
elde edilir. Dolayisiyla
A+ B =[a,+ by, ag + bg]
olarak elde edilmis olur.
a€EA=>q, <a<ag Ve bEB=b <b<by = -byg<-b<-b, dir.
Buradan a; — by <a—b < ar — by olur. Yania — b € [a; — bg,ag — b, ] dir. O halde
A—B = [a;, — bg,ag — b;]

AB = [minS, maxS],S = {a, b, a,bg, agb;, agbgr}
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§= A.(1/B), (B # 0) bigiminde tanimlanir. %— {b: (—) € B} = [b— bi] olmak

1

. A 1 1 . (ap ap ar a a;, a; ar a
iizere _=A_( ) [aL,aR][ ]_ [mm{_L,_L,_R,_R},ma {_L & ar _R]
B B br’ by br’ b’ br’ by br’ by’ br’ by

a € Rigin ad = ala;, ag] = {Z{Z;Z’j: Z i g

Ornek 5.1.1. A =[1,2] ve B = [4,7] aralik sayilar icin temel aritmetik islemleri
uygulayalim.

A+B=la,+by,ag+Dbg]l =[1+42+7]=1[509]

A—B=la, —bg,agr—b ] =[1-72—-4] =[-6,-2]

AB = [min{4,7,8,14}, max{4,7,8,14}] = [4,14]
§= A'(zla) [1,2] [7 4] - [%’%]

Onerme 5.1.2. A = [a;, ag] ve B = [b,, bg] iki aralik sayis1 olmak iizere
(i) m(A + B) = m(A) + m(B)
(i) m(A — B) = m(A) — m(B)
(i w(A+B) =w(A—B) =w(A) + w(B)

ispat. w(4 — B) = w([a, — bg, ag — b,]) = (aR—bL);(aL—bR)

_ Ar-aL + br—by

> = w(A) +w(B)
5.2. Aralik Sayilarinin Siralanmasi
Aralik matris oyunlarinda araliklarin hangisinin daha biiyiik oldugu, daha net bir
ifadeyle iki araligin siralanmasi 6nemli bir kavramdir. Moore (1979) da iki siralama
bagintisindan bahsetmigstir. Bunlardan ilki, reel sayilardaki “<” bagintisinin
genellestirilmesi olan
A<B&ag<b,
bagintisidir. Digeri de kiimelerde ki kapsama bagintisinin genellestirilmesi olan
ASB&Sa,=b veay < by
bagintisidir. Verilen bu iki baginti aralik sayilarim1 tam olarak siralamazlar. Soyle ki
verilen iki aralik sayisi ayrik ise o zaman ilk bagintiya gore siralama yapilabilir. Ancak
verilen aralik sayilar1 ayrik degil ise bu takdirde bu bagintilardan ikinci verilen araliklar
deger anlaminda siralamaz. Ayrik olmayan keyfi iki aralik sayisinin siralanmasi Fuzzy
mantig1 ile karsimiza ¢ikmaktadir. Bu problem ile matris oyunlarinin ¢oziimleri veya
¢Ozlim yontemleri Fuzzy matris oyunlar1 diye yeniden incelenmistir. Daha 6nce bununla
ilgili Ishibuchi ve Tanaka (1990) farkli iki kismi siralama bagintisi tanimlamislardir.

Bunlardan ilki,

58



BOLUM 5 — ARALIK MATRIS OYUNLARI Avykut OR

A<rBe A<,z BveA+B

A< prBea, <b veap < by
Diger

A <,» B m(A) <m(B)vew(4) = w(B)

A<zwBe AL,,BveA+B
bagintisidir. Bu her iki bagintida kismi siralama bagintisidir. Bunlarin yanisira, Sengupta
ve ark. (2001), Sengupta ve Pal (1997, 2009) da aralik sayilarinin biyiiklik kiigtikliik
acisindan karsilastirilmasiyla ilgili olarak uygunluk fonksiyonu kavramini ortaya

¢ikarmiglardir. Yapilan ¢alismaya gore uygunluk fonksiyonu

m(B)—-m(4)
w(A)+w(B)’

¢:1x 1 [0,00)ve p(A < B) = w(A) +w(B) # 0

bi¢iminde tanimlanmaktadir.
m(B) = m(A) igin ¢(A < B) sayisi, B nin A dan biiyiikliigiiniin derecesi olarak
tanimlanir. ¢ nin tanimindan,;

0 m(4) = m(4)
Pp(A<B)=:¢>0,<1 m(A) <m(B)veay > b,
>1 m(A) <m(B)veai < b,

yazilir. Eger,
1.  ¢(A < B) = 0 ise kesinlikle A nin B den kiigiik oldugu séylenemez.
2. 0<¢p(A<B)<1iseA,Bden0ve l arasinda bir derece ile kiigiiktiir.
3. ¢(A<B) =1 ise A, B den kiigiiktiir.
Ornek 5.2.1. A = [-5,—3] ve B = [2,6] araliklar igin;

m(A) — aL-ZFaR — —5+2(—3) — —4 , W(A) — aR;aL — —3—2(—5) =1

byp+b 2+6 br—b 6—2
m(B)=%=T=4,W(B)=%=T=2

m(B)-m(4) _ 4—(-4) 8

oldugu goz 6niine alinirsa, $(A < B) = > 1 dolayisiyla A, B den

w+w(B) 142 3
kiigtiktiir.
Ornek 5.2.2. A = [2,8] ve B = [1,15] araliklar igin
¢(4 < B) ="BA _ 3 ¢ (1)

w(d+w(B) ~ 10

dolayisyla A, B den 0,3 derecesiyle kiigtiktiir.

5.3. Arahk Matrisi
Aralik matrisleri, klasik matriste elemanlarin yerine araliklarin alinmasiyla elde

edilen Ozel bir matris turidir.
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Gi1 - Gim
G=|- - :(Gij)lsisn,lstm
Gn1 * Gnm

burada G;; ler birer araliktir. Aralik sayilarinda oldugu gibi aralik matrislerinde de genislik

ve orta nokta kavramlarindan bahsedilir.

Gy - Gy [ai11,b11]  [@12,b12] = [@im) biml]

G = [ m] — [az1,b21]  [@z2,b22] - [@2m) boml]
G e G : : :

m " any bual  [@Gmzbmz] (G ]

Bi¢iminde verilmis olan bir aralik matrisi i¢in m(G), w(G) kavramlar1 asagidaki bigimde
tanimlanmastir.

m(Gy) - m(Gyp) w(Gyy) - w(Gip)

m(G) = [ w(G) = [

m(Gp1) - m(Gpm) w(Gn1) - wW(Gnm)
Not 5.3.1. G, P € R™™ olsun. m(G) = m(P) ise G ve P matrisleri denktir denir ve
G = P bi¢iminde gosterilir. Eger 6zel olarak
m(G) = m(P) ve w(G) = w(P)
sartlar1 saglaniyorsa bu taktirde G matrisi P matrisine esitttir denir ve G = P ile gosterilir.
Not 5.3.2. m(G) = 0 ise bu taktirde G matrisine sifir aralik matrisi denir ve 0 ile

gosterilir. Ozel olarak eger m(G) = 0 ve w(G) = 0 ise bu taktirde sifir aralik matrisi

[0,0] [0,0] - [0,0]
[0,0] [0,0] - [0,0]
[0,0] [00] - [00]

bi¢iminde ifade edilir.
Not 5.3.3. Eger m(G) = I ise bu taktride G matrisine birim aralik matrisi denir ve [

ile gosterilir. Ozel olarak eger m(G) = I ve w(G) = 0 ise bu taktirde birim aralik matrisi

[1,1] [0,0] - [0,0]
[0,0] [1,1] - [0,0]
0,0] [00] - [11]

bi¢iminde ifade edilir.
Onerme 5.3.4. G, P € R™" olsun. Bu taktirde,
(i) m(G + P) = m(G) + m(P)
(i) w(G — P) =w(G) + w(P)
(iii) m(GP) = m(G)m(P)
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Aralik sayilarinda oldugu gibi aralik matrislerinde de temel artimetik iglemler
asagidaki bigimde tanimlanir:

G,P € R™"ve X = (Xy,X3, ..., X,,) bir aralik vektorii olmak tizere

G+ P = (Gij + Pij)icizn, 1<j<m

GP = (Xk=1GixPrj)1=izn, 1=jsm

n
GX = (z GijX)1<i<n
=

islemleri tanimlanir.
Not 5.3.5. Aralik matrislerinin determinantlar1 da bilinen klasik matris determinanti
gibi hesaplanir. Ancak aralik matrisinin determinant sonucu yine bir aralik sayisidir.
detG = |G| = X G;;Gy;
G; ; ler G;; lerin kKofaktorleridir
[1, [-2,4] [-3,-2]

1,2]
Ornek 5.3.6. G = | [3,8] [4,2] [5,7] | olmak iizere;
[-1,5] [-22] [1,6]

o= |42 BT BB ST gy B8] 187
detc =161=12l 221 571172 -5 el T A e
= [—24,76] — [-128,210] + [—165,96]
= [-369,300]
olarak elde edilir.
Gi1 - Gin
Tamm 53.7.G = -+ -+ - | = (Gjj)1<;,j<n (bUrada G;; ler birer araliktir) kare
Gn1 - Gpn

aralik matrisi ve X = (Xy,X,, ..., X;;) bir aralik vektorii olsun. G tersinir ise GX =1 ve

XG =1 denklemlerinin ortak ¢oziimii G aralik matrisinin tersi olarak adlandirilir ve
adjG

-1 __
G = G|

ile gosterilir.

5.4. Arahik Matris Oyunlari
Aralik matris oyunlar1 elemanlar1 araliklar olan getiri matrisi ile ifade edilmektedir..

Aralik matris oyunlarinda getiri matrisi girdileri aralik sayilar1 olan

Gy - Gy [ai11,b11]  [@12,b12] [@1mo Dim]

G = [ m] — [az1,b21]  [az2,b22] =+ [@2m, bam]
G G : : :

m nm [anlf bnl] [amZ’ bmz] [anm’ bnm]
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matrisi ile verilir. I. oyuncu karimi maksimallestirmeye II. Oyuncu zararmi (kaybini)
minimallestrimeye ¢alismaktadir. I. oyuncu i. piir stratejisini, /1. oyuncu j. piir stratejisini

sectiginde 1. oyuncu [ai j» b j] miktar 6deme (kazanc) elde eder.

Tamm 5.4.1. V é{[aij,bij]} A x{[aij,bij]} minimakslar1 var ve esit ise yani
J Ji

e
i

¥ (}{[aijrbij]} =4 \_YJ{[aij'bij]} = [a,j, bi.j.]
L ] J 1A

ise bu taktride (i,, j,) durumunda aralik matris oyununun piir stratejiler sinifinda bir denge
noktast vardrr iistelik [a; ;,, b;, ;] ifadesine de oyun degeri denir.

A ve B iki aralik sayisi olmak tizere A ve B aralik sayilarinin maksimumu AVB ile
minimumu A A B ile ifade edilmistir.

Ornek 5.4.2. Getiri matrisi

-2, 1

olan aralik matris oyunununun denge noktasinin varligini aragtiralim.

V4 Alai bis]} ¢ = (1,31 = A{ v {[aij, bis])
Al N

jli
oldugundan (I, I1;) durumunda ortaya ¢ikan [1,3] bir denge noktasidir. Yani s6z konusu

aralik matris oyununun oyun degeridir.

Gy - Gy [a11,b14] (@12, b12] = [@in b1n]

G = [ n [az1, b21] [az2, bys] < [agn, ban]
G e G : : :

m m [aml' bml] [amz' bmz] [amn' bmn]

getiri matrisi ile verilmis aralik matris oyununda I. ve II. oyuncunun karma stratejileri

kiimeleri sirasiyla

n
S = {(xl,xz, v Xp) ERY:x; >0, i=1.2,..,n, Z X; = 1}
i=1

m
S = {m,yz, ) €W 20, J=12em )y 1}
]:

bigiminde gosterilmektedir.
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X, 1. oyuncunun karma stratejisi ve Y,II. oyuncunun karma stratejisi olmak tizere
eger oyuncular s6z konusu karma stratejileri ile oynadiginda yada bu karma stratejilerini

sectiklerinde I. oyuncu i¢in beklenen deger

m n
h(X, Y) = XGYT = Zz X; [aij, bl]]yj
i=1 j=1

bi¢iminde ifade edilir.

yM = \/ /\ h(X,Y)

X€ES;YES

VM = /\ \/h(X,Y)

YES; XES;

ifadeleri sirastyla nxm-lik aralik matris oyununun alt degeri ve {ist degerini gostermektedir.

VM = Véw = v olan degere de oyun degeri denir.

[@11,b11] [a12, b13] = [a1n, b1nl
Teorem5.43. G = [az1,b21]  [@z2,b22] - [G2n, b2n]
[aml' bml] [amz' bmz] o [amn: bmn]

getiri matrisi ile verilen oyunda

\/ /\ h(X,Y) ve /\ \/ h(X,Y)

XES| YES] YES XES|

ifadeleri vardir ve birbirine esittir.

Tamm 5.4.4.
/\ h(X®,Y) = \/ /\ h(X,Y) = v
YES| XES|YES

olacak bi¢cimdeki X* € S; stratejisine /. oyuncunun optimal stratejisi

\/ h(X,Y") = /\ \/ h(X,Y) = v

XES;y YES| XES]
olacak bi¢imdeki Y* € §;; stratejisine ise /1. oyuncunun optimal stratejisi denir.

Tammm 5.4.5. X* € S;, I. oyuncunun optimal stratejisi, Y* € S;; , 1I. oyuncunun
optimal stratejisi ve v oyunun degeri olmak iizere (X*, Y™, v) lgliisiine aralik matris
oyununun ¢oziimii denir.

5.5. Aralik Matris Oyunlarinda Grafik Yontem

Getiri matrisi 2xn lik

[ai11,b11] [@12,b12] < [Q1n Dinl

G =
[az1,b21] [@22,b22] ++  [@zn b2n]
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bi¢iminde denge noktasi olmayan bir aralik matris oyununu alalim. Kabul edelim ki G
aralik matrisinin tim elemanlarinin uzunluklar1 ayni olsun. Yani, b;; = a;; + u, 0 > 0 dir.
1. oyuncunun iki ve I1. oyuncunun n tane piir stratejisinin oldugu bu oyunda stratejilerden
hi¢ biri digerine baskin olmasm. I. oyuncunun iki tane piir stratejisi oldugundan karma
stratejisi X = (x, 1 — x) bi¢iminde olacaktir.

Teorem 55.1. G = [aij,bij] nxm-lik bir aralik matrisi ve (X*,Y*,v) {glisti bu
aralik matris oyununun bir ¢dziimii olsun. Oyuncularin piir stratejilerinin tiimii aktif strateji
ise bu taktirde,

(D) XA; =Yiix [aij,bij] =v,j=12,..,m

(@) A YT =Y bylyy =vi=12,..,n
dir.

Teorem 55.2. v, getiri matrisi G = ([ay;, by]),_, , njetz,.m Olan aralik matris

oyununun degeri olsun. Bu takdir de asagidaki esitlikler saglanir.

(D Aves;; Vxes, h(X,Y) = Aves; Vi=12,.nXAj, ] =12,..,m

(D) Vxes; Aves; h(X,Y) = Vxes, /\j=1,2,...,mAi.YT i=12,..,n

I. oyuncu X karma stratejisi ve II. oyuncu keyfi j piir stratejilerini segsinler bu
takdirde I. oyuncunun getirisi

a21, b21 [azz b22] - [@nn, bunl
= x[alj, blj] +(1- x)[azj, sz],j =12,..,n
= [ay; — byj, b1j — agj]x + [az), by j = 1,2, ..,m
bi¢iminde olacaktir.
Yi(x) = [alj — byj,byj — azj]x + [azj, sz],j =12,..,n
olarak gosterilsin. j nin her bir degerine karsilik ¥;(x) bir dogru ile ifade edilir. Bundan
dolay1 /1. oyuncunun her bir piir stratejisine bir dogru karsilik gelir. /1. oyuncu kaybini
minimallestirmek isteyeceginden
min ;(x)
J
degeri kayiplariin st sinir1 olacaktir. /1. oyuncunun her bir piir stratejisine karsilik gelen
Yi(x) = [alj — byj,byj — azj]x + [azj,sz],j =12,..,n
dogrulan ¢izildiginde
min ;(x)

J
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ifadesi farkli dogrularin birlesimlerinden olusacaktir.

I. oyuncu kazancinm1 maksimallestirmek i¢in max m'm Y;(x) kadar kazanci
x

garantiler. Teorem 5.5.2. den,

v = m;lx min Y;(x)
J

oldugundan, oyun degeri, ¥;(x),j = 1,2, ..., n ile ¢izilen dogrulardan olusan egrinin en iist
noktasi olur. Bu en {iist noktadaki degeri veren nokta x* olsun. Bu x* degeri i¢in I.
oyuncunun optimal karma stratejisi X* = (x*, 1 — x*) olur. Benzer bigimde /1. oyuncunun
optimal karma stratejisi bulunur.

Ornek 5.5.3. Getiri matrisi,

[—3,—1] [4,6] [1,3] [-6, —4]]
[6,8] [-7,—-5] [—2,0] [4,6]

biciminde verilen aralik matris oyununun ¢6ziimiinii grafik yontem uygulayarak

G =

belirleyiniz
Coziim.
laij, bij] = \/ ([-6,—4],[-7,-5]) = [-7,-5]
1=1,2 j=1,2,3,4 i=1,2
[aij, bij] = ([6,8],[4,6],[1,3],[4,6]) = [1,3]
j=1,2,3,41i=1,2 j=1,2,3

oldugunda verilen matris oyununun denge noktas1 yoktur.
I. oyuncu X karma stratejisi ve II. oyuncu keyfi j. piir stratejisini segsinler bu
takdirde I. oyuncunun getirisi

[4,6] [1,3] [—6,—4]

_ [-3,-1]
h(X'”f)‘(x'l_x)[ [68] [-7,—-5] [-2,0] [4,6]

bi¢iminde olacaktir. Buradan

171, Y1 (%) = [ay1 — ba1, b1 — azqlx + [azy, baq] = [-11,=7]x + [6,8]
172, Y2 (x) = [ayz — baz, b1z — azz]x + [az2, ba2] = [9,13]x + [-7, —5]
=3, ¥3(x) = [a1z — b2z, b1z — Azslx + [azs, bas] = [1,5]x + [-2,0]
74, Y4 (x) = [a14 — baa, b1y — a24]x + [az4, b2s] = [-12, —8]x + [4,6]
elde edilir.
min ;(x)
j=1234

ifadesi farkli dogrularin birlesimlerinden olusacaktir. II. oyuncunu piir stratejilerine

karsilik elde edilen dogrular ¢izildiginde asagidaki bicimde bir grafik olusur.
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Sekil 5. Ornek 5.5.3 iin grafik yontem ile ¢dziimii.

Yukarida bulunan dogrular ¢izildiginde, elde edilen dogrular ailesinin en iist noktas1 j = 2
ve j = 4 igin gizilen dogrularin kesisimlerinde olur. Bundan dolay1

Y,(x) =[9,13]x + [-7,—5] = [9x — 7,13x — 5]

Y, (x) =[—-12,-8]x + [4,6] = [-12x + 4, —8x + 6]
ifadelerinden 9x — 7 = -12x + 4 > x = % olur.

11 10

Dolayisiyla I. oyuncunun karma stratejisi X = (x,1 —x) = (Z’Z) olarak bulunur.

X = % degerini 1, (x) ifadesinde yerine yazdigimizda oyun degeri

-48 38
v=|—,=
21’21

dir.

Diger yandan, oyun degerinin bulunmasinda II. oyuncunun birinci ve iiglincii plir
stratejileri dikkate alinmamistir. Bu ise ikinci ve dordiincii plir stratejilerin aktif strateji
oldugu anlamma gelmektedir. Bundan dolayi, /1. oyuncunun optimal karma stratejisi
Y = (0,y,,0,y,) biciminde aranacaktir.

h(l,y) =v
esitliginden

[4,6] [-6,—4]][2
[-7,-5]  [4,6] ][§4]=v

olur. Buradan da /1. oyuncunun optimal karma stratejisi Y = (Og 0, %) olarak bulunur.
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5.6. Aralik Matris Oyunlarinda Determinant Yontemi
Getiri matrisi nxn lik determinant1 sifirdan farkli olan Klasik matris oyunlarinda

determinant yontemi incelenmisti. Bu kisimda klasik matris oyunlarinin yerine getiri
matrisi olarak aralik matrisi alinip, s6z konusu yontem aralik matris oyunlart igin
incelenmistir. Katsayilar matrisi aralik matrisi olan n bilinmeyenli n denklemden olusan bir

lineer denklem sistemini géz oniine alarak determinant metodunu uygulayalim.

[ai1, b11]X1 + [a12, b12]X + -+ + [A49, b1n] Xy = By

[az1, b211X1 + [az2, ba2] Xy + -+ + [agn, bonlXy = B,

[an1: bnl]Xl + [aan an]XZ + et [ann' bnn]Xn = B,

denklem sistemini diigiinelim.
Teorem 5.6.1. G, nxn bigiminde bir aralik matrisi ve GX = B lineer denklem sistemi
verilsin. G aralik matrisi tersinir ise bu denklemin bir tek ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziim

detG;
detG

1<i<nicn, x; =

olarak bulunur. Burada G;, G nin i. siitunu ¢ikarilip onun yerine B = (B, By, ..., By)

vektori konulmasi ile elde edilen aralik matrisidir.

ispat.
[ai1,b11]  [a@i2,b12] -+ [@1n, D1n]
G = [a21,.b21] [azzi by] [aan.bZn]
[anl' bnl] [anZ' bnz] [ann' bnn]

matrisi tersinir bir aralik matrisi olsun. GX = B denkleminin her iki yam G ! ile garpilirsa,

bu taktirde

GlGX=G'B=>IX=G"'B=>X=G6"'B=—/(adjG)B
detG J

elde edilir. Yani,

X1 [611 Goq Gnl] By
X2 - 1 [612 Ga2 ~nz‘ B,
: detG| : : :
Xn Gln GZn 5nn By
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[61131 G21B; Gnan]
__1 16,,B, GyB, Gn2By
detGl : : o J
GlnBl GZnBZ Gnan

X1 (61131 + Go1By + -+ Gn1 By)

dtG

XZ de tG((;lZBl + GZZBZ + -+ GnZBn)

n d tG(GlnBl + GZnBZ + et Gnan)

olarak bulunur. Parantez igindeki ifadeler G matrisinde keyfi j. siitun yerine B vektori

konulmasiyla elde edilen matrisin determinantina esittir. Dolayisiyla;

__ detGy __ detG; __ detGy
17 detc' 27 detc’ 7'M T dete

olarak ifade edilir.
Sonug olarak katsayilar matrisi aralik matrisi olan GX = B seklinde bir lineer

denklem sistemi i¢inde determinant yontemi ile ¢oziimden bahsedilebilmektedir

Yukaridaki teorem yardimiyla getiri matrisi

[ai1,b11]  [a@12,b12] -+ [@1n, D1n]
G = [az1,b21]  [@22,b22] - [G2n ban]
[anl' bnl] [anZ' bnz] [ann' bnn]

bi¢ciminde verilen aralik matris oyununu diisiinelim. I. oyuncu X optimal karma stratejisi

ile I1. oyuncu keyfi j. piir stratejisi ile oynasin. Bu durumda I. oyuncunun getirisi

m
h(X:j) = ZXiGij, ] =12,..,n
i=1

olur. Dolayisiyla; yukaridaki esitlikten
[a11, b11]X1 + [a21, b21]Xo + -+ + [@ng, brg | X = v

[@12,b12]1X1 + [z, b22] X, + - + [An, bpp] Xy = v
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[aln' bln]Xl + [aZn: bZn]XZ + et [ann' bnn]Xn =v

denklem sistemi olusturulur. Teorem 5.6.1. yardimiyla

detGy detG, detGy
X1 = y Ap = 5 oA =
detG detG detG

biciminde bulunabilir. Bu nedenle;

v [aiz,b12] 0 [@1n bind
_dete _ 1 (v [az,by] v [@an Dol
1 detG detG : : . :
v [aan bnz] [ann' bnn]
[1L1] [aizbi2] - [@in binl
— v [111] [azz,‘bzz] [aZn;.bzn] — Ldeth
detG : : oo : detG
[1'1] [anZJ bnz] [ann' bnn]
[ai1,b11] v [@1n, b1n]
_detG, _ 1 |[azy,ban] v - [Agn, b2n]
27 detG  detG : : :
[anl' bnl] v [annr bnn]
a1, b11] [1,1] - [G1n b1al
Vv |lazi,b21] [1,1] - [azn, ban] v *
= — = detG
detG P : detG “°2
[anl' bnl] [1'1] [ann' bnn]
benzer bigimde devam edildiginde
[a11,b11] [a12,b12] -+ v
x, = detén _ 1 [az1,b21] [azz, b2] =+ v
n detG  detG : :
[anlf bnl] [aan bnz] v
[ai11,b11] [a@12,b12] -+ [11]
UV |laz1,b21]  [azz,be2] - [L1] *
= — = detG
detG : : : detG J¢H0m
[anlt bnl] [anZ: an] [1'1]

olur. X = (X3, X5, ..., X;,) karma strateji oldugundan, karma strateji tanimi geregi
n

x; =1

i=1

dir. Dolay1siyla;

69



BOLUM 5 — ARALIK MATRIS OYUNLARI Avykut OR

1=X;+X, + -+ X, =——detG; + ——=detG; + -+ ——=detG,

detG detG detG
= M (detG; + detG; + - + detGy)

olur. Yani,

_ detG
~ detG; + detG; + -+ + detG},

olarak bulunur. X; = ﬁdet(;i* ,i =1,2,...,n oldugundan dolay1 X = (Xy,X,,...,X,,)

karma stratejisi

B detG;
%= detG; + detG; + - + detG;:
detG;
detG; + detG; + --- + detGj,

X2=

detGﬁ
detGy + detG, + --- + detGy,

n=

bi¢iminde bulunur. Benzer bigimde II. oyuncunun Y = (Y,Y,,...,Y,) optimal karma
stratejisi bulunur.

5.7. Aralik Matris Oyunlarinda Lagrange Yontemi

Lagrange yontemi ile matris oyunlarmin ¢6ziimlerinden onceki bdoliimde
bahsedilmisti. Bu kisimda, onceki boliimdekinden farkli olarak getiri matrisi aralik matrisi
alinacaktir. Lagrange fonksiyonu bir amag ve kisitlayici fonksiyon ile

L(xq, %5, o, X, A) = f(xq, Xg, oo X)) + A(c — g (X1, X3, oor)y X))
bigiminde yazilabilir. Getiri matrisi

[ai1,b11]  [a@i2,b12] =+ [@1n, D1n]
G = [az1,b21]  [@22,b22] - [G2n ban]
[anl' bnl] [anZ' bnz] [ann' bnn]

olan bir aralik matris oyununda, I. oyuncunun X = (xq,x,...,X,) Ve II. oyuncunun

Y =Y}, Y,, ..., Y,) optimal karma stratejileri icin oyun degerinin

n n
v=nh(XY) =XGYT = Z Z xi[aij' bij]yj

i=1 j=1
oldugunu biliyoruz. Matris oyunlarinda oyuncularin amact her kosul altinda getirilerini

maksimum yapmak oldugundan Lagrange fonksiyonundaki amag fonksiyonu olarak

= le al}' I.j

i=1j=1
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oyun degerini ve kisit fonksiyonu olarakta,

n

ZXL- =1
i=1

n
et
=1

ifadeleri diislintiliirse /. ve I1. oyuncu i¢in Lagrange fonksiyonlari sirasiyla

n
LI(X, Y) =V +/11(le: - 1)
i=1

n
LpyX,Y)=—-v+ /111(2 Vi — 1)
j=1

bi¢iminde ifade edilir.

6L,_6v+/1_0
Ox; 0xy =
6L,_6v+/1_0
ax, 0x, =
dL;  dv 1=0
dx, 0x, =
oL, ~
n_ 1=
PR
j=1

biciminde katsayilar matrisi aralik matrisi olan bir lineer denklem sistemi elde edilir. S6z
konusu lineer denklem sistemi ¢oziimi i¢in Bolim 5.6 da gordigiimiiz Determinant
yontemi yardimiyla elde edilen lineer denklem sistemi c¢oziildiigiinde 1. oyuncunun
optimal karma Y = (y;,¥,, ..., V) stratejisi ve oyun degeri bulunur. Benzer bigimde I.

oyuncunun optimal karma X = (x;, x5, ..., x,,) stratejisi i¢in

dLy  0Ov =0
0y, 0y, "
oy, ay, T
oLy ov 41 0
Oyn Oy T
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n

aL, z 1=0
o T =

i=1
bicimindeki lineer denklem sisteminin ¢oziimiiniin bulunmasi yeterli olacaktir.

5.8. Aralik Matris Oyunlarinda Ters Matris Yontemi

Bu kisim da matris oyunlarinin ¢6ziim yontemlerinden biri olan ters matris yontemi,
aralik matris oyunlari i¢inde incelenmistir. Ters matris yontemi oyuncularin aktif

stratejileri i¢in gecerlidir.

Getiri matrisi
Gyy G, [ai11,b11]  [@12,b12] = [@in binl
G = [ n] _ [laz1, b21]  [az2,b22] -+ [Gzn, ban]
G - G : : :
m " [anl' bnl] [anz' bnz] o [amn' bmn]

ile verilmis aralik matris oyununu goz Oniine alalim. G tersinir bir aralik matrisi olsun. 1.
oyuncu keyfi i.pilr stratejisi ile, II. oyuncu keyfi Y = (y4,¥y2, ..., ¥,) optimal karma
stratejisiyle oynasimn. Bu durumda, v oyun degeri olmak iizere I. oyuncunun beklenen

getirisii = 1,2, ..., n i¢in

n

Z[au, bl y; =v

j=1
bi¢imindedir. S6z konusu ifade

[ai1,b11]y1 + [a12, b12lys + - + [@10, bip]yn = ¥

[az1, ba1lys + [az2, bazlys + - + [a2n, bon]yn = v

[anl' bnl]yl + [anz' bnz])’z + et [ann' bnn]yn =v

biciminde bir denklem sistemi olarak yazilir. Bu denklem sistemini, Y = (yq, 5, -, Vn),

J =(1,1],[1,1], ..., [1,1]) olmak iizere matris formunda yazilirsa

[a11,b11]  [@12,b12] - [@1n bin]
[az1;:bz1] [azz,:bzz] a2n' b2n : — GYT = V(/T)nm (5.1)
[anll bnl] [anZ' bnz] amn'

biciminde elde edilir. G tersinir oldugundan G"1 vardir. Bundan dolayi (5.1) esitligi soldan
G~ ile garpilirsa

GLGY) =6¢"WT = (G e)YT =6 = YT =6 1yT dir. Yani,

YT =6 1y7 (5.2)
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esitligi elde edilir. v oyun degeri biliniyorsa son esitlikten /1. oyuncunun optimal karma
stratejisi, Y = (y4,¥,, ...,¥,) bulunur. Buradan v oyun degerini belirleyelim.

Y = (y1,¥2, ..., ¥n) optimal karma strateji oldugundan

n
51
j=1

dir. Dolayisiyla

Y1
my=1= (1. D2 | = Wt =1 (5.3)
Yn
olarak ifade edilebilir. (5.2) esitligi soldan (1), ile carpilirsa
(DixnY” = (D 1xnG10)" (5.4)

olur. (5.3) esitligini (5.4) esitliginde yerine yazildiginda
1= DG 0" = v(D)1nG )"
olur. (5.1) esitliginden v # 0 dir. Bundan dolayr son esitlikten (1)1,,G 1vJT degeri
sifirdan farkli bulunmusg olur. Dolayistyla v oyun degeri
1
O
olarak bulunur. Son esitlikte elde edilen v oyun degerini (5.2) esitliginde yerine

v

yazdigimizda I1. oyuncunun optimal karma stratejisi
~ G—l]T
e Y
olarak bulunur.
Simdi benzer bigimde I. oyuncunun optimal stratejisini belirleyelim. I. oyuncu
X = (x4, Xy, ..., xy) Optimal karma stratejisiyle, I1. oyuncu keyfi j piir stratejisi ile oynasin.
Bu durumda, v oyun degeri olmak {izere I. oyuncunun beklenen kazancinin (getirisinin)

j=12,..,ni¢in

n

in [al-j, bl]] =V

j=1
olur. Dolayisiyla elde edilen bu ifade n bilinmeyenli n denklemden olusan bir sistemdir. Bu

sistemi matris formunda yazdigimizda
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[ai11,b11] [@12,b12] - [@in binl

(g Xy wor X)) [az21,b21]  [@22,b22] - [@2n, ban] = (W,v,..,v)
[anlf bnl] [anz» bnz] [amn' bmn]
= XG =v]

olarak ifade edilir. G tersinir oldugundan, son esitligi sagdan G~! ile carparsak,
(XG)G*=v]G™* = X = vJG~* olur. Yani,

X =vJG™! (5.5)
dir. v oyun degeri bilinirse I. oyuncunu optimal karma X = (x, x5, ..., x,) stratejisini
belirlenmesi kolay olacaktir. Bu nedenle v degerini belirleyelim. X karma strateji

oldugundan karma strateji 6zelligi geregi

n

in:].

i=1
dir. Dolayisiyla
1
1= (2 o %) | = XAy = XAy = 1
1
olur. (5.5) esitligi (17),,, ile carpilirsa,
XA =67 AN
esitligi elde edilir. X(17),,; =1 oldugundan ve JG~1(17),,, ifadesi sifirdan farkl
oldugu i¢in v oyun degeri
_ 1
G (A
olarak elde edilir. Elde edilen v degeri (5.5) te yerine yazilirsa I. oyuncunun optimal karma

v

stratejisi X = (xq, x5, ..., X,) asagidaki bi¢cimde olur;
1

=T an.,

JG™1
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BOLUM 6
SONSUZ MATRIS OYUNLARI

6.1. Sonsuz Matris Oyunlari

Bu boliime kadar matris oyunlarinda her iki oyuncunun da stratejileri kiimeleri sonlu
kiimelerdi. Bu kisimda oyuncularin strateji kiimelerinin sonsuz oldugu durumlarda matris
oyunlarinin 6zellikleri incelenecektir. Oyuncularin her ikisinin strateji kiimelerinin sonsuz
oldugu oyunlara sonsuz matris oyunlari, herhangi bir oyuncunun strateji kiimesinin sonlu
digerinin sonsuz oldugu durumlarda ki oyunlara da yari sonsuz matris oyunlari olarak
denilmektedir (Tijs, 1977).

Sonsuz matris oyunlarinin degerleri iizerine literatiirde galismalar mevcuttur. Iki
kisili sifir toplamli kooperatif olmayan oyunlar, oyun teorisinin baslangicindan beri
calisilmaktadir. Superior ve inferior degerleri birbirine esit oldugu zaman oyunun degeri
vardir. Bilindigi gibi sonlu matris oyunlarinda karma stratejiler sinifinda her zaman
oyunun ¢6ziimii vardir. Ancak sonsuz matris oyunlarinda karisik stratejilerde boyle bir
genelleme yapilamamaktadir. Marchi (1967) de sonsuz matris oyunlarinin oyun degerine
sahip olmasi igin gerek ve yeter sart bulunmasi i¢in bazi arastirmalarda bulunmustur.

Tijs (1977), Gomez (1988), Cegielski (1991) ve Naya (1996,1998) tarafindan yapilan
caligmalarda iki kisili sifir toplamli sonsuz matris oyunlarmin degerleri ile ilgili bazi
sonuglar elde edilmistir.

Sonsuz matris oyunlarinda da tipki sonlu matris oyunlarinda oldugu gibi oyuncularin
optimal davraniglart maksmin prensibine gore sekillenmektedir. Piir stratejilerde
oyuncularin davraniglar1 aynidir. Yani /. oyuncu i., II. oyuncu j. piir stratejisini sectiginde
I1. oyuncunun I. oyuncuya ddeyecegi miktar ya da I. oyuncunun kazanci a;; kadar olur.

Sonlu matris oyunlarda oldugu gibi, sonsuz matris oyunlarinda da oyuncun piir
stratejilerde bir denge noktasi s6z konusu olmayabilir. Bu gibi durumlarda oyuncular
mevcut plr stratejilerini farkli olasiliklarda kullanarak karma stratejilerini olustururlar.

Getiri matrisinin sonsuz oldugu matris oyunlarinda /. oyuncunun karma stratejisi

(xq, %2, .0)
dizisi ile ifade edilecektir. Ustelik s6z konusu karma strateji sonlu matris oyununda oldugu
gibi

inzl’ xiZO, Vl=1,2,

i=1
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sartlarin1 da saglayacaktir. Dolayisiyla sonsuz matris oyunlarinda oyuncularin karma

stratejilerinin kiimesi,

S={xe€ RN:in =1,x; > 0,Vi € N}
i=1

bi¢iminde tanimlanir (Li ve ark., 2010). I. oyuncunun ve II. oyuncunun piir stratejilerinin
kiimesi sirastyla S ve T ile gosterilsin.

Sonlu matris oyunlarinda oyuncularin karma stratejilerinin kiimeleri sirasiyla

Sp={X =01, %0, 0, xp) :Vi=12,...,niginx; =0ve Y x; = 1}

Sm={Y =01V Ym) Vi =12,..,miginy; > 0ve 37, y; = 1}
ile gosterilmistir. S,, X S, Uzerinde tammli h(X,Y) getiri fonksiyonu I. oyuncunun
getirisini gosterdigi 3. Boliimde belirtilmistir. Ayrica Teorem 3.2.2 de bu kiimelerin
kompakt ve konveks oldugu ifade edilmistir. Sonlu matris oyunlarinda karma strateji
kiimelerinin s6z konusu 6zellikleri sonsuz matris oyunlarina taginamamaktadir.

Sonsuz matris oyunlarinda

S={xeRV:Y2, x;,=1,x; =0,Vi € N}
oyuncularin karma stratejilerinin kiimesi olmak tizere S X S kiimesi konveks bir kiime
ancak kompakt bir kiime degildir. Bundan dolay1 sonlu matris oyunlarnda gegerli olan Von
Neumann teoremi sonsuz matris oyunlarinda gegerli degildir. Literetiirde mevcut olan
caligmalar bu kisim ile ilgilidir. Tijs (1977), Gomez (1988), Cegielski (1991) ve Naya
(1996,1998) vs. oyun degerinin varligi ile ilgili ¢alismalar yapmusglardir.

I. oyuncu X karma stratejisi II. oyuncu Y karma stratejisi ile oynadiginda I.
oyuncunun getirisi (kazanci)

h(X,Y) = XAYT,V(X,Y) ES X S
ile ifade edilmektedir.

Tamm 6.1.1. Keyfi bir sonsuz matris oyununda, I. oyuncunun X, I1. oyuncunun Y
karma stratejisi i¢cin

h(X,Y*) < h(X",Y") < h(X",Y)

olacak bigimdeki (X", Y™) ikilisine karma stratejiler sinifinda bir denge durumu veya eyer
noktasi denir.

Teorem 6.1.2. Sonsuz matris oyununda (X*,Y*) durumunun bir denge durumu
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vx € S ve Vy € T i¢in

h(x,Y*) < h(X*,Y") < h(X",y)

esitsizliginin saglanmasidir.
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Teorem 6.1.3. Sonsuz bir matris oyununda I. ve I1. oyuncunun sirasiyla keyfi X, Y
karma stratejileri i¢in

Q) sup h(x,Y) = sup h(X,Y)

X X
(i) inf h(X,y) = inf h(X,Y)
2 a
esitlikleri gecerlidir (Ahlat¢ioglu ve Tiryaki, 1998).
Ispat. Karma stratejiler kiimesi mevcut tiim piir stratejiler kiimesini icerdiginden
sup h(x,Y) < sup h(X,Y)
= X
yazilabilir. Burada x, y piir stratejileri gostermektedir.
sup h(x,Y) < sup h(X,Y)
= x
oldugunu kabul edelim. Bu durumda herhangi € > 0 igin
suph(x,Y) < h(X',Y) — ¢
X

esitsizligini saglayan X' karma stratejisi vardir. Bu da Vx € S i¢in supremum tanimindan
h(x,Y) < h(X'\Y)—¢
esitsizliginin gegerli oldugunu gosterir. Karma stratejilere gegilirse son esitsizlikten
h(x,Y) < h(X',Y) — € elde edilir ki bu da kabuliimiiz ile gelisir. Dolayisiyla
sup h(x,Y) = Sup h(X,Y)

x X
esitligi gecerlidir.
Tanim 6.1.4. supinf h(X,Y) = infsuph(X,Y) =v
X v Y X

olacak bigimdeki v degerine sonsuz matris oyununun oyun degeri denir (Owen, 1995).
Teorem 6.1.5. Herhangi bir sonsuz matris oyununun, v oyun degeri i¢in
supinf h(X,Y) <v <inf sup h(X,Y)

X v v X
esitsizligi saglanir.

Ispat. Bir 6nceki teoremden

inf h(X,y) =inf h(X,Y)

E2 v

oldugunu biliyoruz. Boylece,
supinf h(x,y) < supinf h(X,y) < supinf h(X,Y) =v
E 5 i

oOlur. Esitsizligin birinci kismi1
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supinf h(x,y) < v
B2

elde edilmis olur. Benzer bicimde

inf sup h(x,y) < inf sup h(x,Y) < supinf h(X,Y) = v
5 x v X x v

Teorem 6.1.6. Keyfi bir sonsuz matris oyununun oyun degeri v olsun. Bu durumda,
(i) X*, I. oyuncunun optimal stratejisidir & Vy € T i¢in h(X*,y) = v dir.

(if) Y, I1. oyuncunun optimal stratejisidir & Vx € S i¢in h(x,Y™) < v dir

Ispat. (=:) X", I. oyuncunun optimal stratejisi olsun. Bu taktirde,

inf h(X*,Y) =supinf h(X,Y) =v
v x v

yani inf h(X*,Y) = v demektir. Dolayisiyla infimum tanimindan
e
Y

Vy € T i¢in h(X*,y) = v
elde edilir.

(&:) Tersine Vy € T i¢in h(X*,y) = v olsun. Karma stratejilere gegildiginde I1.
oyuncunun keyfi bir Y karma stratejisi i¢in

h(X*,Y)>v
elde edilir. Boylece

inf h(X*,Y) =2 v = inf h(X",Y) = supinf h(X,Y)
Y Y X Y

dir. inf h(X,Y) fonksiyonunun maksimumu, dolayisiyla X*, I. oyuncunun optimal
)
Y

stratejisi olur.

Tamm 6.1.7 A = (a;;); jen stirh sonsuz bir matris ise bu taktirde,
(1) &; = limsup{a;;:j € N} ve § = (8;)ien
(2) wj = lim inf{aij:i € N} ve w = (w;) jen
dir (Naya, 2001).
Teorem 6.1.8. A, &Lf w; > S,IJBSi olacak bicimde sinirli sonsuz bir matris ise bu
JjEN ieN
taktirde A getiri matrisli oyunun degeri yoktur (Naya, 2001).
Getiri matrisi A € M{,,x03 Olan sonsuz matris oyununu diisiinelim. A matrisinin

asagidaki 6zelliklere sahip oldugunu kabul edelim.

S={xe€ RN:in =1,x; = 0,Vi € N}

i=1
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de oyuncularin stratejilerinin kiimesi ve sup{|a;;|:i,j € N} = M < oo da A matrisinin {ist

sinir1 olsun. A sinirli sonsuz bir matris olmak iizere,

T;=infsupa;, VjeENand T = (T),

EN’
m=1 j>m
K;=supinfa;,VieN and K = (K;).
m=1i>m

esitliklerini goz Oniinde bulundurarak sonsuz matris oyunlarinin oyun degerinin
karakterizasyonunu veren asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 6.1.9. A siirl sonsuz bir matris ve A matrisi tarafindan belirlenen matris
oyununun oyun degeri var ise,

infK;<supT;
) ——
JjEN {EN

dir.
Ispat. supxAy > Ky,Vy €S

X

oldugunu goérelim. Bu yiizden aksini varsayarak baslayalim. Yani;

sup xAy' < Ky'

xX€EX

olacak bigimde y' € S vardir. Dolayisiyla
supxAy' < Ky' —¢

XEX

olacak bi¢cimde en az bir € > 0 vardir. Dolayisiyla, eger i. bileseni 1 diger bilesenleri 0
olacak bigimdeki e; € S elemani i¢in

e Ay <Ky' —eVieN= (¢,A—K)y' < —¢g, Vi EN
olarak yazilabilir. Ancak bu miimkiin degildir. Ciinkii (e;A — K) degeri sifirdan biiyiik bir
degerdir.

2izj Yt < j olacak bi¢imde j* > 1 olsun ve n* = max n(j) olarak diisiinelim. Burada,
J<j*
n(j) asagidaki sart1 saglayan bir sayidir.
> K £
Anj = B 3(* — 1)

Yukaridaki ifade de K nin tanimindan her j i¢in n(j) nin varlig1 garantilenir. Her bir

,Vn > n(j)

&
3(*-1)

i>nvej<j'igina; = K;

elde edilir. Bu son esitsizlikte j < j* lizerinden toplama gegersek,

jo-1
&
=1
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olur. Dolayisiyla (e;A — K)y* < —¢, Vi € N esitsizligi Vi = n* igin
j'-1 oo

—£> (eA—K)y" = Z(aij - Kp)y;" = z (a;j — Kpy;" + 2 (a;j — Kpj) y;”
j=1 j=1 j=Jj*

&

o8}
= _E_Z]ej*

ai; — Kj| v’
€ o0 *

& & 2
>-—f_oME=_Z¢> ¢
3 6M 3

olur. Yani —e& > —¢& bulunmus olur ki buda bir celiskidir. Bu c¢eliski bize
supxAy = Ky,Vy € § esitliginin dogru oldugunu goéstermis olur. Her iki taraftan
xex
infimuma gegecek olursak
inf sup xAy = inf Ky
— —— ——
YES XxE€S YES
bulunur.
VAy = inf sup xAy ve inf Ky = inf K;
—_— —— —— ——
YES Xx€S YES JEN
oldugundan V4, > inf K; elde edilir. Benzer bigimde,
JeN
inf xAy < Tx,Vx €S
——
yES
oldugu goriiliir. Son esitsizlikte her iki taraftan supremuma gegersek
sup inf xAy < supTx = V,,, = sup inf xAy < sup Tx
—— —— —— ——
XES YES XES XES yES X€ES
olur. Elde edilen bu son esitsizlikte
supTx =supT;
xés N
oldugu kullanilirsa
Vay < supT;
N
olur. Hipotezden V4, = V,,, oldugu igin
inf K; SVAy =Vy,, <supT;
—— ——
jEN ieN
= infK; <supT;
—— ——
JEN iEN

bulunur.
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6.2. Sonsuz Matris Oyunlarinda Ardisik Yaklasimlar Yoéntemi

X, Banach uzay ve A: X — X bir operator olmak lizere

x = Ax (6.1)
denklemi verilmis olsun. Eger

x* = Ax"*
ise x* € X vektoriine A operatoriiniin sabit noktasi denir. A: X — X operatoriiniin bir sabit
noktasinin varligt ayni zamanda (6.1) denkleminin bir ¢oziimiiniin varligi demektir.
Ardisik yaklagimlar yontemi (6.1) seklindeki denklemlerin ¢6ziimii i¢in en ¢ok kullanilan
yontemlerden biridir. Bu yonteme gore herhangi bir x, € X vektorii baslangic yaklasim
olmak tizere terimleri

Xpn = AXp_q (6.2)
seklinde olan x, tahmini ¢ozlimler dizisi (iterasyon siireci) olusturulur. Eger x* € X
vektorii (x,,) dizisinin bir limiti ve A operatorii x* noktasinda siirekli ise (6.2) ye gore x*
vektori (6.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Dolayisiyla (x,) dizisinin yakinsaklik kosullari
aynt zamanda (6.1) denkleminin ¢6ziimiinlin varlig1 kosullar1 olur. Bu nedenle (6.2)
iterasyon siirecinin yakinsaklik kosullarinin incelenmesi sarttir.

Tanmm 6.3.1 X Banach uzayinin D kiimesinde tanimli A: D — X operatorii verilmis
olsun. Eger her x,y € D i¢in

|Ax — Ayll < allx -yl (6.3)
olacak sekilde 0 < a < 1 sayis1 varsa A operatoriine daralma dontistimii (operatorii) denir.
(6.3) esitsizligindeki a katsayisinada daralma katsayisi denir.

Teorem 6.3.2. D kiimesi kapali ve A: X — X operatérii D yi D ye gevirsin yani
A(D) c D olsun. Bu durumda A daralma operatoriiniin D de tekbir sabit x* noktast vardir.
Diger bir deyisle (6.1) denkleminin tek bir x* € D ¢oziimii vardir. Ustelik bu ¢dziim (6.2)
formiiliiyle tanimlanmis (x,,) dizisinin limiti gibi bulunabilir.

Burada x,, D nin herhangi bir vektoriidiir. (x,,) dizisinin x* ¢oztimiine yaklasma hizi

o — 271l < == g — ol (6.4)
esitsizligi ile verilir (Kreyszig, 1978).

Sonug¢ 6.3.3. A operatorii X Banach uzayinda tanimli ve A(X) < X olsun. Eger A
operatorii X lizerinde daralma katsayisity @ < 1 olan daralma operatorii ise, A operatoriiniin

tek bir x* € X sabit noktas1 var ve her bir baglangic x, € X vektorii i¢in (6.2) bi¢ciminde

tanimlanan (x,,) dizisi x* vektoriine (6.4) hiziyla yaklagir.
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n boyutlu R™ lineer uzayinda

n

yVi = Zaux] +bi,i = 1,2,...,71

j=1
seklinde verilen
y =Ax,x = (X1, %3, -, Xn), Y = V1, V2 s Yn)
operatoriinii ele alalim.
A operatorli daralma donilisiimii oldugunda x = Ax denklemini ardisik yaklagimlar
yontemi ile ¢oziilebilmektedir. A nin daralma operatorii olma kosullart n boyutlu lineer
uzayda normun se¢imine baghdir (Kreyszig, 1978). Asagidaki {i¢ farkli norma gore A nin
daralma operatérii olup olmadigini inceleyelim:
(i) (R™, ||. |le) uzayinda, ||x||e = max{|x;|:i = 1,2, ...,n} olsun. Bu durumda,
ly" = ¥"llo = max{ly’ —y"|:i = 1,2,..,n}
= max{|2}’=1 a;jx'; + by — Xjax"; + bil:i=12,..,n}
= max{|2?=1aij(x’j — x”j)| i=1,2, ,n}
< max{¥j_|ay||x'; —x";|:i =12, ..,n}
< max{2?=1|al-j| i =12, ., njmaxf|x’; — x"|:i = 1,2, ..., n}
< apmax{|x'; —x"j|:i = 1,2, ..,n}
= aeo|x'; = x|
olur. Yani,
1y =" lleo < @eol|x’; — x|

dir. Eger 0 < a4, < 1 ise A daralma operatoriidiir.

n
Ao = Mmax Z|aij|:i =12, ..,n
j=1

oldugundan herbir i,j = 1,2,...,n i¢in a;; lerin mutlak degerleri toplami alindigindan
0 < ay olur. Dolayisiyla @, <1 oldugunda A:RY — RL,y = Ax operatorii daralma
operatoriidiir. Bundan dolay1 sistemin x* = (xj, x5, ..., X5,) € R™ bigiminde bir tek ¢6ziimii
vardir.

(ii) (R™, . Il,) uzayinda, [|x|l, = ¥™,|x;| olsun. Bu durumda
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n
Iy =yl = ) Iy’ = "]
i=1

n n n n
=2 [ an — x| < ) > laylly —x”
i=1|j=1 i=1j=1
n n
—E]WAE}W—%”
i=1 j=1

n
= lagli =21,
i=1

olur.
n
a, = max{Z|al-j| j=1,2,..,n}
i=1

olmak iizere,

ly" —y"lls < eqllx” — x4
elde edilir. Eger a; < 1 ise A: R} —» RY, y = Ax operatorii daralma operatoriidiir. Bundan

dolay1 sistemin x* = (x7, x5, ..., X5,) € R" bigiminde bir tek ¢dziimii vardir.

(iii) (R™, || ||,) uzayinda, ||x||, = (C,]x;:1?) /2 olsun. Holder esitsizligine gore,

Iy = y"113 = Zm' -y
i=1

2
n n
i=1|j=1
n n n n
2
<2 el lej “ul = 0 Jaul I =
i=1j=1 i=1j=1

olur.
n n
2
Wﬂ
i=1 j=1
olmak iizere,

ly" = y"lI7 < azllx’ — x"1I3

elde edilir. Eger a, < 1 ise A: R} —» R%,y = Ax operatorii daralma operatoriidiir. Bundan

dolay1 sistemin x* = (x7, x5, ..., X;,) € R" bigiminde bir tek ¢oziimii vardir.
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(R™, ||. ) uzayinda tek ¢6ziim kosullarinin saglandigini varsayalim. Bu taktirde

oyle tek bir y* = (y1,y5, ... y5) noktasi vardir ki onun koordinatlari

n

yVi = Zal]y] + bi,i = 1,2,...,n

j=1

denklem sisteminin ¢éziimiidiir. Bu ¢6ziimii terimleri
y™ = (3, ™, ™) m =012, ..

bigiminde tamimlanan (y™)) € R™ dizisinin limiti olarak buluruz. Yani (y™) e R"
dizisi
(™) = (y©,y®,y@ @ )

= ((yfo),yﬁo), ) () (2 982, ), )

bigiminde bir dizidir. Bunun yaninda dizinin her bir teriminin bilesenleri de

n

j=1
bi¢iminde hesaplanir. Yani,
yl(m) = a11y1(m_1) + a12y1(m_1) + a13y1(m_1) +-t+ alny1(m_1) + by =
(a1 +ag + -+ a1n)y1(m_1) + b,
}’z(m) = a21y1(m_1) + azzyl(m_l) + a233’1(m_1) + -+ a2n3’1(m_1) + b, =
(azy +az + -+ a2n)y1(m_1) + b,
" = an™ Y+ any™ T+ gy ot @y 4 by =
(an1 + anz + -+ ann))ﬁ(m_l) + by,
biciminde yazilir. Dikkat edilecek olursa her i = 1,2,...,n igin yi(m) lerdeki parantez

icersindeki ifadeler i. satir toplamidir. Bu nedenle

a1 ap» e Ain
a21 aso o a2n
an1 Apz ** Qpp

matrisinde herbir i. satirdaki elemanlarin toplamina T; dersek bu taktirde
y™ = Ty™ D 4 p oy ™ =y ™D ™ =Ty ™M

olur. Dolayisiyla
(y™) = (y©@,y®, 5@ y® )
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= (22 e 3O), (038, e D), (422, ), )

dizisinin her bir terimi

(712952, ?)

(77952, ?)

(7235, ?)

(lel(o) + by, szl(o) + b,, ...,Tnyl(o) + bn)

(yl(z),yz(z), ...,y,gz)) = (lel(l) + bl,szl(l) + by, ...,Tnyl(l) + bn)

biciminde ifade edilebilir.
I. oyuncu i¢in yapilan ¢alismalara benzer olarak /1. oyuncunun Y karma stratejisi
olarak (y(m)) dizisi alinsin. Karma strateji tanimi geregi (y(m)) dizisinin bilesenleri

sifirdan biiyiik esit ve toplamlar1 bir olmalidir.
(y(m)) - (y(O), y@, 5@ 5,3, )

= ((yfo),yz(o), ) (0, 9 D), (92952, ), )

oo

z Y = 5O 43 4 3@ 4 () 4

m=0

= (12957 ) + (s )+ (252, D)

= (O 452452, (6580 490 492, ) (0 50 52,1 ))

= (Zr=or™ Zrco ™ s B ™)

olur. Dolayisiyla

>y = <z WY ALY yr(lm))
m=0 m=0 m=0 m=0

elde edilir. Yani,

iy(m)=<

m=0

veya

Sy o1y 1Yy =1
m=0 m=0 m=0

dir.

m=0 m=0

m=0

Bu nedenle incelenen problem sonucu /1. oyuncunun &zel bir karma stratejisinin

bulunmasi
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V1 aiq aq, Ain V1 bl
Y2 | _ |0 Q22 Qon || Y2 b,
= +
Yn an1 Anz ** Qppn Yn b,
n
=Y = Zauy] + bi,i = 1,2, -
j=1

S o1, Y o1, Yy
m=0 m=0 m=0

sartlari1 saglayan problemin ¢oziimiiniin bulunmasi ile denk olacaktir. Yani verilen
sartlar1 saglayan problemin ¢6ziimii sonucu II. oyuncunun Ozel bir karma stratejisi

belirlenecektir.

1. oyuncunun karma stratejisinin belirlenebilmesi i¢in A matrisi yerine AT matrisini
alalim. Benzer islemler ile I. oyuncunun karma stratejisini belirleyelim. Bunun i¢in
(R, |I. lo) uzayinda, ||x||, = max{|x;|:i = 1,2,...,n} normuna gére AT operatoriiniin

daralma operatorii olma sartini inceleyelim.

Iy = y"lle = max{ly’ —y"|:i =12,..,n}
= max{|Z,a;x's + by — Xl ax" i + bl j = 1,2, ...,n)
= max{|Y, a;(x’, —x")|:j = 1,2, ...,n}
< max{¥iq|a;| 1x'; —x"il:j = 1,2,...,n}
< max{2?=1|al-j| j =12, ...,n}max{lx’i —x"il:j=12,..,n}
< amax{|x’; —x";]:j =12, ...,n}
= Aoollx’; — x"illeo

olur. Yani,

1y ="l < aellx’s = x"illeo

dir. Eger 0 < a, < 1 ise AT daralma operatoriidiir.

n
Ao = max{2|alj| j =12, ...,n}
i=1

oldugundan herbir i,j = 1,2,...,n igin a;; lerin mutlak degerleri toplami alindigindan

0 < @ olur. Dolayisiyla a4 < 1 oldugunda AT:R% —» R%,y = ATx operatdrii daralma
operatdriidiir. Bundan dolay: sistemin x* = (x7, x5, ..., X5,) € R™ biciminde bir tek ¢dzimii

vardir.
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(R™, ||. lleo) uzayinda tek ¢6ziim kosullarinin saglandigini varsayalim. Bu taktirde

oyle tek x* = (x1, x5, ..., X,) € R™ vardir ki koordinatlar1

X1 a;; Q21 " ap ] /% by
X2 Az Q22 7 Qpg [ X2 b,
N : ., : N Bl I
Xn A1n Azn ** QApp Xn bn
n
- Xj = Z aijxi + bj,] =12, ..,n
i=1

bi¢imindeki denklem sisteminin ¢6ziimiidiir. Bu ¢6ziimii terimleri
X(m) = (xim),xém), ...,x,(lm)),m = 0,1,2,

bigiminde tammlanan (x™)) € R™ dizisinin limiti olarak buluruz. Yani (x™) e R"
dizisi
(x™) = (x©,x®,x@ x@, )

= (22, @), (2,10, ), (32,22, ),

bigiminde bir dizidir. Bunun yaninda dizinin her bir teriminin bilesenleri de

n

(m) _ (m-1) .
X; _Za”xf +bj,]—1,2,...,n

i=1
biciminde hesaplanir. Yani,
xfm) = allxgm_l) + a21x£m_1) + aglxgm_l) + ot anlxim_l) + b, =
(ay; +ay + -+ anl)xgm_l) + b,
xém) = alzxgm_l) + azzxgm_l) + agzxgm_l) + et anzxgm_l) +b, =

(alz + a22 + A + anz)xgm_l) + bz

x™ = a ™ 4o, ™Y 4o x ™Y ™Y 4 by, =
(aln +azp + o+ ann)xgm_l) + bn
biciminde yazilir. Dikkat edilecek olursa her i = 1,2,...,n igin xl.(m) lerdeki parantez

icersindeki ifadeler i. satir toplamidir. Bu nedenle

a1 %21 " ap
aqiz az; o Ano
A1n arpn Ann

matrisin de her bir i. satirdaki elemanlarin toplamina T;" dersek bu taktirde
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2™ =T ™ 4 by, 1 =T ™ by, 1P =T %Y + by

ceey

olur. Dolayistyla
(x) = (x©,x D, x@ 5@ )

((x§°>,x§°>,...,x;°>) (27,257, o 2P, (x §2>,x52>,...,x;2>),...)

dizisinin her bir terimi

(9, . <)

(0, . <)

(Tl* © 4 b, 7% + by, ., T x (°)+b)

RPN

( () (2 (2))

xl ’xZ ;--.)xn (Tl* (1) +b1;T2* (1) +b2,...,T * (1) +b )

biciminde ifade edilebilir.
Getiri matrisi AT ile verilen bir matris oyununda 1. oyuncu X karma stratejisi, II.

oyuncu keyfi j piir stratejisiyle oynadiginda I. oyuncunun beklenen kazanci yada getirisi
n
h(X, 1) = Z aijxi,j=12,..,n
i=1

bicimindedir. Bu esitlik bir lineer denklem sistemi olarakta ifade edilir. Elde edilen bu
lineer denklem sisteminin ardisik yaklagimlar yontemi ile bir tek x* = (x7,x3, ..., x5,) €
R™ ¢oziimiiniin var oldugu bulunabilir. Burada I. oyuncunun X karma stratejisi olarak
(x(m)) dizisi alindiginda,

(x) = (x©,x®,x@ 5@ )

((xfo),xgo), x,(lo)) (xfl),xgl), . x,(ll)) (xiz), xgz)’ . x,(f)), )

Z ) = 20 4 @) 4 @ 4 3 4.

m=0
0 0 0 1 1 1 2 2 (2
(xi ),xg ), ...,x,(l )) + (xf ),xg ), ...,x,g )) (x§ ),xé ), I )) +
= (( ) 4 x(l) + x(z) ), (xéo) + xél) + xéz), ), ( () + x(l) + x(z) ))
— (2 ™, z K™ Z (m))
olur. Yani
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5§ 5 5
m=0 m=0

elde dilir. G6z 6niine alinan problemin karma stratejilerde ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in

Zx(m) (Z (m) Z x™ 2 “’”):(1,1,...,1)

veya
Z (m)_lz (m) _ Zx’(lm)zl
m=0

esitliginin saglanmasi gerekir. Dolayisiyla incelenen problem sonucu /. oyuncunun 6zel bir

karma stratejisinin bulunmasi

X1 a;; %1t app] /% b,
Xy ai» azp Ayo Xy bz
I Bl : “ : N b
Xn Aipn  dopn *° Gpp Xn by,
n
- Xj = Zaijxl- + bj,] =12, ..,n
i=1
[o.0]
SumesSran S
m=0

sartlarin1 saglayan problemin c¢oziimiiniin bulunmasi ile denk olacaktir. Yani verilen
sartlar1 saglayan problemin ¢0ziimii sonucu, I. oyuncunun Ozel bir karma stratejisi

belirlenecektir.
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BOLUM 7
SONUC VE ONERILER

Matris oyunlariin teorik alt yapisi ile ilgili incelemeler yapilmistir.

Farkli sozel problemlere uygun stratejiler kiimesi belirlenerek getiri matrisleri
olusturulmus ve piir stratejilerde oyun degerinin varligi arastirilmistir.

Karma stratejiler sinifinin 6zelliklerini belirleyen onermeler sunulmustur. Optimal
karma stratejiler ve oyun degerinin 6zellikleri arastirilmistir.

Sonlu matris oyununun ¢oziimiiniin lineer programlama probleminin ¢dziimiine
indirgenmesi ile ilgili farkli bir yontem sunulmustur.

Oyunculardan herhangi birinin optimal karma stratejisi ile oynadiginda bir lineer
denklem sistemi elde edildigi goriilmiis ve bu sonugtan yararlanarak matris oyunlarinin
¢Oziimii i¢in yontemler gelistirilerek sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

Matris oyunlarinin ¢oziimii i¢in Lagrange yoOntemi ele alinarak incelemeler
yapilmistir.

Aralikk matris oyunlarinin piir ve karma stratejiler smifinda oyun degerinin
belirlenmesinde 6nemli rol oynayan araliklarin siniflandirilmasi ile (uygunluk fonksiyonu
yardimiyla) ilgili incelemeler yapilmistir.

Elemanlar1 araliklar olan matrislerin Ozellikleri incelenerek uygun aralik matris
oyunlart olusturulmus ve aralik matris oyunlari i¢in oyun degeri ve oyunun ¢dziim kavrami
verilmistir.

Karma stratejilerde matris oyununun ¢oziimii hakkinda Von Neumann teoreminin
aralik matris oyunlar i¢inde dogru oldugu dikkate alinarak aralik matris oyunlar1 igin
¢Oziim yontemleri sunulmus ve orneklerle desteklenmistir.

Sonsuz matris oyunlarinda, oyun degerinin varliginin karakterizasyonunu veren bir
Onerme sunulmustur.

Sonsuz matris oyunlarinin oyun degeri i¢in ardistk yaklagimlar yoOntemi
uygulanmigtir.

Sonsuz matris oyunlarinda oyuncularin karma stratejileri iizerine yeni incelemeler

yapilmistir.
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